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La pratique d’exercices est essentielle à l’apprentissage du cours de mathématiques : il 
n’est pas de meilleure façon de mémoriser et de comprendre un théorème que d’en faire 
usage !

Cet ouvrage regroupe sur 9 chapitres 317 exercices portant sur le programme d’algèbre 
et de probabilités en classe de MP. Il respecte strictement le programme en cours et vient 
compléter l’ouvrage d'analyse que l’on retrouvera dans la même collection.

Chaque chapitre commence par un rappel des principales définitions et des résultats 
essentiels du cours. Il se poursuit avec des exercices aux corrigés détaillés regroupés sur 
trois niveaux :

— Les exercices d'apprentissage servent à l’acquisition des concepts fondamentaux du 
cours. Ce sont souvent des sujets faciles où j’ai choisi volontairement de ne faire 
figurer que peu de technicité.

— Les exercices d'entraînement permettent de poursuivre l’acquisition du cours, trois 
niveaux d’étoiles servent à anticiper leur difficulté. Ces sujets ont été choisis pour 
leur intérêt, leur classicisme ou ont été inspirés par des questions rencontrées aux 
écrits et aux oraux des différents concours.

— Les exercices d'approfondissement sont les plus ambitieux, ils nécessitent souvent de 
passer par une phase de recherche ou entrent en résonance avec d’autres chapitres 
du programme. Ces sujets sont inspirés de questions rencontrées aux concours les 
plus ambitieux.

Les corrections des exercices sont accompagnées de méthodes. Celles-ci servent à souligner 
les idées récurrentes ou bien à mettre en exergue la démarche qui va être suivie pour 
résoudre la question posée. Le lecteur pourra prendre appui sur celles-ci pour amorcer 
une résolution ou pour reprendre la main lors de sa lecture d’une correction. Afin d’aider 
le lecteur dans son étude, il est fait référence aux théorèmes utilisés lors de leurs premiers 
usages. Les notes de bas de pages complètent les résolutions en présentant des démarches 
alternatives ou font le lien avec d’autres sujets présents dans l’ouvrage.

Je remercie vivement Olivier Rodot d’avoir initié ce projet, François Pantigny pour 
son expertise TeXnique et Sébastien Marcotte pour sa relecture attentive ainsi que les 
compléments apportés.

Je dédicace cet ouvrage à mon fils Nathan.

David Delaunay



CHAPITRE 1
!»

Groupes

1.1 Structure de groupe

1.1.1 Groupe

Définition
On appelle groupe tout couple (G,*) formé d’un ensemble G et d’une loi de compo
sition interne * sur G associative, possédant un neutre et pour laquelle tout élément 
de G est symétrisable.

(C, +) et (C*, x) sont des groupes commutatifs de neutres respectifs 0 et 1.
L’ensemble Se des permutations d’un ensemble E est un groupe pour la composition des 
applications o. Son neutre est l’application identité Id#.
L’ensemble GLn(K) des matrices inversibles de taille n est un groupe multiplicatif de 
neutre In.
L’ensemble Ax des inversibles d’un anneau est un groupe multiplicatif.

1.1.2 Structure produit

Définition
Si *i,... ,*n sont des lois de composition internes sur des ensembles Ey,..., En, on 
appelle loi produit sur E = Ex x • • • x En la loi * définie par

(æl, . . . , Xn^ -k , . . . , t/n) == (X1 ★! yi, . . . , Xn ~kn pn)-
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Théorème 1
Si (Gi, *i ),..., (Gn,*n) sont des groupes de neutres respectifs ei,...,en alors 
Gi x • • • x Gn muni de la loi produit * est un groupe de neutre e = (ei,..., en).

Le symétrique d’un élément (aq,... ,rrn) de Gi x • • • x Gn est alors (aÇ1,...

1. Si la loi du groupe est notée additivement, on lit x — y E H pour tous x et y dans H.
2. Voir sujet 1 p. 8.
3. Si la loi du groupe est notée additivement, on lit (a) = {ka | k E Z}.

1.1.3 Sous-groupes

Définition
On appelle sous-groupe d’un groupe (G,*) toute partie H de G non vide et stable 
par composition avec le symétrique1 : z ★ y”1 £ H pour tous x et y dans H.

Rappelons que si H est un sous-groupe de (G, *) alors (H, *) est un groupe.

'--------------!-------- ----------------------------------- !----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ' '

Théorème 2
Si est une famille de sous-groupes d’un groupe (G, *) alors l’intersection

iel

est un sous-groupe de (G,*).

En revanche, la réunion de deux sous-groupes peut ne pas être un sous-groupe 2.

1.1.4 Sous-groupe engendré par une partie
Soit (G, *) un groupe.
Définition

On appelle sous-groupe engendré par une partie A de G l’intersection de tous les 
sous-groupes de (G,*) contenant A. On le note (A).

Théorème 3
{A) est un sous-groupe de (G, *) contenant A.
De plus, tout sous-groùpe de (G,*) contenant A contient aussi {A).

V ■ ■ ■ ■   ■ ■ ' - - ■■■■■■■.■. - ____ ___________ , , . ... ,    ............... , .  .-------------------------------------------------: ... '  Z

Au sens de l’inclusion, (A) est le plus petit sous-groupe de (G,*) contenant A.

Lorsque a désigne un élément de G, le groupe engendré par {a}, simplement noté (a), 
est l’ensemble des itérés3 de a

{a} = {ak\k& Z}.

Lorsque (A) = G, on dit que A est une partie génératrice de G.



1.2 Morphismes de groupes 5

1.1.5 Sous-groupes de (Z, +)

Théorème 4
Les sous-groupes de (Z, +) sont les nZ = {nk | k G Z} avec n G N.

1.2 Morphismes de groupes
Soit (G,*) et (G', T) deux groupes de neutres e et e'.

1.2.1 Définition

Définition
On appelle morphisme du groupe (G,*) vers le groupe (G', T) toute application 
<p: G —» G' vérifiant <p(x *y) = ç>(a:)Tç>(t/) pour tous x et y de G.

L’exponentielle est un morphisme du groupe (C, +) vers (C*, x).
Le logarithme est un morphisme du groupe (R^_, x) vers (R, +).
Le déterminant définit un morphisme du groupe (GLn(K), x) vers (K*, x).
La signature d’une permutation définit un morphisme de (<Sn,o) vers ({1, —1} , x).
Les applications linéaires entre espaces vectoriels sont des morphismes de groupes addi
tifs.

Théorème 5
Si 99: G —> G' est un morphisme de groupes alors ç>(e) = e', ç>(æ-1) «’ÿf®)-1 e^’ 
plus généralement, = (p(x)n pour tout x Ç G et tout n G Z.

La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes.

1.2.2 Image et noyau
—-----————...... .. .- ... .... . . ... —!-- —---- -----—--------—---- ----- •• ... - . .... . *—. .. ... • ... ; 7-—. ........ 7'7; 777777'77*7 77 7 7' ■ -, 7*'7

Théorème 6
L’image directe (resp. réciproque) d’un sous-groupe par un morphisme de groupes 
est un sous-groupe.

___ ■ ■ ■ ; ■ '   ■ ' ' ' ' ■ * '■ ' ' " ■ ' ■ ' ' ■    ' ■ __ ____ ; ~ ■ ■ ' - ' ‘ ; ; : ' 77 <77v ■ ■ 7..'7'7- 777“7 <7 -7^777<7v;:?7;7v7-777777;72£77/7::?..7-- ‘77 7\7;...?r:7'';7.jL_‘

Définition
Si tp est un morphisme du groupe (G,*) vers le groupe (G', T), on introduit :

— son noyau Ker(<p) = 9?-1({e'}) qui est un sous-groupe de (G,*) ;
— son image Im(ç?) = p(G} qui est un sous-groupe de (G', T).

Théorème 7
Soit ç? un morphisme du groupe (G,*) vers le groupe (G',T).
a) 9? est injectif si, et seulement si, Ker(</9) = {e} .
b) ip est surjectif si, et seulement si, Im(</?) = G'.
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1.2.3 Isomorphisme de groupes

Définition
|| On appelle isomorphisme de groupes tout morphisme de groupes bijectif.

Lorsqu’il existe un isomorphisme entre deux groupes, ceux-ci sont dits isomorphes : ils 
sont alors parfaitement identiques d’un point de vue calculatoire.

Théorème 8
La composée de deux isomorphismes de groupes est un isomorphisme de groupes 
et la bijection réciproque d’un isomorphisme de groupes est un isomorphisme de 
groupes.

s________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ -J
Définition

On appelle automorphisme du groupe (G, *) tout isomorphisme du groupe (G, *) dans 
lui-même.

L’ensemble des automorphismes d’un groupe (G,*) est un sous-groupe de (<Sg, °)-

1.3 Groupes monogènes
n désigne un entier naturel non nul.

1.3.1 L’ensemble Z/nZ
La congruence modulo n définit une relation d’équivalence sur Z :

a = b [n] <=> n | (b — a).

On note à la classe d’équivalence de a G Z pour cette relation.
Définition

L’ensemble des classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo n est 
noté Z/nZ.

Théorème 9
Z/nZ est un ensemble fini à n éléments : 0,1,... n — 1.

Définition
On définit une opération d’addition1 et de multiplication sur Z/nZ en posant pour 
tous a et b dans Z

1. Dans l’égalité a + b = a + b\e symbole H- désigne deux opérations différentes. Dans le premier 
membre, il s’agit de l’addition dans Z/nZ que l’on définit. Dans le second membre, il s’agit de l’addition 
sur Z. On a évidemment la même remarque concernant le produit.

— t déf---- :—r . ~ t déf —ra + b = a + b et a x b = ab.
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Les résultats de ces opérations ne dépendent pas des représentants choisis des classes 
d’équivalence car la congruence modulo n est compatible avec les opérations d’addition 
et de multiplication :

a = a' 
b = b'

n
n

f a + b = o! 4" bf 
[ ab = a'b'

n
n

1.3.2 Le groupe (Z/nZ,+)

Théorème 10
(Z/nZ, +) est un groupe abélien de neutre 0.

L’opposé de â est (—a). Plus généralement, on vérifie kâ = ka pour tout k € Z.

1.3.3 Groupes monogènes, groupes cycliques

Définition
Un groupe (G, *) est dit monogène lorsqu’il existe un élément a qui l’engendre :

G= (a) = {<? | keZ}.

Un tel élément a s’appelle alors un générateur du groupe (G,*).
(Z,+) est un groupe monogène engendré1 par 1 (ou par —1).

1. La loi étant additive, on comprend (1) = {fcl | k E Z} = Z.

Un groupe monogène est assurément commutatif car ak*ae = ak+e = ae*ak pour tous k 
et £ de Z.
Définition

|| Un groupe (G, *) est dit cyclique lorsqu’il est monogène et fini.
................................................................................................................................................................. .......— — -------------- ■ ------------ -------------------------------------------------------------------------------- :----------'

Théorème 11
(Z/nZ, +) est un groupe cyclique de cardinal n.
Ses générateurs sont les m pour tout entier m premier avec n.

»• •__________________________________________ ■ _____________________ ; ■ ■ ■ ■ < ■ - ':- '■ ■ . - ' • ' ■ ■_______

On peut alors décrire à isomorphisme près les groupes monogènes :

Théorème 12
Tout groupe monogène infini est isomorphe à (Z, +).
Tout groupe monogène fini de cardinal n est isomorphe à (Z/nZ, +).

-   . - -  . .. - ■ . - .  —- -  -  ' ■ --- - ■ - - .. :   ■ -    - ' - - ' ■ --- ' .     - , -  , - -- -- - - J

En particulier, on peut considérer le groupe (Un, x) des racines n-ièmes de l’unité :

Un = {cufe | k G [0 ; n — 1]]} avec eu - e217r/n.

Ce groupe est cyclique engendré par u. Il est par conséquent isomorphe à (Z/nZ, +).
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1.3.4 Ordre d’un élément dans un groupe

Définition
Il On dit qu’un élément a d’un groupe (G,*) est d'ordre fini lorsqu’il existe1 n e N* 
|| vérifiant an = e. On appelle alors ordre de a le plus petit n de N* vérifiant an = e.

1. On dit que l’élément est d’ordre infini sinon.
2. On peut aussi raisonner par contraposée : si H n’est pas inclus dans K, ni K dans H, on observe 

que H U K n’est pas stable en étudiant la composition par * d’un élément de H qui n’est pas dans K 
avec un élément de K qui n’est pas dans H.

Théorème 13
Si un élément a est d’ordre fini égal à n alors, pour tous k et £ € Z, 

k*a [n].

En particulier, ak — e si, et seulement si, n divise k.
< ; — - - ■ • -■.■■Ma.Mmfa, ..—y .      La. --y,.,.....' ——.    ; ;   .   ,r...b.-i, • r -h.tbZ

L’ordre n de l’élément a apparaît alors comme le cardinal du groupe (a) et ce dernier est
isomorphe à (Z/nZ, +).

Théorème 14
Dans un groupe fini de cardinal n tous les éléments sont d’ordre fini et leur ordre, 
divise le cardinal du groupe.

- ■ , .......... .................. ■ ■■ ' ■■■■ .......... ■ ■ ■■■•...... ........................ -................ -, . . . -------- T ■■

Si (G, *) est un groupe fini à n éléments, on a assurément an = e.

1.4 Exercices d'apprentissage

Exercice 1
Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe (G,*). Montrer que H U K est un 
sous-groupe de (G,*) si, et seulement si, H C K ou K c H.

Solution
On raisonne par double implication.
( ==> ) Si H est inclus dans K, la réunion de H et K est égale à K et c’est donc un 

sous-groupe de (G,*). Si K est inclus H, c’est analogue.
( -<= ) Supposons 2 H U K sous-groupe de (G, *).

méthode
|| Pour montrer une disjonction « P ou Q », on suppose non(P) et l’on établit Q.

Supposons H K. Il existe un élément h dans H qui n’appartient pas à K. Montrons 
l’inclusion de K dans H. Soit k un élément arbitraire choisi dans K.
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méthode
Si x * y appartient à un sous-groupe H, on ne peut pas affirmer que x et y 
appartiennent à H. Cependant, si l’on sait de plus que x est élément de H, on 
peut affirmer que y = x-1 * (x * y) appartient à H.

En tant que composé de deux éléments du sous-groupe HuK, l’élément h*k appartient 
à H U K. Cependant, il n’appartient pas à K. En effet, si par l’absurde h * k G K, on 
peut affirmer que h est élément du sous-groupe K en écrivant h = (h*k} *k~l : ceci est 
contraire au choix de h. On a donc h*k G H puis k = h-1 * (h*k) e H par opérations 
dans le sous-groupe H. On peut donc conclure K C H.
'------------------ - , - . . ■ ■ ............ ! ! — ' • ’

Exercice 2 (Groupe engendré par deux éléments)
Soit a, b deux éléments d’un groupe G noté multiplicativement et

H = {aklb£1akib£i... aknb£n | n e N, kuh, k2, £2,•• •, kn, ln G Z}

l’ensemble des produits finis d’itérés de a et de b.
(a) Montrer que H est le sous-groupe engendré par {a, b}.
(b) Simplifier la description de H lorsque a et b commutent.

Solution

(à) méthode
On raisonne par double inclusion : une première est acquise en observant 
que H est un sous-groupe qui contient {a,b}, l’inclusion réciproque s’obtient 
en constatant que tout élément de H appartient à {a, b).

H est une partie non vide de G. H est stable par composition car le composée de deux 
produits finis d’itérés de a et de b définit un produit fini d’itérés de a et b. H est aussi 
stable par passage à l’inverse car

(aklb£1 ...ahb^y1 = a°b~£na~kn .. .b~£1a~klb° e H

H est donc un sous-groupe de G. De plus, H contient les éléments a et b car il est possible 
d’écrire a = a1 b° et b = cPb1. On en déduit (a, b) C H (Th. 3 p. 4).

Inversement, les itérés de a sont éléments du sous-groupe (a, b) et il en est de même des 
itérés de b. Les produits d’itérés de a et b sont aussi éléments de (a, b) et donc H C (a, b) 
puis l’égalité.

(b) Si a et b commutent, on peut regrouper entre eux les itérés de a et b et l’on obtient

(a, b) = {akb£\k,£e%}.
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Exercice 3
Soit a un élément d’un groupe (G,*).

(a) Montrer que l’application 99 : k ak définit un morphisme du groupe (Z, +) 
vers (G,*).

(b) Déterminer l’image et le noyau de ç>. I

Solution

(a) méthode
On vérifie qu’une application est un morphisme en observant que « l’image 
d’un composé est la composée des images ».

Soit k et l dans Z. Par opérations sur les itérés d’un élément

+ £) — ak+e = ak *a( = (p(k) * </?(•£).

(b) méthode
L’image d’un morphisme s’obtient en déterminant l’ensemble des valeurs prises 
et le noyau en résolvant l’équation ç?(x) = e.

Les valeurs prises par (p sont les ak avec k parcourant Z : selon que a est d’ordre fini 
ou non, les itérés de a peuvent comporter des répétitions ou non. Le noyau de 92 s’obtient 
en résolvant l’équation p(k) — e, c’est-à-dire ak = e, d’inconnue G Z. La résolution de 
cette équation nécessite aussi de discuter selon l’ordre de l’élément a.

Cas : l’élément a est d’ordre infini. L’équation ak = e a pour seule solution k = 0 et 
les ak ne comportent aucune répétition :

Ker(<^) = {0} et Im(<p) = {ak | k e Z} = {a}.

Cas : l’élément a est d’ordre fini égal à n. On sait que ak — ae si, et seulement si, n 
divise k — t (Th. 13 p. 8). On en déduit

Ker(ç>) = nZ et Im(ç>) = {e,a,... ,an-1} = (a).

Exercice 4
Soit a et b deux éléments d’un groupe1 (G,.).

1. Le groupe est ici noté multiplicativement.

(a) Montrer que a et bab~* ont le même ordre.
(b) On suppose ab d’ordre fini égal à n. Que dire de ba 1

(c) On suppose a d’ordre fini égal à n. Pour k € Z, quel est l’ordre de ak ?



1.4 Exercices d'apprentissage 11

Solution

(a) méthode
|| On calcule l’ordre d’un élément en déterminant ses itérés égaux au neutre.

Soit p € N. On remarque

(6a&-1)p = (bab~v) (bab-1) ... (èa/T1)

1. Pour a, & et c entiers, si a divise bc et si a et premier avec b alors a divise c.

p facteurs

= ba(b~1b)a... (&-1b)ab-1 = bapb~l

et donc

(&a6“1)p = 1 baPb"1 = 1
apb~Y = b'1

<=> ap = 1
en multipliant par b 1 à gauche 
en multipliant par b à droite.

On en déduit que les éléments a et bab 1 ont le même ordre (fini ou infini).

(b) En multipliant l’égalité (aô)n = 1 à gauche par b, on obtient b(ab)n = b soit 
encore (&a)n& = b. En multipliant à droite par b~1, on obtient (bd)n = 1. Ainsi, ba est 
d’ordre fini au plus égal à n. Un raisonnement symétrique établit que ab est d’ordre 
inférieur à celui de ba et donc ab et ba ont le même ordre.

(c) Soit p e N. Puisque l’élément a est d’ordre n, (nfc)P = akp = 1 si, et seulement si, 
l’entier n divise kp.

méthode
|| On introduit le PGCD de k et de n.

On pose d = k A n et l’on factorise ce PGCD des entiers k et n pour écrire k = dk' 
et n = dn' avec k' et n' premiers entre eux. L’entier n divise kp si, et seulement si, n' 
divise k'p. Par le théorème de Gauss1, cette condition s’exprime encore n' divise p. On 
en déduit que ak est d’ordre n' = n/(n A k).

Exercice 5
Soit n € N* et eu = e217r/n.

(a) Montrer que l’application ip: TLjnL —> Un déterminée par ç>(fc) = eufe est un 
isomorphisme du groupe (Z/nZ,+) vers (Un, x).

(b) Quelles sont les générateurs du groupe Un ?
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Solution

(a) méthode
On commence par vérifier que l’application est bien définie en observant que 
la valeur </>(&) ne dépend pas du représentant k choisi pour la classe k.

Si k' est un autre représentant de la classe k, on a k' = k [n] ce qui permet d’écrire 
l’égalité k' — k + pn avec p € Z. On vérifie alors

wk' = cufc+pn = wfc(u£1)p = a? car wn = 1.

Ainsi, la valeur </>(£) = cuk ne dépend pas du représentant choisi pour figurer k.
On vérifie ensuite que est un morphisme de groupes car, pour k et £ dans Z,

ip(k += <p(k + ty = cvk+e = wkb/ — (p(k)<p(f).

L’application cp est aussi surjective car les racines n-ièmes de l’unité sont les wk avec k 
parcourant [0 ; n — 1]| et ce sont donc des valeurs prises par ip. Enfin, l’application <p 
est bijective1 car surjection entre deux ensembles finis de mêmes cardinaux : c’est un 
isomorphisme.

1. L’injectivité peut aussi être acquise directement : si = u/, il suffit considérer des arguments de 
ces deux nombres complexes pour obtenir k = € [n].

(b) méthode
|| Un isomorphisme échange les générateurs des groupes entre lesquels il opère.

Les générateurs de Z/nZ sont les m avec m entier premier avec n (Th. 11 p. 7), les 
générateurs de Un sont donc les a)m = e217n7r/n avec m entier premier avec n : on les 
appelle les racines primitive n-ièmes de l’unité.

Les racines primitives de l’unité pour les premières valeurs de n.

Exercice 6
Montrer que tout groupe fini de cardinal un nombre premier p estisomorpheà Z/pZ.
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Solution
Soit (G, *) un groupe fini de cardinal p avec p nombre premier.

méthode
|| On étudie l’ordre des éléments de G.

Puisqu’un nombre premier est au moins égal à 2, il existe dans G un élément a différent 
du neutre. Celui-ci est d’ordre fini divisant le cardinal p de G (Th. 14 p. 8). L’élément a 
n’étant pas le neutre, son ordre n’est pas 1 et vaut donc p. Le groupe engendré par a est 
un sous-groupe de G à p éléments, il est donc égal à G. On peut conclure que G est un 
groupe cyclique à p éléments et donc isomorphe à (Z/pZ, +) (Th. 12 p. 7).

1.5 Exercices d’entraînement
1.5.1 Groupes finis

Exercice 7 *
Décrire les sous-groupes finis de (C*, x).

Solution
Soit H un sous-groupe fini de C* et n son nombre d’éléments.

méthode
|| On montre par cardinalité que H = Un en observant une inclusion.

Soit z un élément de H. Celui-ci est d’ordre fini divisant le cardinal de H (Th. 14 
p. 8). On a donc zn = 1 ce qui signifie que z est une racine n-ième de l’unité. On a ainsi 
l’inclusion H C Un puis l’égalité car ces deux ensembles sont de mêmes cardinaux finis.

Ainsi, les sous-groupes finis de C* sont les groupes Un des racines de l’unité, n G N*.

Exercice 8 **
Soit A une partie d’un groupe fini (G,.). On suppose 2Card(A) > Card(G’). Montrer 
que tout élément de G peut s’écrire comme le produit de deux éléments de A.

Solution

méthode
|| Pour g E G, l’application x i-> gx-1 est injective sur A.

Soit g G G. L’application x i-> gx^1 est une permutation1 de G, sa restriction au 
départ de A réalise une injection de A dans G. L’image de A par cette application est 
une partie à Card(A) éléments incluse dans G : celle-ci ne peut pas être disjointe de A 
car 2Card(A) > Card(G). Il existe donc un élément a dans A tel que ga~x appartient 
à A. Ceci permet d’écrire g = (ga-1)a produit de deux éléments de A.

1. C’est la composée des permutations ihx-1 et y •-> gy.
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Exercice 9 ** (Théorème de Lagrange)
Soit (G,.) un groupe fini et H un sous-groupe de G.
Pour tout a € H, on note aH = {ah | h € H}.

(a) Montrer que les ensembles aH sont disjoints ou confondus.
(b) En déduire que le cardinal de H divise celui de G.
(c) Application : Décrire H CI K lorsque H et K sont deux sous-groupes de G de 

cardinaux premiers entre eux.

Solution

(a) Soit a et b dans G. Si aH et bH ne sont pas disjoints, il existe x élément commun 
à aH et bH : celui-ci s’écrit à la fois ah et bh' avec h, h' € H. On montre alors l’égalité 
de a H et b H par double inclusion.

Soit y = ak € aH avec k E H. On peut écrire

y = xhT1 k = bh' h-'k = bh'hr'k = bk’ e bH.

1. En fait, les parties aH sont les classes d’équivalence de la relation définie par xlZy <=> xy~r E H : 
celles-ci réalisent une partition de G.

=a —x =kf

Ainsi, aH c bH. Par un raisonnement symétrique, on obtient l’autre inclusion et donc 
l’égalité.

(b) méthode
|| On partitionne G à l’aide des parties aH qui ont toutes le cardinal de H.

L’élément a = al appartenant à aH, on peut affirmer que G est la réunion des aH :

G = IJ aH.
a£G

Dans cette union, les parties aH ne sont pas forcément distinctes. En regroupant entre 
elles celles qui sont identiques, on écrit

p
G = (J aiH

i=l

avec ai,..., ap des éléments de G choisis de sorte que les a^H soient distincts et que l’on 
y retrouve toutes les parties aH possibles. Par la question précédente, on sait que les 
parties aiH sont alors deux à deux disjointes1 et donc

p 
Card(G) = J2Card(aiJf). 

t=l



Enfin, pour chaque a E G, l’application x M- ax définit une bijection1 de G vers G et 
celle-ci transforme H en aH. On en déduit Card(aH) = Card(H) puis

1. On vérifie que x = a-1î/ est l’unique solution de l’équation y = ax ce qui permet d’affirmer la
bijectivité de l’application x ax.

p
Card(G) = Card(H) = pCard(H).

(c) H A K est un sous-groupe de H et un sous-groupe de K, son cardinal divise donc 
à la fois celui de H et celui de K. Ces derniers étant premiers entre eux, H O K est un 
singleton, nécessairement constitué du neutre.

1.5.2 Groupe engendré

Exercice 10 *
Dans le groupe {Se, o) des permutations de E = R\{0,1}, déterminer le sous-groupe ; 
engendré par les fonctions f et g définies par

f(x) = 1 — x et g{x) = 1/x.

Solution
Les fonctions f et g sont des applications définies sur E et à valeurs dans E. On 

vérifie f2 = Id# et g2 = Id^, elles sont donc bijectives d’applications réciproques égales 
à elles-mêmes. Les fonctions f et g sont bien des permutations de E.

méthode
On étudie les composées possibles de f et g et leurs inverses jusqu’à ce qu’il 
n’apparaisse plus d’éléments nouveaux.

On calcule h — f o g, j — gof et k = fogof :

h{x) =------ , j{x) = - ----- et k{x) =----- - pour tout x € E.
x 1 — x x — 1

Les autres compositions possibles ne font apparaître aucune nouvelle fonction notam
ment car g o f o g = k. On peut alors dresser une table de composition (en notant i le 
neutre Id#) :

i f g h j k
i f g h j k

f f i h g k j
9 
h
3 
k

9 
h
3 
k

3 
k
9 
h

h
9 
k 
j

k
3 
h
9

9 
h 
i

k
3

i 
h
9

Par cette table, on peut affirmer que H = {i, f,g,h,j,k} est un sous-groupe de (Se,°) 
et c’est le plus petit qui contient f et g : c’est le sous-groupe engendré par {/,g}.
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Exercice 11 *
Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe abélien (G, +). Montrer que le groupe 
engendré par H U K est:

H + K = {h + k | h € H et k e K}.

Solution

méthode
On vérifie que H -I- K est un sous-groupe de G et que c’est le plus petit 
contenant à la fois H et K.

Les parties H et K étant toutes deux non vides, H + K est une partie non vide de G. 
Soit x et y deux éléments de H + K. On peut écrire x = h\ + fci et y = /12 + k% 
avec fii, Ji2 € # et fci, G K. On a alors par commutativité

x - y = (fii + fci) — (fi2 + £2) = (fil — fi2) + (fil - fi2) € H + K.

Ainsi, H + K est un sous-groupe de G. De plus, celui-ci contient H U K. En effet, pour 
tout x G H, on peut écrire x = x + Q& H + K car 0 est élément du sous-groupe K. On 
vérifie de même que K est inclus dans H + K. On en déduit l’inclusion (Th. 3 p. 4)

(H U K} C H + K.

L’inclusion réciproque est quant à elle évidente car tout élément de H + K est élément de 
(HL) K) par somme d’éléments de ce sous-groupe. On a donc l’égalité {H U K) = H + K.

Exercice 12 **
Soit H un sous-groupe d’un groupe (G, *) distinct de G. Déterminer le groupe en
gendré par le complémentaire H de H dans G.

Solution

méthode
La composition d’un élément de H par un élément de H détermine un élément 
de H.

Montrons {H) = G. On a évidemment (H) C G et il s’agit d’établir l’inclusion réci
proque. Soit g un élément de G.

Si g n’appartient pas à H, c’est un élément H donc de (H).
Supposons maintenant que g appartient à H. Puisque H est une partie distincte de G, 

son complémentaire H est non vide ce qui permet d’introduire un élément a E H. Le 
composé a* g est alors élément de H. En effet, si par l’absurde, a* g appartient à H 
alors a = (a*<?) *<7-1 est aussi élément de H par opérations dans le sous-groupe H : ceci 
contredit la définition de a. Sachant a*p G H, on peut alors écrire g = a-1*(a*p) € (H) 
par opérations dans le sous-groupe (H).

On peut conclure (H) = G.
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Exercice 13 **
Soit n € N tel que n 3. Dans le groupe (5n,o) des permutations de [1 ; nj, on 
considère la transposition< t = (1 2) et le cycle c == (1 2 ... n) de longueur n.

(a) Justifier que l’ensemble {c, t} constitue une partie génératrice de (<Sn,o).
(b) Existe-t-il une partie génératrice de (<Sn, o) formée d’un seul élément ?

Solution

(a) méthode
On sait que toute permutation de [1 ; n]| peut s’écrire comme un produit de 
transpositions r = (i j) avec 1 < i < jn. Il suffit alors de savoir écrire 
une telle transposition à partir de compositions de c et t pour conclure.

On remarque1

1. Plus généralement, on a s o t o s-1 = (s(i) s(j)^ pour toute permutation s de Sn.

cote c-1 = (2 3), c2 o t o c-2 = (3 4) , etc.

On en déduit que les transpositions de la forme (i i 4-1) (avec l^i^n — 1) appar
tiennent chacune au sous-groupe engendré par c et t. Or, pour 1 i < j n, on peut 
écrire la décomposition :

(i j) — (i i + 1) ° (i 4-1 i 4- 2) o • • • o (j — 1 j) o • • • o (i 4-1 i 4- 2) o (i i 4-1) .

Toutes les transpositions (i p) appartiennent donc au sous-groupe engendré par c et t 
et l’on peut conclure que celui-ci se confond avec Sn.

(b) Le groupe (<Sn, o) n’est pas commutatif car n 3 : il n’est donc pas monogène.

Exercice 14 ** \
Montrer qu’un groupe fini G de cardinal n > 2 possède une paitià 
tuée d’au plus log2 n éléments. -

Solution
Adoptons une notation multiplicative pour la loi de G.

méthode
Il On construit une partie génératrice {g±,...,gp} en choisissant, pour k 2, 
|| l’élément pt en dehors du groupe engendré par gi,. ■■ ,gk-i-

Soit pi un élément de G différent du neutre, p2 choisi en dehors de (pi), P3 choisi en 
dehors de (pi,p2), etc. Le groupe G étant fini, ce processus s’arrête avec la détermination 
de pi,..., pp vérifiant :

G = (pi,... ,gp} et pfc (pi, • • • ,Pfc-i) pour tout k e {2, ...,p}.
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Considérons ensuite l’application {0,1}P —> G définie par

e2, •••,£«) =91" g? ■■■9pp avec g£i 9i
1

si Ci = 1 
si Ci - 0.

Vérifions que l’application $ est injective. Supposons $(£i,... , ep) = , • • • , £p) avec
(ei, ... ,ep) et (eÇ,..., e') dans {0,1}P. On a donc l’égalité

g^g? • • -9pp = 0i10? ■■■9pp- (*)

1. Le groupe G n’est pas a priori commutatif : il faut être attentif à l’organisation des calculs et ne 
pas simplifier axa~1 en x.

2. Comme pour les applications linéaires, on peut parler & endomorphisme de groupe.

Quitte à échanger, on peut supposer e'p ep et ordonner les membres pour écrire

9pp~£p = ■ • • 0i”£1) (911 ■ ■ ■ 9pP-i) € (pi,...,pp_i).

Puisque gp est choisi en dehors du groupe engendré par <ji,... ,gp-i, on a nécessaire
ment e'p = sp. On peut alors simplifier l’identité (*) pour écrire

nein£2 n£p~1 —n£1 rf2 a£p~1 01 02 • • • 0p-l — 01 02 • • • 0p-l •

Il suffit ensuite de reprendre le processus pour pouvoir affirmer (ci,...,ep) = (eÇ,..., e'p). 
L’application $ est donc injective et conséquemment

Card({0,1}P) Card(G) c’est-à-dire 2P n.

On en déduit p < log2 n.

1.5.3 Morphismes de groupes

Exercice 15 * (Morphisme de conjugaison)
Soit G un groupe noté multiplicativement. Pour a G G, on note ra l’application de G 
vers G définie par ra(x) = axa"1.

(a) Montrer que ra est un morphisme du groupe G vers lui-même.
(b) Vérifier ra o = rab pour tous a et & dans G.

(c) Montrer que ra est bijective et exprimer son application réciproque.
(d) En déduire que T={ra|aGG} muni du produit de composition est un groupe.

Solution

(a) Soit x,y G G. On a par associativité1

Ta(x)Ta(y) = (ax)(aya~r) = aæ(a-1a)2/a-1 = axya~r = ra(xy).

L’application ra est donc un morphisme du groupe (G,.) vers lui-même2.
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(b) On vérifie l’égalité de deux applications en constatant celle-ci en tout point. Pour 
tout x € G,

(ja o Tb)(ar) = Ta(6æ6-1) = aÇbxb-1)^1 = (a6)x(aô)-1 = rab(x).

On a donc Ta o Tb — Tab.

(c) méthode
On peut montrer que ra est bijective en étudiant injectivité et surjectivité, ou 
en résolvant l’équation ra(x) = y d’inconnue x. Ici, il est cependant plus à 
propos de proposer un candidat pour l’application réciproque de ra.

On a l’intuition que ra-i est la bijection réciproque de ra. Vérifions-le1 :

(ra ora-i) - ri = IdG et (ra-i o Ta) = n = IdG.

On en déduit que Ta est bijective et (Ta)-1 = ra-i.

(d) méthode
|| On vérifie que T est un sous-groupe du groupe des permutations (<SG, o).

On a vu que les ra sont des permutations de G, l’ensemble T constitue donc une partie 
non vide de SG. Pour f et g dans T, on peut écrire f = ra et g = rb avec a, b G G. On a 
alors

f ° g-1 = Xa O (t6) = To o T6-i = Tai>-1 € T-

Ainsi, 7” est un sous-groupe de (<SG,o), c’est donc un groupe pour le produit de compo
sition des applications.

Exercice 16 ** |

Soit <p un morphisme non constant d’un groupe fini (G,*) vers (C*, x). Calculer |

52^)-
xeG |

Solution

méthode
Pour a G G, l’application eh a*x est une permutation de G qui permet de 
réorganiser la somme à calculer.

Puisque <p n’est pas constante, il existe un élément a dans G tel que <p(a) 1. L’ap
plication x i-> a * x étant une permutation 2, on peut réordonner les termes de la somme 
et écrire

52^) = 52
xÇ^G x£G

1. Sauf argument de cardinalité, il est indispensable de vérifier que les deux compositions donnent 
l’identité.

2. En effet, l’équation a * x = y d’inconnue x E G possède une unique solution x — a-1 * y.
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Or l’application est un morphisme et donc y>(a*a;) = (p(a)<p(x) puis

52 = 52 = ^(a) 52 ^xï-
xÇ^G xÇ.G x^G

Sachant <p(a) 1, on conclut
52 v(x} = 0.
xÇG

Exercice 17 **
Soit f un morphisme de groupes au départ d’un groupe G fini. Montrer la formule

Card(G) — Card(lm(f)) x Card(Ker(/)).

Solution
Notons G' le groupe d’arrivée du morphisme f et adoptons une notation multiplicative 

pour les deux groupes G et G'.

méthode
|| On dénombre l’ensemble des antécédents de chaque valeur prise par f.

Enumérons les valeurs prises par f : yi, -. ■ ,yp avec p = Card(lm(/)). Soit j G [1 ;p] 
et Xj dans G un antécédent de yj par f. Pour x Ç. G

/(*) = yj «=> /(æ) = f(xj)
«=> /(zj)-1/(æ) = Ig'
<=> fÇx^x) = 1g' car f est un morphisme
<=> x^x e Ker(7).

L’ensemble des antécédents de yj est donc

^({yj}^ {xjh I h e Ker(/)}.

L’application h i-> Xjh étant injective, le cardinal de vaut celui de Ker(/).
Enfin, G est la réunion des /-1({z/j}) ces parties sont deux à deux disjointes donc

p
Card(G) = 52 Gard(f~1 ({yj})) = pCard(Ker(/)) = Card(lm(/)) x Card(Ker(p)).

J = l'--— '
=Card(Ker(/))

Exercice 18 **
Parmi les groupes suivants, lesquels sont isomorphes ?

(a) (Z/4Z, +) (b) (U4, x) (c) (Z/2Z x Z/2Z, +)
(d) (Z/6Z, +) (e) (Z/2Z x Z/3Z, +) (f) ($3, o)
(g)(Q,+) (h)(Q‘,x) (i;(Q-, x).
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Solution

méthode
|| Deux groupes isomorphes sont en bijection et ont donc le même cardinal.

Par cet argument de cardinalité, seuls les groupes (a), (b), (c) dans un premier temps, 
les groupes (d), (e), (f) dans un second temps et les groupes (g), (h), (i) dans un dernier 
temps sont susceptibles d’être isomorphes.

Cas : Groupes à 4 éléments. On étudie (a), (b) et (c).
Le groupe U4 est cyclique donc isomorphe à Z/4Z. En revanche, le groupe

Z/2Z x Z/2Z = {(5,0), (0,1), (ï, Ô), (ï, ï)}

n’est pas cyclique car tous ses éléments x vérifient x + x = (0,0) : il n’est pas isomorphe 
aux précédents.

Cas : Groupes à 6 éléments. On étudie (d), (e) et (f).
Le groupe Z/2Z x Z/3Z est constitué des éléments

(Ô,Ô), (5,î), (Ô,2),(T,Ô), (ï, î) et (ï,2)

en notant k les classes d’équivalence dans Z/2Z et k celles dans Z/3Z. Ce groupe est 
cyclique engendré par (ï, 1) : il est isomorphe à Z/6Z.

Le groupe <$3 n’est pas commutatif, a fortiori non cyclique, il n’est pas isomorphe aux 
précédents1.

1. Le sujet 28 p. 29 précisera quels sont les groupes à six éléments possibles.
2. (R, 4-) et (R^_, x) sont isomorphes via la fonction exponentielle mais celle-ci n’induit pas d’isomor

phisme sur les nombres rationnels.

Cas : Groupes infinis. On étudie (g), (h) et (i).

méthode
On montre que ces trois groupes ne sont pas isomorphes en observant que 
des équations analogues ne proposent pas les mêmes descriptions d’ensembles 
solutions.

Dans (Q,+), l’équation x + x = 0 possède une seule solution. L’équation analogue 
dans (Q*, x) s’écrit x x x = 1, elle possède deux solutions. Les groupes Q et Q* ne sont 
pas isomorphes. Cet argument peut être repris pour affirmer que (Q*, x) et (Q^, x) 
ne sont pas non plus isomorphes. Reste à étudier si (Q,+) et (Q+, x) peuvent être 
isomorphes2.

Pour y élément de (Q,+), l’équation x + x = y possède assurément une solution 
dans Q. Pour y élément de (Q^, x), l’équation analogue x x x = y peut ne pas posséder 
de solutions dans Q^_, c’est le cas par exemple quand y = 2 où l’équation n’a pas de 
solution car y/2 est irrationnel. On en déduit que Q et ne sont pas isomorphes.
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1.5.4 Éléments d'ordres finis

Exercice 19 *
Soit ((?,★) un groupe de cardinal n et k un entier premier avec n. Montrer que 
l’application <p: x xk est une permutation de G.

Solution

méthode
Par le théorème de Bézout, on détermine u G Z tel que xku = x pour tout x 
de G.

Les entiers net k étant premiers entre eux, il existe u et v entiers tels que ku + nv = 1. 
Le groupe G étant de cardinal n, on a xn = e pour tout x dans G (Th. 14 p. 8). On 
vérifie alors

xku = x* x~nv = x* (xn) v = x* e~v = x.

Considérons ensuite l’application ip: x >-> xu définie sur G. Par le calcul qui précède, on 
peut affirmer <po,ÿ = 'ÿoip = Idc : l’application p est bijective et -0 est sa bijection 
réciproque.

Exercice 20 ** |

Soit a un élément d’un groupe G noté multiplicativement. On suppose a d’ordre pq I 
avec p et q dans N* premiers entre eux. Déterminer des éléments b et c d’ordres I 
respectifs p et q tels que a = bc — cb. I

Solution

méthode
Par le théorème de Bézout, on introduit u,v G Z tels que pu + qv = 1 puis on 
détermine par une analyse b et c comme des puissances de a.

Analyse : Si a est le produit bc avec b et c commutant et d’ordres respectifs p et q, on 
a ap = bPcp = cp puis c = cpu+qv = (^cp)u = apu. De même, on détermine b = aqv.

Synthèse : Posons b = aqv et c = apu. On a immédiatement a = bc avec b et c qui 
commutent puisque ce sont des itérés de a. Il reste à déterminer leurs ordres1.

1. On reproduit ici en contexte la démonstration déjà menée dans le sujet 4 p. 10.

Soit n G N*. On a bn = 1 si, et seulement si, anqv = 1. L’élément a étant d’ordre pq, 
cette égalité a lieu si, et seulement si, pq divise nqv (Th. 13 p. 8) ce qui revient à dire 
que p divise nv. Or p et u sont premiers entre eux en vertu de l’égalité pu + qv — 1. Par 
le lemme de Gauss, on parvient à la condition : p divise n.

Finalement, b est d’ordre p et l’on montre de la même manière que c est d’ordre q.
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Exercice 21 ***
Soit q et & deux éléments d’ordres respectifs m et n d’un groupe abélien (G,.).

(a) On suppose que m et n sont premiers entre eux. Montrer que ab est d’ordre mn.
(b) On ne suppose plus m et n premiers entre eux, l’élément ab est-il nécessairement 

d’ordre m V n?
(c) Soit d un diviseur de m. Montrer qu’il existe un élément d’ordre d dans G.

(d) Existe-t-il dans G un élément d’ordre m V n?

Solution

(a) Par commutativité du groupe, on peut organiser le calcul des itérés

(ab)mn = (q&)(q&)... (ab) = amnbmn = (am)n(bn)m = lnlm = 1.
mn facteurs

Inversement, soit r € N* tel que (ab)r = 1. On a alors

anr = (ar)n = (b~r)n = (bn)~r = l~r = 1.

L’élément a étant d’ordre m, celui-ci divise nr. Or m et n sont premiers entre eux et 
donc m divise r par application du lemme de Gauss. Mutatis mutandis1, n divise r et 
donc mn divise r car m et n sont premiers entre eux.

1. Locution latine signifiant « En modifiant ce qui doit être changé ».

Finalement, ab est un élément d’ordre mn exactement.

(b) Si b = q-1 alors a et b ont le même ordre m et ab = 1 est d’ordre 1 : il est possible 
que le produit ab ne soit pas d’ordre m V n.

(c) On écrit m — dm' et l’on introduit x = am G G. On a

xk = 1 <=> akm' = 1
<=> m | km1 car a est d’ordre m
<=> d \ k en simplifiant par m! 0.

L’élément x est donc d’ordre d.

(d) méthode
Pour chaque facteur premier p de m ou n, on détermine un élément de G 
d’ordre max(vp(n), vp(m)) où vp désigne la valuation p-adique.

À partir des décompositions en facteurs premiers de m et n, on peut écrire en autorisant 
les exposants à être nuis

m = p*1 ... p“r et n = pf1...p?r avec a* = vPi(m), fa = vqi(n).
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On sait qu’alors

Par la question précédente, il est possible de déterminer un élément :r, d’ordre '
car cet ordre divise m ou n. Puisque les aq,..., xr sont d’ordres deux à deux premiers 
entre eux, l’élément x = . xr est d’ordre mV n par applications répétées du résultat
de la première question.

1.5.5 Groupes cycliques

Exercice 22 **
On désire établir que tout sous-groupe d’un groupe cyclique est lui-même cyclique.
Soit (G,.) un groupe cyclique de générateur a et H un sous-groupe de G-

(a) Justifier l’existence d’un plus petit entier naturel non nul n tel que an G H.
(b) Établir que H est alors le groupe engendré par an.

».h... i imiiriiiiriiinil

Solution

(a) méthode
On montre l’existence d’un plus petit entier vérifiant une propriété en obser
vant que l’ensemble des entiers concernés est une partie non vide de N.

Notons A l’ensemble des n G N* vérifiant an G H. Cet ensemble est une partie non 
vide de N car aCard(G) = 1 g H (Th. 14 p. 8). Il existe donc un plus petit n G N* tel 
que an est élément de H.

(b) méthode
On reproduit avec les notations en cours la preuve du théorème caractérisant 
les sous-groupes de (Z, +).

Posons b = an. Puisque b appartient au sous-groupe H, on sait déjà (&) C H. Consi
dérons ensuite x G H. Il existe p G Z tel que x = ap car tous les éléments de G sont des 
itérés de a. Réalisons alors la division euclidienne de p par n : p = nq + r avec 0 r < n. 
On a

ar = ap~nq = ap(anyg = xb~q e H.

Or n désigne l’exposant de la plus petite puissance strictement positive de a appartenant 
à H et r est strictement inférieur à n donc r = 0. Par suite x = anq = bq et donc x G (b).

Finalement, H = {b) et le sous-groupe H est cyclique.
Exercice 23 ** |

Soit G un groupe cyclique de cardinal n. Montrer que, pour tout diviseur1 d G N* g 
de n, il existe un unique sous-groupe de cardinal d dans G. 1

1. On a vu que le cardinal d’un sous-groupe divise le cardinal du groupe (voir sujet 9 p. 14) : 
l’hypothèse que d divise n est nécessaire à l’existence d’un sous-groupe de cardinal d.
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Solution

méthode
Par isomorphisme, on peut supposer G = Z/nZ ce qui rend l’étude plus 
concrète1.

1. Ce n’est cependant pas une nécessité. En introduisant x un générateur de G, on vérifie par une 
étude analogue à celle qui suit que H = {e, xd ,..., x^d~^d } est l’unique sous-groupe de G de cardinal d.

2. On vérifie aisément que ddf est le premier itéré additif de d' à valoir 0. On peut aussi utiliser le 
résultat du sujet 4 p. 10.

3. L’application de H x K vers HK qui envoie (h, k) sur hk est surjective : il y a donc moins d’éléments 
dans HK que dans H x K. Cette application est même un isomorphisme de groupes notamment car son 
noyau est réduit au neutre (voir sujet 9 p. 14).

4. Voir sujet 6 p. 12.

Soit d un diviseur de n et d'l’entier tel que dd' = n. Le sous-groupe engendré par d1 
dans Z/nZ est _ _ _ _ _

H = {d’} = {0, d1,2d', ...,(d- l)d'}

car d/ est un élément d’ordre2 d dans TLfnL. Ainsi, il existe au moins un sous-groupe à d 
éléments dans Z/nZ.

Inversement, considérons un sous-groupe H à d éléments. Pour tout x de H, l’ordre 
de x divise le cardinal de H et l’on a donc dx = 0. On en déduit que n divise dx puis 
que d! divise x. Ainsi, _ _ _

xe {Ô,d',2d',...,(d-l)d'}.

On a alors l’inclusion H C {0, d', 2d',..., (d — l)d'} puis l’égalité car les deux ensembles 
ont le même nombre fini d’éléments.

Exercice 24 **
Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe abélien (G,.) de cardinaux p et q nombres 
premiers distincts. Montrer que HK = {hk | h G H et k G A} est un sous-groupe 
cyclique de G.

Solution
On vérifie que HK est un sous-groupe de G : HK est une partie non vide de G et, 

si x = hk et y = h'k' sont deux éléments de HK (avec h, h' G H et fc, k’ G A), on a par 
commutativité du groupe G

xy-1 = hkÇh'k')-1 = hk^k'-'h'-1) = (hh'-1) (kk'-1) e HK.

Au surplus, on peut affirmer que HK possède au plus pq éléments3.

méthode
On construit un élément d’ordre pq dans HK par produit d’un générateur 
de H et d’un générateur de K.

Les sous-groupes H et K sont cycliques car leurs cardinaux sont premiers 4 : on peut 
introduire a et b générateurs respectifs de ces groupes, a est d’ordre p et b d’ordre q. 
Considérons ensuite x = ab G HK et déterminons son ordre.
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Dans un premier temps, on vérifie par commutativité xpq = (ap)q(bq)p — 1 et donc 
l’ordre de x est inférieur à pq. Soit n G N*. Si xn = 1 alors anbn = 1. En élevant à la 
puissance g, il vient anqbnq = 1 avec bnq = 1 car b est d’ordre q. On en déduit que anq = 1 
et p divise donc nq. Or p et q sont premiers entre eux car il s’agit de nombres premiers 
distincts, on a donc p diviseur de n. Mutatis mutandis, q divise aussi n et donc pq divise n 
car p et q sont premiers entre eux.

Finalement, x est d’ordre exactement1 pq et l’on peut conclure que HK est cyclique.

1. Voir aussi sujet 21 p. 23.

Exercice 25 ** |

Soit G et G' deux groupes notés multiplicativement. On suppose que le groupe G 
est cyclique engendré par un élément a.

(a) Soit b un élément de G'. Montrer qu’il existe un morphisme cp: G —> G' vérifiant 
ç?(a) = b si, et seulement si, b est d’ordre fini divisant celui de a.

(b) Combien existe-t-il de morphismes de (Z/nZ, +) dans lui-même?
(c) Combien existe-t-il de morphismes de (Z/nZ, +) dans (C*, x) ?

.. .

Solution
On introduit n le cardinal de G ce qui est aussi l’ordre du générateur a.

(a) Supposons qu’il existe un morphisme <p: G -> G'. Ce morphisme transforme l’éga
lité an = 1g en <p(a)n — le et donc b = <p(a) est d’ordre fini divisant n.

Inversement, supposons que b soit un élément de G' d’ordre fini divisant n.

méthode
Une petite analyse amène à définir ip de sorte que = bk pour tout 
exposant k de [0 ; n — 1].

Les éléments de G sont les ak pour k G [0;n — 1] et ces derniers sont deux à deux 
distincts, on peut donc construire une application <p: G —> G' en posant

= bk pour tout k G [0 ; n — 1].

L’application tp vérifie évidemment <p(a) = b. Montrons qu’il s’agit d’un morphisme.
Pour x, y G G, on peut écrire x = ak, y = a? avec fc, G [0 ; n — 1]. On a alors xy = am 

avec m = k + £ [n] et m G [0;n — 1]. Dès lors <p(x)<p(y) = bk+i et <p(xy) = bm. Or 
l’ordre de b divise n et divise donc aussi m — (& + £). On en déduit bk+e = bm puis 
?(x)<p(y) = <p(xy).

Finalement, <p détermine un morphisme de G vers G' transformant a en b.

(b) (Z/nZ, +) est un groupe cyclique de cardinal n engendré par a = ï. Tous les 
éléments de étant d’ordre divisant n, à chaque valeur b dans Z/nZ correspond 
un morphisme de Z/nZ dans lui-même transformant a en b. Il y a donc exactement n 
morphismes possibles.
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(c) Si W est un morphisme de (Z/nZ,+) dans (C*, x), la valeur z — ç>(l) doit être 
d’ordre divisant n et donc vérifier zn = 1 : c’est une racine n-ième de l’unité. Inversement, 
chaque racine n-ième est d’ordre divisant n et il lui correspond un morphisme envoyant ï 
sur elle-même. Il y a donc autant de morphismes possibles que de racines n-ièmes de 
l’unité, c’est-à-dire n.

1.6 Exercices d’approfondissement

Exercice 26 * (Groupe p-quasi-cydique de Prüfer) |
Soit p un nombre premier. On pose i

l

Upoo == {z G C | 3k G Bï, zp =1}. j

(a) Montrer que Upoo est un groupe multiplicatif dont tous les éléments sont d’ordre [
finis. ■;

(b) Montrer que les sous-groupes propres1 de Up°o sont cycliques. ?

1. Un sous-groupe propre d’un groupe (G, *) est un sous-groupe non trivial, c’est-à-dire distinct de {e} 
et G.

2. On peut aussi introduire, lorsqu’il existe, un élément d’ordre maximal parmi les éléments de H.

...;ni, v." -IJ- > y v'»r/

Solution

(a) On vérifie que Upoo est un sous-groupe de (C*, x). L’ensemble Upoo est la réunion 
des sous-groupes Upfc des racines pfc-ièmes de l’unité. L’ensemble Upoo est donc une partie 
non vide de C* stable par passage à l’inverse. De plus, les Upfc sont en progression 
croissante :

Upfc C Upfc+i car zp = 1 => zp = (zp ) = 1.

L’ensemble Upoo est donc stable par le produit car la multiplication de deux éléments 
de Upoo peut s’interpréter comme le produit de deux éléments d’un même Upt en choi
sissant k assez grand.

Finalement, Upoo est un sous-groupe de (C*, x) donc un groupe multiplicatif. Par 
définition, ses éléments sont tous d’ordres finis et l’ordre de chacun vaut une puissance 
de p.

(b) Soit H un sous-groupe propre de Upoo.

méthode
|| On montre que H — Upfc en introduisant2 le plus grand à; G N tel que Upfc C H.

Si par l’absurde, il existe une infinité de k G N vérifiant Upfc C H alors H = Up<» car 
l’ensemble Upoo est la réunion croissante des Upfc. Ceci étant exclu, on peut introduire le 
plus grand k G N vérifiant Upfc C H.
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Tous les éléments de Upk+i \ Upk engendrent Upk+i. Or ce groupe n’est pas inclus 
dans H et donc H ne contient aucun élément de Upt+i \ Up*;. A fortiori, H ne contient 
aucun élément de Up« \ Upk pour l > k et l’on en déduit H C Upk puis H = Up/=. Le 
sous-groupe H est donc cyclique. 
---- —----------------------------------------------- ——— ------------------------------------------

Exercice 27 ** (Sous-groupes additifs de R)
Soit H un sous-groupe de (R, +) non réduit à {0}. On pose a = inf{/i e H | h > 0}

(a) On suppose a > 0. Montrer que a appartient à H puis que H — aZ.

(b) On suppose a = 0. Montrer que H est une partie dense de R.

(c) En déduire  {cosn n G N} = [—1 ; 1]. ï.1

1. Ici, la notation A désigne l’adhérence topologique d’une partie, voir le chapitre 3 de l’ouvrage 
Exercices d’analyse MP dans la même collection.

2. Pour a, b E R avec b > 0, on peut écrire a = bq 4- r avec q E Z et r E [0 ; b[ : il suffit de prendre q 
égal à la partie entière de a/b et r = a — bq.

Solution
Commençons par souligner l’existence du réel a. Dans le sous-groupe H, il existe un 

élément x non nul car H n’est pas réduit à {0}. Quitte à considérer —x, on peut affirmer 
qu’il existe dans H au moins un élément strictement positif. La partie

H+ = {h € H | h > 0}

est donc une partie de R non vide et minorée : on peut introduire sa borne inférieure.
(a) L’élément 2a ne minore pas H+ car 2a > a et a est le plus grand des minorants 

de H+. Il existe donc un élément x G H+ vérifiant a x < 2a.
Si par l’absurde x > a, on peut encore introduire y G H+ tel que a y < x. La 

différence x — y détermine alors un élément du sous-groupe H strictement positif et 
strictement inférieur à a. Ceci contredit la définition de a comme borne inférieure. On 
en déduit x = a puis a G H.

méthode
On obtient l’égalité H = aZ par double inclusion. Ecrire aZ — (a) donne une 
première inclusion, la seconde se déduit d’une division euclidienne réelle2.

Puisque a est élément du sous-groupe H, ce dernier contient le sous-groupe engendré 
par a : aZ = (a) C H. Inversement, soit x E H. Par la division euclidienne de x par le 
réel a > 0, on écrit x = aq + r avec q G Z et r G [0 ; a[. On a alors r = x — aq G H par 
opérations dans le sous-groupe H. En effet, x est élément de H et aq est élément de aZ 
donc de H. Si r est strictement positif, c’est un élément de H+. Or ceci est impossible 
car r < a. On a donc nécessairement r = 0 puis x = aq G aZ. Par double inclusion, on 
conclut H = aZ.

(b) méthode
|| On vérifie ]æ ; y[ D H 0 pour tous réels x et y tels que x < y.
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Soit x, y E R avec x < y. Le réel y — x est strictement positif, il ne minore donc pas la 
partie H+- On peut alors introduire h G H tel que 0 < h < y — x. Considérons ensuite p 
le plus petit entier tel que ph > x. Par définition de p, on a l’inégalité (p — l)h x ce 
qui entraîne ph x + h < y. Ainsi, ph est un élément de (h), donc de H, strictement 
compris entre x et y.

y-x

0 h 2h

(c) La partie {cosn | n € N} est incluse dans l’intervalle fermé [—1 ; 1] et son adhé
rence  est donc aussi incluse dans cet intervalle :1

1. Rappelons qu’un réel appartient à l’adhérence d’une partie A de R lorsqu’il est limite d’une suite 
d’éléments de A.

2. Eventuellement, consulter le sujet 11 p. 16 ou remarquer Z + 2tfZ = (1,27t).

{cosn | n e N} C [—1 ; 1].

méthode
|| {cosn | n e N} est l’image par la fonction cos du sous-groupe Z + 2?rZ.

On vérifie aisément2 que Z + 2ttZ est un sous-groupe de (R,+). Si celui-ci est de la 
forme aZ avec a > 0, on peut écrire 1 = ak et 2% — a£ avec k, i € Z non nuis car 1 et 2tt 
sont deux éléments de Z + 2tfZ. On en déduit que 7T est le nombre rationnel £/2Zc ce qui 
est absurde. Par conséquent, Z 4- 2ttZ est un sous-groupe dense de (R, +).

Considérons x € [—1 ; 1] et 0 = arccosæ. Par densité de Z + 2ttZ, on peut introduire 
deux suites d’entiers (fcn) et (£n) telles que

kn + 2?r£n-------- > 0.
n—>H-oo

Par parité, périodicité et continuité de la fonction cos, on obtient

cos |fcn| = cos kn = cos(kn + 2?r^n) -------- > cosO = x.
' 7 n—>+00

Ainsi, x est limite d’une suite d’éléments de {cosn | n G N}.

Exercice 28 ***
A isomorphisme près, déterminer tous les groupes à 6 éléments.

Solution
Soit G un groupe à 6 éléments noté multiplicativement. Ses éléments sont d’ordres finis 

divisant 6 donc d’ordres possibles 1, 2, 3 ou 6.
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S’il existe un élément d’ordre 6 dans G, celui-ci engendre G qui est donc cyclique 
isomorphe à Z/6Z. On suppose désormais ce cas exclu.

méthode
|| Il existe1 dans G un élément d’ordre 3.

1. L’usage du lemme de Cauchy (sujet suivant) résout automatiquement cette question.
2. ac 1 car c n’est pas a-1 = a, ac a car c n’est pas 1, ac / b car c / a'~1b = afe, etc.
3. Un groupe fini dans lequel x2 = 1 pour tout x a un cardinal qui est une puissance de 2 : voir le

sujet 27 du chapitre 4 de l’ouvrage Exercices d'algèbre et de probabilités MPSI dans la même collection.
4. Encore une fois, ab 1 car b a2, ab a car b 1, ab a2 car b a, etc.
5. Et ce n’est même pas nécessaire de le vérifier ! Ce qui importe est que cette table soit entièrement

calculable. Sachant que S3 est un groupe à 6 éléments non cyclique, il a forcément la même table.

Par l’absurde, si un tel élément n’existe pas, tous les éléments de G, sauf le neutre, 
sont d’ordre 2 : chaque élément est égal à son inverse et le groupe est commutatif car

xy = (xy)-1 = y~1x~1 = yx pour tous x,y 6 G.

Soit a et b deux éléments de G distincts et distincts de 1. Le produit ab est nécessairement 
distinct de 1, a et b. Introduisons encore un nouvel élément c distinct des précédents. 
On connaît alors 5 éléments dans G : 1, a, b, ab et c. Les produits ac et bc sont forcément 
distincts des éléments précédents 2 et sont donc égaux car G n’a que six éléments. On en 
déduit a = b ce qui est absurde 3.

Notons a un élément d’ordre 3 de G et b un élément n’appartenant pas au groupe 
engendré par a. Les deux éléments ab et a2b complètent4 alors le groupe G :

G = {1, a, a2, b, ab, a2b] .

méthode
On calcule b2 et ba en se rappelant que G ne comporte pas d’éléments d’ordre 6. 
On pourra ensuite déterminer la table d’opérations de G.

L’élément b2 est immédiatement différent de 6, ab et a2b. L’élément b2 est aussi différent 
de a car sinon b serait un élément d’ordre 6, situation que nous avons exclue. Le même 
argument assure que b2 est différent de a2. Il reste b2 = 1.

L’élément ba ne peut être ni 1, ni a, ni b, ni a2. Si ba = ab, les éléments a et b commutent 
et l’on vérifie que ab est d’ordre 6 ce qui est exclu. Il reste ba = a2b.

On peut alors former la table d’opérations de G qui est identique5 à celle du groupe 
symétrique <$3.

1 a a2 b ab a2b
1 a a2 b ab a2b
a a2 1 ab a2b b
a2 1 a a2b b ab
b a2b ab 1 a2 a

ab b a2b a 1 a2
a2b ab b a2 a 1

1
a 
a2
b 

ab 
a2 b

En résumé, à isomorphisme près, il existe deux groupes à 6 éléments : ce sont (Z/6Z, +) 
et (53,o).
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Exercice 29 *** (Lemme de Cauchy) |
Soit G un groupe fini noté multiplicativement. Soit p un nombre premier divisant le j 
cardinal n du groupe G. On ambitionne de montrer qu’il existe dans G au moins un j 
élément d’ordre p. On introduit pour cela l’ensemble |

— {(<7i,p2, • • -iOv) € Gp | gigz.. .gp = 1} |-i
et la relation d’équivalence sur E déterminée par

(^1,52, • • •,9p) (hi,h,2, • • •, hp) \..G Z, Vî € |[1 ;pj; hi = gi+k

où l’on adopte une notation circulaire : gp+i = gi, gp+2 = g2, etc. Plus précisément, 
on pose gt = g, pour i = j [p].

(a) Déterminer le cardinal de E.

(b) Montrer qu’une classe d’équivalence pour la relation H est de cardinal 1 ou p.
(c) En déduire l’existence d’un élément p / 1 vérifiant gp = 1.

Solution
Deux éléments de E sont en relation par si, et seulement si, ils se correspondent par 

permutation circulaire. Cette relation est évidemment réflexive, symétrique et transitive : 
c’est bien une relation d’équivalence.

(a) L’ensemble E est en bijection avec Gp-1 via l’application qui à (pi,... ,gp) asso
cie (pi,..., Pp-i). En effet, la condition P1P2 ... gp = 1 suffit à déterminer gp en fonction 
des éléments pi,... ,pp-i • PP = (pi • • • pP-i)-1. On en déduit

Card(E) = Card^-1) = np~\

(b) Etudions la classe d’équivalence de (pi,p2,..., pp) choisi dans E. Ses éléments sont 
les permutations circulaires (pfc+i,pfc+2,... ,pt+p) avec k G |[0;p — 1]| (pour les autres 
valeurs de k G Z, on obtient seulement des redites des éléments déjà listés).

méthode
Il On montre que si parmi les éléments ci-dessus, il y en a deux identiques alors
Il (Pi,P2, • • • ,gP) est de la forme (p,p,... ,p).

Supposons qu’il existe k,£ G [0 ;p — 1] avec k < f. tels que

(<7fc+i, <7fc+2, • • •, <7fc+P) = (P£+i, <7f+2, • • • >9e+p)-

On a donc gk+i = ge+i, d’abord pour tout i G [1 ;pj, puis pour tout i G Z car gi = pj 
dès que i = j [p]. En notant q = k — t G [1 ;p — 1], on a alors pi+g = pi pour tout i 
de Z, puis, par récurrence, pi+nq — gi pour tout n G N. L’entier p étant premier et q 
étant strictement inférieur à p, les entiers p et p sont premiers entre eux ce qui permet 
d’introduire n G N* tel que nq = 1 [p]. On obtient alors pi+i = pi pour tout i G Z.
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En résumé, soit les (t/k+i, gk+2, ■ ■ • > <7fc+p) pour k allant de 0 à p — 1 sont deux à deux 
distincts, auquel cas il y en a p, soit g± = p2 = • • • = 9p auquel cas la classe d’équivalence 
de (<7i, <72, • • • >Pp) se limite à un seul élément.

(c) méthode
Le cardinal d’un ensemble muni d’une relation d’équivalence est la somme des 
cardinaux de ses classes d’équivalence.

Notons a le nombre de classes de d’équivalence de cardinal 1 et b le nombre de classes 
d’équivalence de cardinal p. Les classes d’équivalence réalisant une partition de E, on a 
l’égalité

Card(jE) = axl+bxp.

L’entier p divisant le cardinal de E, il divise a. Or a est non nul car la classe d’équi
valence de (1,1,..., 1) e E est de cardinal 1. On en déduit a 2 et donc l’existence 
de (pi,g2, • • •,gP) ± (1,• • •, 1) tel que gr = g2 — • • • = gp et gig2 ...gp = l. Ceci suffit à 
prouver l’existence1 d’au moins un élément g € G tel que gp = 1 et g 7^ 1.

1. Plus précisément, il existe a éléments vérifiant gp — 1 et, en mettant le neutre à part, on peut
affirmer qu’il y aa - 1 = -1 [p] éléments d’ordre p dans G.

Exercice 30 *** (Description des sous-groupes Z2)
Dans ce sujet, on étudie les sous-groupes de (Z2,4-).

(a) Soit ei = (o?i, î/i) et e2 = (x2, y2) deux éléments de Z2. Montrer

xi 
yi

X2

2/2
= ±1.

Soit H un sous-groupe de Z2 non réduit au neutre. On note d le plus petit PGCD de x 
et y pour (a;, y) parcourant H\ {(0,0)} et l’on introduit (uo, vo) € Z2 et (a?o, yo) € H 
tels que d = -uq^o + voÿo-

(b) Soit (u, v) € Z2. Montrer qu’il existe au>v G Z tel que

— (ua. -f- vy | (a., j/) G ~

(c) Déterminer aU0)U0.
On introduit ei = (xi,yi) et e2 — (x2,y2) avec

xq yo .
X1 = ~d' yi== ~d* X2 = ~V° et 2,2 = U°‘

(d) Montrer que (61,62) = Z  et qu’il existe n € N tel que (dei,ne2) = H2
(e) Vérifier que d divise n.

1 ;

I

?
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Solution

méthode
Dans un groupe commutatif1 (a, b) = [akb£ | € Z}.

1. Voir sujet 2 p. 9.
2. Voir sujet 25 du chapitre 10 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSL

En notation additive (a, b) = [ka + £b \ k,£ E Z}.

(a) Le groupe Z2 est engendré par (1,0) et (0,1). Les éléments 61,62 engendrent Z2 
si, et seulement si, il existe a, b, c, d entiers tels que

f (1,0) = aei 4- be2
((0,1) = cei 4- de2.

Matriciellement, ce système s’écrit

(%i /a c\ _ /1 0\ 
yi V2j V d) ~ ^0 1J ‘

On conclut en rappelant qu’une matrice à coefficients entiers est inversible d’inverse à 
coefficients entiers si, et seulement si, son déterminant vaut2 ±1.

(b) méthode
|| Les ensembles de la forme aZ sont les sous-groupes de (Z, +) (Th. 4 p. 5).

HUfV est une partie de Z non vide et stable par différence : c’est un sous-groupe de 
(Z, +) et l’on peut donc l’écrire aU)VZ avec au,v E N.

(c) L’entier d appartient à HUo,Vo et est donc multiple de aUo,VQ- Inversement, on peut 
écrire aUQ,VQ = uqx 4- vçy avec (rr, y) E H, (x,y) non nul, et donc aUQtVo est multiple du 
PGCD de x et y qui est supérieur à d. On en déduit aU0)U0 = d.

(d) Les couples e± et e2 sont des éléments de Z  vérifiant la condition de la première 
question car

2

uoxo 4- voyo n
^l?/2 - -6’22/1 = -------J------  = 1.d

Les éléments ei et 62 constituent une partie génératrice de Z2. Tout élément (x,y) de Z2 
peut donc s’écrire aei 4- be2 avec a,b E Z. Après résolution, on obtient

a = y2X-x2y
\b = -y^x + x^y.

Si (æ,v) E H, a E Hy2-X2 = HUQiVo = dZ et b E H_yi,X1 = nZ en introduisant 
l’entier n = a_yi,X1. Le sous-groupe H est donc inclus dans le groupe engendré par dei 
et ne2.
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Inversement, de± appartient à H car on reconnaît (æo,Vo)- Pour conclure, il ne reste 
plus qu’à vérifier l’appartenance de ne2 à H.

Puisque nZ = on peut introduire (x,y) E H tel que

n = -yix + x^y.

Sachant aq?/2 — a^î/i = 1? il vient après quelques calculs

ne2 = (x,y)~ (y2x - x2y)(x1,y1).

Or y2x — x2y G Hy2^X2 = HUo,Vo = dZ et, en écrivant cet entier dé, on obtient

n.e2 = (x,y) - £(x0,y0) G H.

(e) méthode
On introduit d le PGCD de d et n et l’on détermine un élément (x, y) de H 
vérifiant x A y = <5.

Par une relation de Bézout, on écrit ô — ud + vn avec u, v G Z puis on considère

(a;, v) = u( dei ) + v(ne2 ) = (udxi + vnx2, udyi + vny2) G H.

Le couple (rr, y) n’est pas nul car les vecteurs ei et e2 sont linéairement indépendants et 
les coordonnées ud et vn ne sont pas toutes deux milles puisque <5^0.

Le PGCD de x et y divise

x(y2 - yi) + y(x1 -x2) = ud + vn = ô.
xiy2-x2yi=l

Or ô divise aussi d qui est le plus petit PGCD des éléments (x, y) non nuis de H. On en 
déduit x /\y = ô = d et, en particulier, d = ô divise n.



CHAPITRE 2

Anneaux

K désigne R ou C.

2.1 Structure d’anneau

2.1.1 Anneau
Définition

On appelle anneau tout triplet (A, 4-, x) formé d’un ensemble A et de deux lois de 
composition internes + et x sur A vérifiant :

1) (A, +) est un groupe abélien de neutre noté 0 (ou Oa) ;
2) x est associative et possède un neutre dans A noté 1 (ou 1a) ;
3) x est distributive sur 4-.

Si de plus, la loi x est commutative, on dit que l’anneau est commutatif.
(Z, 4-, x), (R,4-, x), (C, 4-, x) et (K[X],4-, x) sont des anneaux commutatifs.

L’ensemble J?(X, K) des fonctions numériques définies au départ d’une partie X est un 
anneau commutatif pour les opérations usuelles sur les fonctions numériques.

(A4n(K), 4-, x) est un anneau. Il n’est pas commutatif dès que n 2.

Si E désigne un K-espace vectoriel, (£(£?), 4-, o) est un anneau. Il n’est pas commutatif 
dès que dim E 2.

Rappelons que l’ensemble Ax des éléments inversibles d’un anneau A est un groupe 
multiplicatif.
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2.1.2 Anneau produit
Soit (Ai, 4-, x),..., (An, 4-, x) des anneaux et A = Ai x • • • x An. On définit des lois 4- 
et x sur A en posant (avec des notations entendues)

(x-l,. .. ,xn) 4- (2/1,... ,yn) =f (xi +2/1,... ,xn + î/n),

(æi > • • •, æn) x (i/i,..., yn) — (æi x i/i,..., xn x y h) •
__ .    ..... - ■ - - ■ -- - .. .  - ■■ ■ ..... -------- ———_ —— _ - — '

Théorème 1
L’ensemble A muni des lois 4- et x définies ci-dessus est un anneau de neutres

Qa = (OAi > • • • y 0a„) et 1a = (1Ai, • • • y 1-An)’
V ■ ■ ______ ____________________ J

Un élément (ai,..., an) de A est inversible si, et seulement si, les ai,..., an le sont tous 
et alors (ai,...,an)-1 = (af \... ,a“1).

1. On vérifie l’appartenance de lx et non seulement B / 0 : 2Z est non vide, stable par différence et 
produit mais n’est pas un sous-anneau de Z.

2. Les lois + et x sur B sont les lois induites sur la partie B par les lois sur A.

2.1.3 Sous-anneaux
Définition

Il On appelle sous-anneau de (A, 4-, x) toute partie B de A contenant1 lx et stable 
|| par différence et produit : x — y E B et xy E B pour tous x et y dans B.

----------------------------------------------------- ■ .---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------—---------------------------------------------------------------------------------—------------------- >

Théorème 2
Si B est un sous-anneau d’un anneau (A, 4-, x) alors (B, 4-, x) est un anneau2 de 
mêmes neutres que A.

2.1.4 Corps
Définition

On appelle corps tout anneau commutatif (K, 4-, x) non réduit à {Ok} et dont tous 
les éléments, sauf le nul, sont inversibles.

(Q, 4-, x), (R, 4-, x), (C, 4-, x) et (K(X), 4-, x) sont des corps.
Définition

On appelle sous-corps d’un corps (K, 4-, x) tout sous-anneau L de K contenant les 
inverses de ses éléments non nuis :

Vx E L, x => x 1 E L.

Théorème 3
Si £ est un souS-corps d’un corps (if,4-, x) alors (B, 4-, x) est un corps.

L ■ ... , ...... .
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2.1.5 Morphismes d’anneaux
Soit (A, +, x) et (A7, -F, x) deux anneaux.
Définition

On appelle morphisme de l’anneau A vers l’anneau A' toute application ç? : A —> A' 
vérifiant ç?(1a) = 1a' et, pour tous x et y de A,

<p(x + y) = (p(x) + ip(y) et <p(xy) = v(x)(p(y).

Un morphisme d’anneaux est en particulier un morphisme de groupes additifs ce qui 
permet d’affirmer les propriétés calculatoires

^(0a)=0a', x) = — ç>(x) et <p(nx) = rup(x) pour tous x G A et n G Z.

On a aussi <p(xp) = <p{x)p pour tout x G A et tout p G N, et

x inversible => ^p(x) inversible et

En tant que morphisme de groupes additifs, on peut introduire l’image et le noyau d’un 
morphisme d’anneaux. L’image est un sous-anneau de l’anneau d’arrivée mais le noyau 
n’est généralement pas un sous-anneau de l’anneau de départ : c’est un idéal1.

1. Voir sujet 5 p. 44.
2. Ce vocabulaire ne doit pas être confondu avec celui de l’arithmétique.

Définition
|| Un isomorphisme d’anneaux est un morphisme d’anneaux bijectif.

La composée de deux isomorphismes est un isomorphisme. Il en est de même pour la 
bijection réciproque d’un isomorphisme.
Lorsqu’il existe un isomorphisme entre deux anneaux, ceux-ci sont dits isomorphes : ils 
sont parfaitement identiques d’un point de vue calculatoire.

2.1.6 Intégrité
Dans un anneau (A, +, x), un produit est nul dès qu’un facteur est nul :

V(a, 6) G A2, (a = Oa ou 6 = Oa) => ab = 0a-

La réciproque peut cependant être fausse : le produit de deux matrices carrées non milles 
peut être nul !
Définition

|| On dit qu’un élément non nul de l’anneau A est diviseur2 de zéro s’il existe un élément 
|| non nul b de A vérifiant ab = 0 a ou ba = 0 a-

Si l’on peut écrire ab = 0 a avec a et b non nuis, a et b sont des diviseurs de zéro. On ne 
considère pas que 0 a soit un diviseur de zéro.

Les éléments inversibles d’un anneau ne sont jamais diviseurs de zéro.
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Définition
On dit qu’un anneau (A, +, x ) est intègre s’il n’est pas réduit à {0,4} et s’il ne possède 
pas de diviseurs de zéros.

(Z, +, x) et (K[X], + , x) sont des anneaux intègres.
Les corps sont aussi des anneaux intègres.

Théorème 4
Dans un anneau intègre (A, +, x), on dispose de l’implication d’intégrité

V(a,b)eA2, ab = Oa ==> (a = Oa ou & = Oa) • l ■---________-- -—............—..... .... . . ■■ ... . .. ..  - _______,
Dans un anneau intègre, les éléments non nuis sont réguliers : pour tous a, b, c G A

(ab = ac et a Ox) => b = c,
(ba = ca et aÿé Oyi) => b = c.

2.2 Idéal d’un anneau commutatif

Soit (A,+, x) un anneau commutatif.

2.2.1 Idéal
Définition

On appelle idéal de l’anneau (A,+, x) toute partie I de A non vide, stable par 
addition et vérifiant la propriété d’absorption :

Va G A, Va? G I, ax G I.
Les idéaux sont en particulier des sous-groupes additifs.
{0,4} et A sont des idéaux de (A, +, x), ce sont ses idéaux triviaux.

Théorème 5
Si I et J sont deux idéaux de (A, +, x) alors
a) If} J est un idéal inclus dans I et J et contenant tout idéal inclus dans I et J.
b) I -H J =f {x + y | x G I, y G J} est un idéal contenant I et J et inclus dans tout 

idéal contenant I et J.

2.2.2 Idéal engendré par un élément
Définition

On appelle idéal engendré par un élément x de A l’ensemble 

xA =f (xu | u G A}.
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Lorsqu’un idéal peut être décrit comme engendré par un élément, on dit qu’il est principal.

Théorème 6
rrA est un idéal contenant l’élément x et inclus dans tout idéal contenant x.

2.2.3 Idéaux de Z et de K[X]

Théorème 7
Les idéaux de (Z, +, x) sont les nZ avec n G N.
Les idéaux de (Kf-Xj, +, x) sont les PK[X] avec P êK[X].

Autrement dit, les idéaux de Z sont principaux. On dit que encore que l’anneau Z est 
principal. L’anneau K[X] est aussi principal1.

1. Les deux anneaux Z et K[X] ont des propriétés communes du fait de l’existence d’une division 
euclidienne sur ceux-ci.

2.2.4 Divisibilité
Soit (A, +, x) un anneau intègre et commutatif.
Définition

Soit a et b deux éléments de A. On dit que a divise b s’il existe u G A tel que b = au. 
On note alors a | b et l’on dit que a est un diviseur de b ou encore que b est un 
multiple de a.

1a divise a et a divise a. Tout élément de A divise Oa mais Oa ne divise que lui-même.

Signifier que b est un multiple de a s’écrit encore b G aA. Une divisibilité peut alors 
s’interpréter en terme d’inclusion d’idéaux :

a | b <=> bA c aA.

2.2.5 PGCD, PPCM et idéaux
Soit a et b deux entiers. Par opérations sur les idéaux, aZ + bZ et aZ D bZ déterminent 
deux idéaux de Z. Ceux-ci peuvent s’écrire dZ et mZ avec d et m naturels.

Théorème 8
Soit a, b G Z. Les entiers naturels d et m tels que . <

aZ + bZ = dZ et aZ Cl bZ = mZ

sont respectivement les PGCD et PPCM de a et b.

On dispose de la même interprétation dans le cadre des polynômes :
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Théorème 9
Soit P, Q G K[X]. Des polynômes D et M de K[X] tels que

P K[X] + Q K[X] = D K[X] et P K[X] 0 Q K[X] = M K[X]

sont respectivement des1 PGCD et PPCM de P et Q.
l. ___ ______ ____ ___ y

2.3 L’anneau Z/nZ

Soit n, m G N*.

2.3.1 Présentation
Z"— '  ' ......... ' 11 ........... ....— ■ ■■■ Il ■■■■■ -      ..... , ■■ >

Théorème 10
+, x) est un anneau commutatif à n éléments.

Les éléments inversibles de Z/nZ sont les m pour m entier premier avec n.

En particulier, (Z/nZ, 4-, x) est un corps si, et seulement si, n est un nombre premier.

2.3.2 Théorème des restes chinois
Pour k G Z, on peut considérer les classes de k modulo mn, modulo m et module n. On 
notera distinctement celles-ci : k, k et k.

Théorème 11 (Théorème des restes chinois)
Si m et n sont deux entiers premiers entre eux, les anneaux Z/mnZ et ’LlmL x Z/nZ 
sont isomorphes par l’application k M- (fc, fc).

Si l’on dispose de la relation de Bézout mu + nv = 1, l’isomorphisme réciproque est 
l’application

(à, 6) anv + bmu.

2.3.3 Fonction indicatrice d’Euler
Définition

On appelle fonction indicatrice d’Euler l’application ç>: N* —> N* définie par

<p(n) = Card({& G [1 ;n] | k /\ n = 1}).

ç>(n) représente le nombre de générateurs du groupe (Z/nZ,+) ou, ce sont les mêmes 
éléments, le nombre d’éléments inversibles de l’anneau (Z/nZ, +, x).

1. Tout polynôme associé à un PGCD de P et Q est encore un PGCD de P et Q et inversement. 
Lorsque P et Q ne sont pas tous deux nuis, on peut parler du PGCD de P et Q en privilégiant parmi les 
polynômes associés celui de coefficient dominant égal à 1. On a une remarque analogue pour le PPCM.
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Si p est un nombre premier et a G N*, on a p{jpa} — pa — pa~x.
Si m,n G N* sont premiers entre eux, on établit la formule <p(mn) — <p(m)<p(n) à l’aide 
du théorème chinois. On en déduit le résultat suivant :

Théorème 12
Si la décomposition en facteurs premiers de n 2 s’écrit n = p“1 ... p“r alors

Il suffit donc de déterminer les facteurs premiers de n pour savoir calculer <p(n).

Théorème 13 (Théorème d’Euler)
Soit a € Z et n G N*.

a A n =■ 1 = 1 [n].

Si p est un nombre premier, <p(p) = p — 1 et l’on retrouve le petit théorème de Fermât :

a £ 0 [p] => ap 1 = 1 [p].

2.4 Exercices d’apprentissage

2.4.1 Généralités sur les anneaux et les corps

Exercice 1
L’ensemble des nombres décimaux est

il G Z, k € N > .

(a) Montrer çpè fi* est, w’ * x )
(b) ses

Solution

(a) méthode
|| On vérifie que D contient 1 et est stable par différence et produit.

ID est évidemment une partie de Q contenant 1 car on peut écrire 1 = 1/10°. Soit x 
et y deux éléments de D. On écrit x = n/10& et y = m/10€ avec n, m G Z et k,£ G N et 
alors

Ainsi, D est un sous-anneau de (Q, +, x).
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(b) méthode
Il Les éléments non nuis de D sont assurément inversibles dans Q : on recherche 
|| ici ceux dont l’inverse est aussi dans D.

Un élément x G D est inversible dans l’anneau E> si, et seulement si, il existe y G D 
vérifiant xy = 1. En écrivant x = n/10fe et y = m/10£ avec n, m g Z et k, G N,

xy = 1 <=> mn — 10fc+£
=> n | 10*+£.

Si x est inversible dans D, les seuls facteurs premiers possibles de n sont 2 et 5. Au signe 
près, l’entier n s’exprime comme un produit de puissances de 2 et de 5. Le nombre x 
s’écrit alors ±2P59 avec p, q G Z. La réciproque est immédiate et, finalement,

Dx = {±2P59 | G Z}.

Exercice 2
Soit a G N tel que y/cx Q, on note

Q[x/â] = {a 4- by/a | a, b G Q}.

Montrer que Q[\/cï] es^ 1111 corps pour les opérations usuelles.

Solution

méthode
|| On vérifie que Q[Vâ] est un sous-corps de (R, +, x).

Q[x/cî] est une partie de R contenant 1 car on peut écrire 1 = 1 + Qy/ct. Soit x et 
y deux éléments arbitraires de Q[\/ô]- On écrit x = a + by/ct et y = a' + b'y/a. avec 
a, ô, a', b' G Q et alors

x — y = (a — a') + (6 — b')y/a e Q[Va] et xy = (aa' + bb'ct) + (ab' + a'tyy/â G Q[a/o] . 
eQ eQ eQ ' ' eQ '

Ainsi, Q[Va] est un sous-anneau de (R, +, x).
De plus, si x V on peut multiplier numérateur et dénominateur par la quantité 

conjuguée1 a — by/ct et l’on obtient

1_ 1 _ a —by/ct _ a b /~ oF /~1
x a + by/ct a2 — ctb2 a2 — ab2^ a2 — ctb/

eQ eQ

Finalement, Q[Vâ] est un sous-corps de (R, +, x) et c’est donc un corps2 pour les 
opérations usuelles.

1. Celle-ci est non nulle car y/ôt est nombre irrationnel.
2. Lorsque y/a E Q, on remarque = Q et la conclusion reste vraie.
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Exercice 3
Soit a un élément inversible d’un anneau A. Vérifier que l’application f: x •-> aæa-1 
est un isomorphisme de l’anneau A vers lui-même1. I

1. On peut parler d’automorphisme de Panneau A.

Solution
L’application f est bien définie au départ de A et à valeurs dans A.

méthode
On vérifie que f transforme la somme en la somme, le produit en le produit 
mais aussi le 1a en le 1a-

On a immédiatement /(1a) = uIa^-1 = 1a- Soit x,y E A. Par distributivité

f(x + y) = a(x + 2/)a-1 — (ax + ay)a~1 = axa'1 + aya'1 — f(x) 4- f(y).

Aussi, en écrivant « astucieusement » 1a = a'1 a, on obtient par associativité,

f(xy) — axya'1 = ax^a'^ya'1 = (axa'1) (aya'1) = f(x)f(y).

L’application / est donc un morphisme de l’anneau A. Etudions sa bijectivité. Soit y E A.
On résout l’équation /(æ) = y d’inconnue x E A :

f(x) = y <=> axa'1 = y
<=> xa'1 = a'1 y en multipliant à gauche par a'1
<=> x = a'1 y a en multipliant à droite par a.

L’application / est donc bijective d’application réciproque y t-> a'1 y a.
Finalement, / est un isomorphisme de l’anneau A vers lui-même.

Exercice 4
Dans un anneau A, on étudié l’équation x2 = 1a d’inconnue it ë A :

(a) On suppose l’anneau A intègre. Résoudre l’équation intwd^te. ; - ; „
(b) Observer que l’équation peut posséder d’autres solutions que les ^Mçé&ènféS 

lorsque l’anneau A est l’un des anneaux non intègres suivants :Ê ‘, Z/82Tèt2

Solution
(a) méthode

Dans un anneau intègre, on peut résoudre une équation en factorisant une 
égalité à Oa-

Soit x E A.

x2 = 1a <=> x2 -1A = Oa

<=> (x - 1a)(z + 1a) = Oa-
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Dans un anneau intègre, un produit est nul si, et seulement si, l’un des facteurs est nul :

x2 = 1a •<=> (x - 1a = Oa ou x + 1a = Oa).

1. Ces solutions peuvent exceptionnellement être confondues : c’est le cas lorsque A = TL)TL.
2. Voir sujet 10 du chapitre 9 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI.
3. Le programme limite la notion d’idéal aux anneaux commutatifs.

L’équation étudiée possède donc deux1 solutions 1a et —1a-

(b) Dans Z2, l’équation x2 = 1a se relit (k,£)2 = (1,1) avec x — E Z2. Celle-ci 
possède 4 solutions : 1^2 = (1,1), — 1Z2 = (—1, —1) mais aussi (1, —1) et (—1,1).

Dans Z/8Z, on peut calculer les carrés des 8 éléments 0,1,...,7. Les solutions de 
l’équation x2 = 1 sont 1, 3, 5 et 7 = — 1.

Dans (IRQ, les solutions de l’équation M2 = I2 sont les matrices de symétrie. Hormis 
les matrices I2 et —12, ce sont les matrices2

a
c avec a2 + bc = 1.

2.4.2 Idéaux

Exercice 5 g
Vérifier que le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal. I

Solution
Soit A et A' deux anneaux avec A commutatif3 et f : A —> A' un morphisme d’anneaux.

On étudie l’ensemble I = Ker(/) des solutions de l’équation f(x) — 0 a'.

méthode
On vérifie que I est une partie non vide stable par addition et qu’elle satisfait 
la propriété d’absorption : ax E I pour tout a E A et tout x El.

L’ensemble I est une partie non vide de A car f (0a) = 0az- Soit x et y deux éléments 
de I. Par morphisme on a f(x + y) — f(x) + f(y} — 0a' et donc x + y E I. Soit de plus a 
un élément de A. Par morphisme on a aussi f(ax) = f(a)f(x) = 0az car f(x) est nul. 
On en déduit que ax est effectivement élément de I.

Finalement, I est un idéal de A.

Exercice 6
Soit A un anneau commutatif.

(a) Que dire d’un idéal de A qui contient le neutre 1a ?
(b) Quels sont les idéaux d’un corps K ?
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Solution
(a) méthode

|| Par la propriété d’absorption, un idéal I qui contient 1a doit contenir A.

Soit I un idéal de A contenant l’élément 1a- Pour tout a G A, on peut écrire a — al a 
et donc a G I car c’est le produit d’un élément de A par un élément de l’idéal I. Par 
double inclusion, on conclut A = I.

(b) Soit I un idéal d’un corps K. Si I {0#-} alors I contient un élément x non 
nul. Dans le corps K celui-ci est inversible ce qui permet d’introduire x~r. La propriété 
d’absorption de l’idéal donne ax G I pour tout a E K. En particulier, pour a = x-1, on 
obtient 1k G I et donc I = K. En résumé, en dehors de {0k}, le seul idéal d’un corps 
est lui-même.

2.4.3 Équations et systèmes en congruence

t (Équations modulakos);
Résoudre les équations suivantes d’inconnue x G Z

(a) 6x 4- 2 = 0 [11] (b) 6x 4- 2 s 0 [10] (e). 6x 4-2 = 0 [9].
...     i       iii ' i i nii 1111111111/ 4 hÉiil/ii» 11?' ; ~~ âimt     mur

Solution
(a) méthode

|| Une équation modulo n a une expression équivalente dans Z/nZ.

On considère les classes d’équivalence dans Z/11Z

6x4-2 = 0 [11] <=> 6x4-2 = 0
<=> 6x = 9 en ajoutant —2 = 9 de part et d’autre.

Puisque 6 est premier avec 11, 6 est inversible dans Z/HZ (Th. 10 p. 40) et son inverse 
est1 2.

1. Cet inverse peut être déterminé en testant différentes valeurs ou en rappelant que, si m est premier 
avec n, l’inverse de m modulo n est le facteur u d’une relation de Bézout mu 4- nv — 1.

2. En congruence modulo 11, il n’y avait que 11 valeurs à tester pour trouver les solutions, on aurait 
pu les étudier toutes... En congruence supérieure, la démarche présentée ici devient efficace.

6x 4- 2 = 0 [11] <=> x = 2 x 9
<=> x = 7 car 18 s 7 [11]

Les solutions de l’équation étudiée sont donc2 les 7 4- HZc avec k G Z.

(b) méthode
La démarche précédente ne peut être immédiatement reprise car 6 n’est pas 
inversible dans Z/10Z : on réduit l’équation en simplifiant par 2.
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On a
6x 4- 2 = 0 [10] <=> Sx 4- 1 = 0 [5].

On considère les classes d’équivalence dans Z/5Z. 3 est inversible d’inverse 2.

Sx 4- 1 = 0 [5] <=> Sx + ï = Ô
<=> 3z = 4
-<=>■ x = 3 car 2 x 4 = 8 = 3 [5].

Les solutions de l’équation sont les 3 + 5fc avec k G Z.

(c) méthode
Encore une fois 6 n’est pas inversible dans Z/9Z. Cependant, ici aucune ré
duction n’est possible.

3 divise 6x et divise 9 mais ne divise pas 2 : il ne peut pas y avoir de solutions à 
l’équation étudiée.

Exercice 8 (Systèmes chinois)
Résoudre les systèmes suivants d’inconnue x G Z.

9x = 3 [21] 
5æ = 2 [8](a)

x = 2 [5[ 
x = 3 [9 (b)

9;
7
5

x = 7
x = 6
x — S

Solution
méthode

Lorsque les entiers m et n sont premiers entre eux, on peut écrire une relation 
de Bézout mu 4- nv = 1 avec u, v G Z. Les entiers y = nu et z — mu sont alors 
solutions des systèmes

y = 1 [rn] 
y = 9 [n] et z = 0 [m] 

z = 1 [n].
(a) Les entiers 5 et 9 sont premiers entre eux et l’on peut écrire -7x54-4x9 = 1. 

entier
r = 2x4x9+3x (—7) x 5 = -33

nv
est alors solution du système et donc

{x = 2 [5] __ I x =
x = 3 [9] ' [a: =

Par le théorème des restes chinois (Th. 11 p. 40).

fx = -33 [5
1 x = —33 [9

mu

-33
-33

'5
9

x = -33 [45]

x = 12 [45],

Finalement, les solutions du système sont donc les 12 4- 45fc avec k G Z.
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(b) méthode
|| On résout les deux équations du système avant d’exploiter le théorème chinois.

9 x = 3
5a: = 2

(3x = 1 [7 
(5a; = 2 8 
'a; = 5 [7 

[ x = 2 [8 X. L J
<+=> X = 5 x 8 + 2 x (-7) [56] car -7 + 8=1.

Les solutions du système sont les 26 + 56A: avec k € Z.

(c) On utilise deux fois le théorème chinois :

x = 7
x = 6
x = 3

9;
7
5

l'a; = 7
[a = 13

9]
35]

<=+ x = 223 [315].

2.5 Exercices d'entraînement

2.5.1 Anneaux et corps

Exercice 9 *
Soit (A, +, x)

(a) Soit a E .

(b) En dédui

un anneau intègre de cardinal fini.
A non nul; Montrer quea; 1-+ ax déficit une permutation de A. 
re que tout. éîém^i.tTWH;nul d4-(As +,X;)..esjLinversible.

Solution

(a) Notons f : A —> A l’application déterminée par /(a;) = ax.

méthode
|| On établit la bijectivité de f par injectivité et un argument de cardinalité.

Soit x et y deux éléments de A. Supposons /(a;) = c’est-à-dire ax = ay. Par 
différence et factorisation, a(x — y) = 0^. Or l’anneau A est intègre et a est non nul, on 
a donc x — y = O4 (Th. 4 p. 38) et par conséquent1 x = y. L’application f est donc une 
injection de A dans A. Cependant, l’ensemble A est fini et l’injection f est nécessairement 
bijective.

1. On retient que dans un anneau intègre ax = ay => x = y dès que a est non nul : on dit que les 
éléments non nuis d’un anneau intègre sont réguliers.
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(b) Soit a E A différent de Oa- Par la surjectivité de l’application /, on peut introduire 
un élément b € A tel que ab = 1a- H reste à vérifier1 ba = 1a pour pouvoir conclure 
que a est inversible (et que b est son inverse).

1. Si l’anneau est commutatif, on peut immédiatement conclure et même affirmer que A est un corps.

méthode
|| On compare f(ba) et /(1a)-

Par associativité, f(ba) = a(ba) = (ab)a = a et donc f(ba) = /(1a). Par l’injectivité 
de /, on en déduit l’égalité ba = 1a- On peut alors conclure que a est inversible.
r -- ------------------ ----------—>

Exercice 10 ** (Description des sous-anneaux de Z2)
Pour d G N, on note Ad = {(a;, y) G Z2 | d divise y — a:}.

(a) Montrer que Ad est un sous-anneau (Z ,4-, x).2
Inversement, soit A un sous-anneau de (Z2, +, x).

(b) Montrer qu’il existe d G N tel que {x G Z | (a:, 0) G A} = dZ.
(c) En déduire que A = Ad-

Solution
(a) Ad est un partie de Z  contenant l’élément 1^2 = (1,1) car d divise 0. Soit (x, y) 

et (a/, y') deux éléments de Ad- L’entier d divise y — x et y' — x' et l’on peut affirmer
2

(a:, y) - (x', y') = {x - x', y - y') G Ad et (x,y)(x',y') = (xx',yy') G Ad-

En effet, d’une part, d divise

(.y ~ y') ~ (x — x') = (y-x)~ (^' - a/)

et, d’autre part, d divise

(yy' - xx') = (y- x)y' -I- x(yf - x').

Ainsi, Ad est stable par différence et produit : c’est un sous-anneau de Z2.

(b) méthode
|| On vérifie que H = {a; G Z | (x, 0) G A} est un sous-groupe de (Z, +).

H est une partie non vide de Z. En effet, 0 G H car (0,0) = 0g2 G A. Au surplus, 
pour tous x et y G H, on a {x — yy 0) = (a;, 0) — (t/, 0) G A par différence d’éléments du 
sous-anneau A. On en déduit x — y G H et l’on peut affirmer que H est un sous-groupe 
de (Z, +). Il existe donc d G N tel que H = dZ (Th. 4 p. 5).

(c) méthode
|| Le sous-anneau A contient 1^2 et donc le sous-groupe additif qu’il engendre.
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On raisonne par double inclusion.
Soit (x,y) G A, on a (z -y,0) = (x,y) - (y,y) avec (y, y) = 2/(1,1) G ((1,1)) C A. 

Par différence de deux éléments de A, (x — y, 0) appartient à A et donc x — y G H = d%. 
Ainsi, d divise x — y et aussi y — x. On en déduit une première inclusion A c Aj.

Inversement, soit (x, y) G Ad- L’entier d divise y — x et donc x — y est élément de dZ, 
ce qui donne (x — y, 0) G A. On en déduit (x, y) = (x — y, 0) + 2/(1, 1) G A par opérations 
dans A. On a donc l’inclusion réciproque Ad G A et l’on peut conclure à l’égalité A = Ad-

Exercice 11 ** (L’anneau des entiers de Gauss)
On note

Z[i] = {a + ib | (a,b) G Z2}.

(a) Montrer que Z [i] est un anneau commutatif pour l’addition et la multiplication' 
des nombres complexes.

(b) Déterminer les éléments inversibles de l’anneau Z [i].

(c) Soit u et v deux éléments de Z [i] avec v/Q. Montrer qu’il existe un couple (ç, r) . 
d’éléments de Z[i] tel que u = qv 4- r et |.r| < |,v|.

(d) Vérifier que les idéaux de Z[i] sont de la forme vZ[i] avec v G Z[i].

Solution
(a) méthode

|| On vérifie que Z[i] est un sous-anneau de l’anneau (C,+, x).

Z [i] est une partie C contenant 1 puisque l’on peut écrire 1 = 1 + Oi. Soit x, y G Z [i]. 
On écrit x = a + ib et y = c + id avec a,b,c,d G Z et alors

x — y = (a — c) + i(b — d) G Z [i] et xy = (ac — bd) + i(ad + bc) G Z [i].
gz gz gz gz

Ainsi, Z[i] est un sous-anneau de (C, 4-, x) donc un anneau pour les lois induites.

(b) Analyse : Soit x G Z [i] un élément inversible d’inverse y G Z [i]. On écrit comme 
au-dessus x = a 4- ib et y = c 4- id et l’on étudie l’égalité xy = 1.

méthode
|| On obtient une relation remarquablement simple en considérant le module.

En calculant le carré du module, on obtient l’identité (a2 4- b2) (c2 4- d2) = 1. Les 
nombres a, b, c, d sont entiers et la seule façon d’écrire 1 comme le produit de deux 
naturels est 1 = 1x1. On peut alors affirmer a2 4- b2 = 1 et donc

(a, b) = (1,0), (-1,0), (0,1) ou (0,-1).

L’élément x est alors 1, — 1, i ou —i.
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Synthèse : Les éléments listés ci-dessus sont effectivement inversibles dans Z [i]. 

z[i]x = {1,-1, i,-i} = U4-

(c) méthode
|| On introduit q élément de Z [i] proche du complexe u/v.

Le quotient u/v détermine un complexe x + iy avec x et y réels. Considérons alors a 
et b des entiers au plus proche1 de x et y et posons q = a + ib G Z [i]. On a |æ — a| | 
et |p — b| | donc

1. Pour n E Z, si x E [n ; n + l/2[, on choisit a = n et si x E ]n 4- 1/2 ; n + 1[, on choisit a = n + 1. 
Dans le cas restant x = n 4- 1/2, on prend l’une ou l’autre des deux valeurs précédentes. Dans tous les 
cas, a = [x 4- 1/2J convient. On procède de même pour y.

2. L’ensemble des |u|2 pour u parcourant I \ {0} est une partie non vide de N : elle possède une valeur 
minimale et v est un élément réalisant celle-ci.

u
--q v = \/(x- a)2 + (y- b)2

En posant r = u — qv, on a q,r G Z[i] et |r| j |v| < |u|.

(d) Pour chaque v G Z [i , l’ensemble vZ [i] est un idéal, plus précisément, c’est l’idéal 
engendré par v (Th. 6 p. 39).

Inversement, soit I un idéal de Z[i]. Si I est réduit à {0}, on peut écrire I — vZ[i] 
avec v = 0. Sinon, il existe 2 dans I un élément v de module minimal parmi les éléments 
non nuis de I :

v G I et Vu G I, u 0 => |u| > |u|. (*)
Vérifions alors par double inclusion I = vZ [i].

Puisque u est élément de l’idéal I, on sait déjà l’inclusion uZ[i] C I. Inversement, soit u 
un élément de I. On peut écrire u = qv + r avec g, r G Z[i] et |r| < |v|. Par opérations 
dans l’idéal I,r = u — qv est élément de I. Puisque |r| < |v|, la propriété (*) assure que r 
est nul. On a donc u — qv G uZ[i] ce qui produit la deuxième inclusion et permet de 
conclure à l’égalité.

Exercice 12 ***
On se propose d’établir une correspondance bijective entre l’ensemble des sous- 
anneaux de l’anneau (Q,+, x) et l’ensemble p(P) des parties de l’ensemble P des 
nombres premiers. Pour A un sous-anneau de (Q, +, x), on note

Pa — <p S P

(a) Soit A et B deux sous-anneaux de (Q, +, x). Établir

Pa = Pb ==> A = B.

(b) Soit Pc?. Déterminer un sous-anneau A de (Q, +, x) vérifiant P a = P-
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Solution

(a) Supposons Pa = Pb- Commençons par noter que les anneaux A et B contiennent 
chacun Z = (1) car il s’agit de sous-groupes additifs contenant 1.

Soit x G A de représentant irréductible a/b.

méthode
|| On montre que 1/6, puis 1/p avec p facteur premier de 6, appartiennent à A.

Puisque a et b sont premiers entre eux, il existe u, v Ç. Z tels que au + bv = 1. Par 
opérations dans le sous-anneau A

1 au + bv a . a .
- —---- ----- = u x - 4- v G A car u, v, - G A.b b b b

Soit p un diviseur premier de b. On peut écrire b = pk avec & G N* et alors

1 , 1- = k x - G A. 
p b

Par suite, les diviseurs premiers de b sont tous éléments de Pa- Or Pa = Pb et les inverses 
des diviseurs premiers de b sont aussi éléments de B. Puisque B est stable par produit, 
l’élément 1/6 appartient à B et, finalement, x = a x | aussi.

Ainsi, A est inclus dans B. Par un raisonnement symétrique, on obtient l’inclusion 
réciproque donc l’égalité.

(b) Considérons

les diviseurs premiers de b sont éléments de P >.

L’ensemble A est une partie de <Q contenant 1.
Soit x et y deux éléments de A que l’on écrit a/b et c/d. On a

ad — bc acx-y= et xy = —
bd bd

avec bd dont les diviseurs premiers divisent b ou d et sont donc éléments de P. Ceci 
montre que A est stable par différence et produit et c’est donc un sous-anneau de Q. 
De plus, l’inverse d’un nombre premier p est élément de A si, et seulement si, p G P. 
Autrement dit, Pa = P.

Finalement, l’application qui à un anneau A associe 7^4 est une bijection entre l’en
semble des sous-anneaux de (Q, +, x) et l’ensemble des parties de l’ensemble des nombres 
premiers.
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2.5.2 Idéaux

Exercice 13 * (Description des idéaux de Z2) |
Soit I un idéal de l’anneau produit (Z2, +, x). On introduit [

Il = {xGZ| (x,0) GZ} et I2 = {y E%\(0,y) e l}. |

(a) Montrer que Zi et I2 sont des idéaux de (Z, +, x). I
(b) Établir I = x I2. |

(c) Conclure que les idéaux de l’anneau (Z2,4-, x) sont de la forme xZ2 avec a; € Z2. I

Solution
(a) Zi est une partie non vide de Z car 0 en est élément puisque (0,0) = 0^2 appartient 

à I. Soit x et x' G Zi- On a x 4- x' G I± car (x 4- x', 0) = (x, 0) 4- (x', 0) G I par addition 
de deux éléments de I. Soit de plus a G Z. On a ax G Ii car (ax, 0) = (a, 0) x (x, 0) G Z- 
par la propriété d’absorption de l’idéal I. Ainsi, Ii est un idéal de Z. De façon analogue 
on établit que I2 est aussi est un idéal de Z.

(b) Raisonnons par double inclusion.
Soit (x, y) G Ii x I2. On a (x, 0) G Z et (0, y) G I donc (x, y) = (x, 0) 4- (0, y) G I. Ainsi, 

on obtient une première inclusion Ii x I2 C I.
Inversement, soit (x,y) G I. Par absorption, (x, 0) = (1,0) x (x,y) G I donc x G Zi- De 

même y G I2 et donc (x,i/) G Zi x Z2. Ainsi, Z C I\ x I2 puis Z = Zi x I2.

(c) méthode
|| Les idéaux de (Z, 4-, x) sont de la forme nZ avec n G N (Th. 7 p. 39).

On peut introduire a et & naturels tels que Zi = aZ et I2 = b%. L’idéal Z apparaît alors 
comme étant celui engendré par x = Ça, b) :

I = aZ x 6Z = {(afc,b£) | (M) G Z2} = xZ2.

Exercice 14 **
Un idéal d’un anneau (A, 4-, x) est dit principal lorsqu’il est dé la forme xA pour un 
certain x G A. Montrer que les idéaux de tous les sous-anneaux de Q sont principaux. 

WBf 1WMMWWMMWW   ,llll,IHm.lMBB»llllllJl     II Il III IIIII.IIIUM  I .

Solution
Soit Z un idéal d’un sous-anneau A de (Q, 4-, x).

méthode
|| On détermine x tel que Z = xA en étudiant Z A Z.

Par intersection de sous-groupes, Z A Z est un sous-groupe de (Z, 4-), il est donc de la 
forme xZ pour un certain x G N (Th. 4 p. 5). Vérifions alors que Z est l’idéal engendré 
par x. Puisque x G Z, on sait déjà xA C Z (Th. 6 p. 39). Reste à établir l’inclusion inverse.
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Soit r E I. On peut écrire r = p/q avec p E Z et q E N* premiers entre eux. On a 
alors qr = p E Z et, par addition, qr = r +---- 1- r € I (somme à q termes). Ainsi, qr est
élément de IA Z = xTL et l’on peut écrire r = xk/q pour un certain k Eh.

Pour conclure r E xA, il suffit d’établir que k/q est élément du sous-anneau A. Sachant 
les entiers p et q premiers entre eux, on peut écrire la relation de Bézout pu + qv = 1 
avec u, v E Z. On a alors

k p
— = ku- + kv = kur + kvl.
q q

Les éléments r et 1 appartiennent à A et donc k/q appartient aussi à A par opérations 
dans le groupe (A, +). On peut alors conclure r E xA et, finalement, I = xA par double 
inclusion.

----------------------------------------------------------------------  --------------------— ———. .. . .. .. . ... .„ .   ———------------------------ ---------- :------------------- ---------------------------------------- '  ----------------------------------------------------------------

Exercice 15 ** (Idéaux premiers)
Un idéal I d’un anneau GqŒiftnHtât^j(A, +, x.) est dit premier lorsque

V(æ, y) E A?, xy EI ==» X E I ou y E I.

(a) Déterminer les. idéaux
(b) On suppose que A un armeaft comWUtattf non réduit^{Ga} dont tout idéal est

premier. Établir que A Aest

Solution
(a) Les idéaux de l’anneau (Z, +, x) sont les nZ avec n E N (Th. 7 p. 39).

Si n = 0, nZ = {0} est un idéal premier. Si n = 1, nZ — Z est aussi un idéal premier.
Si n 2 est un nombre premier, le lemme d’Euclide donne

V(x, y) E Z2, n | xy => n | x ou n | y.

L’idéal nZ est alors premier.
Enfin, si n 2 est un nombre composé, on peut écrire n = ab avec 1 < a, b < n. Dans 

ce cas, ab E nh alors que a nZ et b nZ. L’idéal nZ n’est alors pas premier.

(b) I = {0A} est un idéal. Affirmer qu’il est premier donne la propriété

V(a;,î/) E A2, xy = 0A => x = 0A ou y = 0A.

On en déduit que l’anneau A est intègre.

méthode
|| On montre que x E A \ {0A} est inversible en considérant l’idéal x2A.

Soit x E A tel que x 0A. L’idéal x2A est premier et x2 = x x x en est un élément. On 
en déduit x E x2A et ainsi, il existe y E A tel que x — x2y. Puisque x 0A et puisque A 
est intègre, on peut simplifier par x et affirmer xy = 1A. L’élément x est inversible et 
l’on peut conclure que A est un corps.
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Exercice 16 ** (Radical d’un idéal)
Soit I un idéal d’un anneau commutatif A. On appelle radical1 de l’idéal I l’en
semble R(I) des éléments x de A pour lesquels il existe g € N* tel que xq G I.

1. Lorsque I = {0}, le radical de I regroupe les éléments nilpotents de l’anneau A.
2. L’écriture xk — xqxk~q est possible car les exposants sont positifs.

(a) Montrer que R(T) est un idéal de A contenant I.
(b) Soit I et J deux idéaux. Vérifier

R(I r\J)= R{I) n R(J)

(c) On suppose que A = Z. Déterminer le radical de nZ pour n G N.

Solution
(a) L’ensemble Z?(Z) est par définition une partie de A et celle-ci est non vide car elle 

contient I. En effet, pour tout x € I, on a x  = x € I et donc x G R(F).1
Soit x et y deux éléments de R(I). Il existe g, r € N* tels que xq G I et yr G I.

méthode
On détermine un exposant n suffisamment grand pour que le développement 
de (x + y)n fasse apparaître une somme d’éléments de Z, soit parce que l’ex
posant de x est supérieur à q, soit parce que l’exposant de y est supérieur 
à r.

Pour n = q + r — 1, la formule du binôme permet d’écrire

n / \ q—i / \ n / \
^ + »)“ = ELp”-‘ = £L + £ j yn~kel. 

k=0 ' ' k=0 ' ' k=q

En effet, pour la seconde somme, on a k q et donc2 xk = xqxk~q G I tandis que pour 
la première somme, on a k q — 1 donc n — k^r puis yn~k g I. Ainsi, on peut affirmer 
que x + y est élément de R(I)-

Enfin, considérons de plus a G A. On a (ax)q — aqxq € Z et donc ax G R(I)- On peut 
alors conclure que ZÎ(Z) est un idéal de A.

(b) Si x G 7?(Zn J), il existe q G N* tels que xq G ZD J. On a alors xq G Z donc x G R(T) 
et de même x G Z?(J). Ainsi, R(IA J) C Zl(Z) AÆ(J). Inversement, soit x G R(R) AZÎ(J). 
Il existe q,r G N* tel que xq E I et xr G J. Considérons alors n = max(g,r). Par la 
propriété d’absorption, on a à la fois xn G Z et xn G J donc xn G Z A J. Ainsi, l’élément x 
appartient à R(I A J) et l’on peut affirmer l’inclusion réciproque R(I A J) D Z?(Z) A R(J) 
puis l’égalité.

(c) méthode
|| Les éléments de H(nZ) ont les mêmes facteurs premiers que n.
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On a immédiatement J?(OZ) = {0} et 7?(Z) = Z. Supposons désormais n 2 et écrivons 
sa décomposition en facteurs premiers

avec pi,...,pr nombres premiers deux à deux distincts et ûi, ..., or e N*.
Soit x E R(nZ). Il existe g € N* tel que xq E nZ. Les facteurs premiers Pi de n divise 

alors xq et donc divise x. L’entier x s’écrit alors

x = pi... prk avec A: € Z.

Inversement, pour un entier de cette forme, on a xa E nZ pour a = max(ai,... ,ar) 
et donc x E R(rÆ). En résumé, jR(nZ) — mZ avec m = pi.. .pr.

Exercice 17 ***
Soit p un nombre premier. On note Zp l’ensemble des nombres rationnels dont le 
dénominateur n’est pas divisible par p.

(a) Vérifier que ZP est un sous-anneau de (Q, +, x). Quels en sont les éléments 
inversibles?
On introduit J l’ensemble des éléments non inversibles de Zp.

(b) Montrer que J est un idéal de Zp. Que dire d’un idéal contenant J et distinct 
de J?

(c) Déterminer tous les idéaux de Zp.
................................... .... ........ .. .............. . ........

Solution

(a) Zp est une partie de Q contenant l’élément 1. Soit x et y deux éléments de Zp. 
On peut écrire x = a/b et y = c/d avec (a, 6), (c, d) E Z x N* et p ne divisant ni b ni d. 
On a alors

ad — bc ac _
x — v =---------  E Zn et xv = — E Z„y bd p y bd p

car le nombre premier p ne divise pas le produit bd puisqu’il ne divise aucun des deux 
facteurs. Finalement, Zp est un sous-anneau1 de (Q,+, x).

Tout élément non nul de Zp est inversible dans le corps Q. Il s’agit alors de déterminer 
ceux dont l’inverse est dans Zp : ce sont les a/b tels que p ne divise ni a ni b.

(b) Les éléments de J sont les a/b tels que p divise a mais pas b. L’ensemble J est une 
partie non vide de Zp. Pour x et y deux éléments J, on écrit x = a/b et y = c/d avec p 
divisant a et c mais ne divisant ni b ni d. On a alors

ad 4- bc T . . , , . .., _x + y — ——— G J car p (ad + bc) et pï bd. 
bd

1. Cette étude est un cas particulier de celle du sujet 12 p. 50.
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Si de plus z — e/ f désigne un élément de Zp

ae . .zx = — € J car p | ae et p)(bf.

L’ensemble J est donc un idéal de Zp. En fait, J est l’idéal engendré1 par p.
De plus, si I est un idéal contenant J et distinct de J, il contient un élément inversible 

de l’anneau et est donc égal2 à Zp.

(c) Pour k G N, introduisons Jk l’idéal engendré par pk. En particulier, Jq = Zp 
et J\ = J. On convient aussi de noter J^ l’idéal nul. Montrons qu’il n’existe pas d’autres 
idéaux dans Zp que ceux-ci. Soit I un idéal de Zp.

méthode
|| On introduit fc = max{/ € N 11 C Je}-

Supposons que l’ensemble des £ € N tels que I C Je est infini. Pour x = a/b G I, il 
existe une infinité de t tel que pe divise a et donc a = 0. Dans ce cas, l’idéal I est {0} 
c’est-à-dire J^.

Sinon, l’ensemble des t G N tels que I C Je est fini et possède donc un plus grand 
élément k. Pour celui-ci I C Jk et I $£ Jk+i- En particulier, il existe dans I un élément x 
qui appartient à Jk mais pas à Jk+i- Cet élément s’écrit x = a/b avec a = pkc et p ne 
divisant ni b, ni c. L’élément c/b est inversible dans Zp et, si l’on introduit y son inverse, 
on obtient que pk = xy est élément de l’idéal I. On en déduit que Jk est inclus dans I et 
donc égal à I.

Finalement, les idéaux de Zp sont les Jk avec k € N U {oo}.

2.5.3 Calculs dans Z/pZ

Exercice 13 **
Soit p un nombre premier et k un entier naturel premier avec p — 1.
Montrer que l’application <p: Z/pZ —> Z/pZ définie par <p(x) = xk est bijective. 

..niiîii'iiiririniii

Solution

méthode
On exploite le petit théorème de Fermât pour exprimer une bijection réci
proque à l’application <p.

Les entiers k et p — 1 étant premiers entre eux, on peut exprimer une relation3 de 
Bézout ku — (p — l)v = 1 avec u et v entiers relatifs. Considérons ensuite l’applica-

1. Les idéaux des sous-anneaux de Q sont principaux : voir sujet 14 p. 52.
2. Tout idéal contenant un élément inversible est égal à l’anneau : voir sujet 6 p. 44.
3. Par commodité, on écrit celle-ci avec un signe moins en passant v à l’opposé.
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tion V': Z/pZ —> TLfpL définie par1

1. Dans cette définition, on distingue le cas x = 0 pour la situation où l’exposant u serait négatif. 
Une alternative est aussi de remplacer u par u + q(p — 1) avec q G N assez grand.

2^ Dans 6!=Jx2x3x4x5x6. Dans ce produit 1 et 6 sont égaux à leurs inverses tandis 
que 2 se simplifie avec 4 et 3 avec 5.

= < xu
0

si x / 0 
si x = 0.

Soit x un élément de Z/pZ.
Cas : x / 0. On a

<p(^(a;)) — (xU)k = xku = x x x^p~^v.

Par le petit théorème de Fermât, on sait xp 1 = 1 et l’on en déduit (p(-0(z)) = x.
Cas : x = 0. On vérifie immédiatement (^(^(a;)) = 0 = x.
Ainsi, <p o 'i/j = Idz/pz. L’application <p opérant de l’ensemble fini Z/pZ vers lui-même, 

c’est une bijection et V’ est son application réciproque.

Exercice 19 ** (Théorème de Wilson)
Soit p w wwbfe premier.

(a) quels sojat leséléments de Z/pZ qui sont égaux à leurs inverses?
(b) En déduire que p divise (p — 1)! + 1.
(c) Inversement, montrer que si un entier n supérieur à 2 divise (n — 1)1 + 1 alors 

celui-ci est premier.

Solution
(a) Dans Z/pZ, la condition x = x~x équivaut à l’équation x2 = 1 qui s’écrit en

core (x — l)(m H- 1) = 0. Or Z/pZ est un corps, il est donc intègre et cette équation a 
pour seules solutions let—l=p—1.

(b) méthode
Dans le produit (p—1)! = 1 x 2 x ••• x (p — 1) on regroupe chaque facteur 
avec son inverse dans Z/pZ.

Lorsque k est différent de son inverse 1. = k , ces deux facteurs se simplifient2 dans 
le produit 1 x 2 x x p - 1. Une fois ces simplifications réalisées, il ne reste dans le 
produit que les facteurs égaux à leur inverse, à savoir 1 et p — 1. On en déduit

(p — 1)! = 1 xp — 1 = p — 1 donc (p — 1)! + 1 = 0.

(c) On suppose n 2 et n diviseur de (n — 1)! + 1.

méthode
|| On étudie les diviseurs de n.
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Soit d un diviseur positif de n différent de n. Cet entier d figure parmi les facteurs 
constituant (n — 1)! et divise donc ce nombre. Aussi, d divise n et donc divise (n — 1)! +1. 
Par différence d divise 1 et donc d = 1. L’entier n n’est donc divisible que par 1 et 
lui-même, il est premier1.
/---------------------------------------------------------- '■---------------------------------------------------- ----------------------- Y

Exercice 20 ** (Sommes de Newton dans Z/pZ) jj
Soit p un entier premier. On admet que le groupe des inversibles du corps Z/pZ est | 
cyclique2. En discutant selon la valeur de k € N, calculer |

E xk- I

xÇjL/piL \

Solution

méthode
|| On réordonne les termes de Sk par une permutation x ax avec a 0.

Considérons a un élément non nul de Z/pZ. Cet élément étant inversible, l’application 
x ax est une permutation sur l’ensemble Z/pZ.

Les termes sommés étant identiques

Sk = (ax)fc = yy akxk = ak y~^ xk.
xÇ^L/plL xGZ/pZ xEZ/pZ

On obtient donc la relation Sk = akSk- Ceci amène à discuter selon que ak vaut 1 ou 
non.

Cas : k = 0 [p — 1]. Le petit théorème de Fermât assure que ak — 1 pour tout a non 
nul de 'LfpT.. Dans ce cas un calcul direct de Sk est possible :

Sfc = Ô+ T-77^T

fcez/pz\{o}

Cas : k ^0 [p — 1]. Un générateur du groupe cyclique des inversibles de Z/pZ définit3 
un élément a pour lequel ak 1. Dans ce cas Sk = 0.

On peut retrouver ce résultat en introduisant de nouveau a un générateur du groupe 
des inversibles de Z/pZ et en menant le calcul d’une somme géométrique :

p—1 p—1
st = ô + £(o-)t = £(afc)‘.

i=l i=l

Ceci conduit de nouveau à discuter selon que la raison ak est égale à 1 ou non.

1. Ce résultat n’est pas un bon test de primalité car le calcul de (n — 1)! est coûteux.
2. Plus généralement, le groupe des inversibles d’un corps fini est cyclique : voir sujet 29 p. 65.
3. Le groupe des inversibles de TLfpL comporte p—1 éléments, un générateur de celui-ci est donc un 

élément d’ordre exactement p — 1 et sa puissance fc-ième n’est alors pas égale au neutre.
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Exercice 21 ***
Soit p un nombre premier supérieur à 3.

(a) Quel est le nombre de carrés dans Z/pZ ?
(b) On suppose p = 1 [4]. Justifier que —1 est un carré dans Z/pZ en calculant de 

deux façons la classe de congruence de (p — 1)1.
(c) On suppose p = 3 [4]. Montrer que —1 n’est pas un carré dans 'Ljp'L.

Solution
(a) méthode

Il En calculant les carrés dans ïjplj pour de petites valeurs dep, on observe que, 
|| en dehors de 0, chaque carré possède exactement deux antécédents.

Considérons l’application ip: x i-> x2 définie de Z/pZ vers lui-même. Le nombre de 
carrés dans Z/pZ correspond au cardinal de l’image de <p. Dénombrons l’image de p en 
étudiant les antécédents des valeurs prises par cette application.

1. Les éléments y et — y sont distincts car 2y = 0 implique y = 0 puisque 2 est inversible dans ïjpL. 
Cette propriété n’est plus vraie quand p = 2.

2. On peut retrouver ce résultat à l’aide du petit théorème de Fermât : si l’on peut écrire — 1 — a2

Soit x,y G Z/pZ. Dans le corps 'Lfp’lL

^{x) = ^{y) <=> (x -y)(x + y) = 0
<==> x = y ou x = —y.

Dans Im(<p), la valeur 0 possède un seul antécédent, les autres éléments possèdent deux 
antécédents distincts1. On en déduit

Card(Z/pZ) = 1 + 2^Card(lm(cp)) — 1).

Il y a donc exactement carrés dans Z/pZ.

(b) Comme détaillé dans le sujet 19 p. 57, (p — 1)! — —1 dans Z/pZ. Au surplus, en 
posant n = on peut séparer le produit exprimant la factorielle en son milieu :

(p — 1)! = 1 x • • • x n x (n 4-1) x • • • x (p — 1)
= ï x • • • x n x (—ri) x • • • x (-1) = (-l)n(n!)2.

___ _______ ___ 2
Or p = 1 [4] donc n est pair et —1 = (p — 1)! = (n!) est un carré dans 7Llpï.

(c) Si —1 est un carré de TLfp'L^ l’application <p : x i-> — x définit une involution sur
l’ensemble des carrés de 'Lfp’L. En effet, on a p o — Idg/Pz et un carré est transformé 
en un carré car le produit de deux carrés est un carré.

Puisque 0 est le seul point fixe de cette application, on peut affirmer qu’il y a un 
nombre impair de carrés dans Z/pZ. Or si p = 3 [4], (p 4-1)/2 est un entier pair : —1 ne 
peut donc être un carré2 dans TLjpTL.
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2.5.4 Fonction indicatrice d’Euler

Exercice 22 *
Montrer que, pour tout entier n 3, ç>(n) est un nombre pair.

Solution

méthode
|| On a ip(mri) = ç?(m)</>(n) lorsque m et n sont premiers entre eux.

Soit n € N avec n 3.
Cas : n possède un facteur premier impair p. On peut écrire n = pam avec m premier 

avec p et a € N*. On a alors

¥>(n) = ^(pa)<p(m) = (pa -pQ-1)ç?(m).

Puisque pa — pa~r est la différence de nombres impairs, c’est un entier pair et p(n) est 
donc un nombre pair.

Cas : n ne possède pas de facteurs premiers impairs. On peut écrire n = 2“ avec a 2 
auquel cas = 2a~* 1 est encore un nombre pair. 
-------------------------------------------------------- ,-------------- !------------------------------------------ ,

avec a dans Z/pZ, on a (—1)(p-1)/2 = ap-1 = 1 ce qui entraîne que (p — l)/2 est un entier pair car —1 
et 1 sont distincts.

1. On reproduit ici la démonstration du Th. 13 p. 41.
2. L’écriture des puissances u et v non nécessairement positives est possible car â est inversible dans 

l’anneau Z/nZ.

Exercice 23 *
Soit a G Z et n € N avec n 2.

(a) On suppose a et n premiers entre eux, montrer = 1 [n].
(b) On suppose an-1 = 1 [n] et ad 1 [n] pour tout entier naturel d diviseur strict 

de n — 1. Montrer que n est un nombre premier.

Solution

(a) L’ensemble des inversibles1 de l’anneau Z/nZ est un groupe multiplicatif de car
dinal ç?(n) et ü en est élément. On a donc = 1, c’est-à-dire = 1 [n].

(b) méthode
(| On montre que ç?(n) = n — 1 ce qui assure que n est un nombre premier.

Notons que la propriété an-1 = 1 [n] impose que a et n sont premiers entre eux. 
Introduisons d = (n — 1) Atp(n). Par une relation de Bézout, on écrit d = (n— l)u + cp(n)v 
avec u et v entiers. Par calculs2 dans Z/nZ

= (ân-1)u(âv’(n))v = 1 donc ad = 1 [n].
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Compte tenu des hypothèses, l’entier d ne peut être un diviseur strict de n — 1, il est 
donc égal à n — 1. On en déduit que n — 1 divise et donc ç?(n) = n — 1 car <p(n) est 
toujours inférieur à n — 1. On peut conclure que n est premier.

^Exercice 24 **
Soit n un entier naturel non nul.

(a) Pour d diviseur positif de n, combien y a-t-il de k € [1 ; n] vérifiant k A n — d ?

(b) En déduire
n = 12 

d\n

où la somme s’étend sur les diviseurs positifs de n.

Solution

(a) On écrit n = dn' avec n' € N*.

méthode
On met en correspondance les entiers k tels que k A n = d avec les entiers k' 
tels que k' A n' = 1.

Soit k e [1 ; n] vérifiant k A n — d. L’entier d divisant k, on peut écrire k = dk' avec k' 
dans [1 ; nz]|. De plus, d = k A n = (dk') A (dn') = d(k' A n') donne k' f\n' = 1.

Inversement, si k = dk' avec k' € [1 ; n']| tel que k' A n' — 1 alors k € [1 ; n] et

k A n = (dk') A (dn') — d.

Ainsi, il y a autant de k cherchés que de k' éléments de [1 ; n'J premiers avec n', à 
savoir, <p(n') = <p(n/d).

(b) méthode
On dénombre les éléments [l;n]] en discutant selon la valeur que constitue 
leur PGCD avec n.

Pour chaque k compris entre 1 et n, le PGCD d de k et n est un diviseur de n. On peut 
alors écrire l’ensemble [1 ; n]| comme la réunion suivante

[1 ;n]| = € [[1 ;n]| fcAn = d|
d\n

où les ensembles sont deux à deux disjoints. On en déduit

Card [1 ; nj — Card^A; G [1 ; n] 
d\n

k f\n — puis
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Enfin, lorsque d parcourt les diviseurs positifs de n, l’entier ô = n/d parcourt aussi cet 
ensemble ce qui permet de réorganiser la somme et conclure1

1. Une autre démonstration très élégante de cette identité est la suivante : parmi les n nombres 
rationnels ,..., , il y en a exactement ç>(d) dont l’écriture irréductible présente un dénominateur 
égal à d et ce pour chaque d diviseur de n.

2. Voir section 9.3.1 du chapitre 9 de l’ouvrage Exercices d’analyse MP.

n = 52^)-
<5|n

Exercice 25 **
Soit a, n e N au moins égaux à 2 et N = an — 1. Montrer que n divise ç?(TV).

Solution

méthode
|| On détermine l’ordre de â dans le groupe des inversibles de Z/TVZ.

Par définition de la valeur de TV, on peut affirmer

an = 1 [TV] et VI k < n, ak ± 1 [TV].

On en déduit que â est un élément inversible de l’anneau Z/TVZ et, plus précisément, 
que â est un élément d’ordre exactement n dans le groupe multiplicatif des inversibles 
de Z/TVZ. Or ce groupe est de cardinal <p(N) et, puisque l’ordre des éléments divise le 
cardinal du groupe, on obtient que n divise ç’(TV).

2.6 Exercices d'approfondissement

/---------------------------------------------------- ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ !------ --- —--- , . 1 ; ■. ----- —------- ------------------ ■ ; - •

Exercice 26 *
Montrer que l’ensemble S des fonctions de JR vers C développables en série entière 
sur R est un anneau intègre pour les opérations usuelles.

V \'?\<-t^1li,ÏLVrîr?j-LïJiJ'llilli/.ii‘yjrii-ruririii-iji'iiTiiiirrwjriirt-Tiihiri»iiirT'irïiiïiii.wriwi"'mwiii'iiii' ,»ir~ rjr-nwoicr.':'~ïi—r ir-:'-.-r:-r.iT.i,i i r r nMiriiïinMiWW'dlTCTTOBBWhWMllWftMiMilWftWnBiWOlWiltf'BBOWIflliÆM

Solution
On montre que <S est un sous-anneau de l’anneau (^(RjC), +, x) des fonctions de R 

vers C. Par définition, S est inclus dans .F(R, C) et il est entendu que la fonction constante 
égale à 1 est développable en série entière sur R. De plus, la différence et le produit de 
deux fonctions développables en série entière sur R l’est aussi2. L’ensemble S est donc 
un sous-anneau de ^(R, C) et c’est donc un anneau pour les opérations usuelles. Il reste 
à montrer que celui-ci est intègre.

Soit f et g deux fonctions non milles éléments de <S. On note ^2 et Z2 bnxn les 
séries entières associées, chacune de rayon de convergence +00.

méthode
|| On introduit les plus petits entiers p et q tels que ap 7^ 0 et bq 0.
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La fonction f n’étant pas nulle, la suite (an) n’est pas constante égale à 0 et l’on peut 
introduire le plus petit entier p tel que ap est non nul. De même, on introduit le plus 
petit entier q tel que bq 0. Par produit de séries entières, on sait

Puisque

les coefficients de la série entière produit ne sont pas tous nuis. Par unicité des coefficients 
d’un développement en série entière, on peut affirmer que la fonction fg n’est pas nulle.

Finalement, le produit de deux éléments non nuis de S est non nul. Au surplus, S n’est 
pas réduit à {0}, c’est donc un anneau intègre.
✓"--- .. . . .. ■ - ——-----. - -- —- ———- - —- ”--- ---~—---—...... ....................................... '...................................... ■ ——-- —- '----- 1-- ■ . ..

1. Voir sujet 24 p. 61.

Exercice 27 * (Déterminant de Smith) |
Soit T — (tij) € A^n(R) la matrice de coefficients I

1 si i divise j 
0 sinon.

Soit aussi D e A4n(R) la matrice diagonale de coefficients diagonaux ip(ri)
où (p désigne la fonction indicatrice d’Euler.

(a) Exprimer le coefficient d’indice (i,j) de la matrice TDT en fonction de i A j.l
(b) En déduire la valeur du déterminant de la matrice de Smith

/1 Ai
2A1

1 A 2 • • • 1 A n\
2A2 ••• 2An

\n A 1 n A 2 • • • n f\nj

Solution
(a) méthode

|| n g N* est1 la somme des pour d divisant n.

Le coefficient d’indice (i,j) du produit DT est et celui de la matrice lTDT
s’exprime alors
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Or les diviseurs communs à i et j sont exactement les diviseurs de i A j et donc 
n

</?(&) =i/\j.
k=l k\i/\j

On a ainsi *TDT = S avec S la matrice introduite à la question suivante.

(b) La matrice T est triangulaire supérieure à coefficients diagonaux égaux à 1, elle 
est donc de déterminant égal à 1 tout comme sa transposée. On en déduit

n
det(S) = det(*T) det(D) det(T) = det(D) = fj

fc=i

Exercice 28 **
Déterminer les tables d’opérations sur F4 corps fini1 à 4 éléments. I

1. Un théorème hors-programme assure que, à isomorphisme près, il existe un unique corps de car
dinal pn pour tout nombre premier p et tout n E N*. Au surplus, un corps fini a nécessairement un 
cardinal de cette forme.

2. Voir le sujet 6 p. 12, ou plus généralement, le sujet suivant.

Solution
Hormis 0 et 1, le corps F4 possède deux éléments a et b. Son groupe des inversibles 

F4 \ {0} possède 3 éléments 1, a et b, il est donc2 isomorphe à (Z/3Z, +). On en déduit 
que l’élément b se confond avec a2 et il est donc facile de former la table de multiplication
dans F4 :

X 0 1 a b
0 0 0 0 0
1 0 1 a b
a 0 a b 1
b 0 b 1 a

méthode
|| Pour déterminer la table d’addition, on observe 1 + 1 = 0 dans F4.

(F4, +) est un groupe à 4 éléments et donc 41 = 1 + 1 + 1 + 1 = 0 (Th. 14 p. 8). Par 
développement (1 + 1)(1 + 1) = 41 et donc (1 + l)2 = 0. Tout corps étant intègre, on en 
déduit 1 + 1 = 0. Il en découle a + a = (1 + l)a = 0 et de même b + b = 0. On peut alors 
former une première table d’addition que l’on complète

+ 0 1 a b + 0 1 a b
0 0 1 a b 0 0 1 a b
1 1 0 puis 1 1 0 b a
a a 0 a a b 0 1
b b 0 b b a 1 0

En effet, 1 + a ne peut valoir 1, ni a, ni encore 0, on a donc 1 + a = b. On complète les 
autres valeurs sachant que, sur chaque rangée, figurent tous les éléments du groupe une 
fois et une seule.
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Exercice 29 *** (Groupe des inversibles d’un corps fini)
On étudie le groupe (Fx, x) des inversibles d’un corps fini F.

(a) Soit x un élément de Fx d’ordre d G N* et y un élément de Fx vérifiant yd = If- 
Montrer que y appartient au groupe engendré par x.
On admettra que l’on peut étendre1 la théorie des polynômes à ceux dont les coeffi
cients appartiennent au corps F.

(b) Pour d G N*, on note N(d) le nombre d’éléments d’ordre d dans Fx. Justifier 
N(d) < ç?(d) où ç? désigne la fonction indicatrice d’Euler.

(c) En déduire que (Fx, x) est un groupe cyclique.

Solution

(a) méthode
|| y est racine du polynôme Xd — If dont on connaît d racines dans F.

L’élément x étant d’ordre d, les xk pour k G [0 ; d— 1] sont deux à deux distincts et tous 
racines du polynôme Xd — 1p. Celui-ci étant de degré d, il ne possède pas d’autres racines. 
Or l’élément y est racine de ce polynôme, c’est donc une puissance de x, c’est-à-dire un 
élément du groupe multiplicatif {x} engendré par x.

(b) S’il existe un élément x d’ordre d dans Fx, la résolution ci-dessus assure que 
tous les autres éléments d’ordre d appartiennent au groupe {x). Or celui-ci est cyclique 
de cardinal d donc isomorphe à (Z/dZ,+). Ce dernier groupe possède exactement </>(d) 
éléments d’ordre d. On peut donc affirmer que, si N(d) est non nul, on a N(d) = </?(d) 
et, si N(d) est nul, on a évidemment N(d) <£>(d).

(c) méthode
|| On dénombre Fx selon l’ordre de ses éléments.

Posons n le cardinal de Fx. Les éléments de ce groupe sont d’ordre d divisant n et il 
y en a exactement 7V(d). On a donc une première égalité

n = ^N(d).
d\n

Parallèlement, on sait2
7V(d) ç>(d) et " = !>(<*)•

d\n

On a donc N(d) = <p(d) pour tout d diviseur de n. En particulier, N(n) = <p(ri) 0 et il 
existe dans (Fx, x) des éléments d’ordre n : ce groupe est cyclique.

1. En particulier, un polynôme à coefficients dans F ne peut avoir plus de racines dans F que son 
degré.

2. Voir sujet 24 p. 61.
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Exercice 30 *** 1
Soit (A, +, x) un anneau.

(a) On suppose que Oa est la seule solution à l’équation x  = Oa d’inconnue x G A. 
Soit e G A vérifiant  e  = e. Montrer que e commute avec tout élément de A.

2
1 2

(b) On suppose x  = x pour tout x G A. Montrer que l’anneau A est commutatif.2
(c) On suppose x  = x pour tout x G A. Montrer que 3a; + 3a;  est nul puis que 

l’anneau A est commutatif.
3 2

(d) On suppose x  = x pour tout x G A. Montrer que 2x est nul puis que x + x4 2

1. On dit que l’élément e est idempotent. Oa et 1a sont des exemples d’éléments idempotents.
2. On ne peut pas a priori simplifier cette égalité par 3 : dans Z/3Z, on a 3x = 0 pour tout x !

commute avec tout y de A. En déduire que x2 commute avec y et conclure que 
l’anneau A est commutatif. J

Solution

(a) Soit x un élément de l’anneau A.

méthode
|| On vérifie que ex et xe sont égaux à exe.

On observe

(ex — exe)2 = (ex(l — e))2 = ex (1 — e)ex(l — e) = Oa-

On en déduit ex — exe car seul 0a est de carré nul. Un calcul semblable montre xe = exe.
Notons que l’hypothèse de cette question est remplie dans chacune des trois études qui 

suit.

(b) L’hypothèse x  = x pour tout x E A signifie l’idempotence de tous les éléments 
de A : l’anneau est donc commutatif en vertu de l’étude ci-dessus.

2

(c) Soit x G A. En développant l’égalité (1a + æ)  = 1a 4- x et en simplifiant on 
obtient  3a; + 3a;  = 0a •

3
2 2

méthode
|| Les éléments a;2 et (1 + a;)2 sont idempotents.

Pour tout x G A, l’élément x2 est idempotent car (x2) = x4 = x3x = x2. En rempla
çant x par 1a + x, on peut aussi affirmer l’idempotence de (1a + x)2. Ainsi, 1a + 2x + x2 
commute avec tout élément de A. Or 1a et a;2 commutent aussi avec tout élément de A et 
donc 2x commutent avec tout élément de A. Enfin, 3a; = —3a;2 commute avec tout élément 
de A car x2 commute avec tout élément de A. On peut alors conclure que x = 3a; — 2x 
commute avec tout élément de A.
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(d) Soit x G A.

méthode
|| On applique l’hypothèse x4 = x à l’élément —x.

On a — x — (—x)4 = x4 = x et donc 2x - x 4- x = Oa-
L’élément x 4- x2 commute alors avec tout élément de A car il est idempotent :

(x 4- x2)2 = x2 + 2x3 4- x4 — x + x2.

=0x =x

Soit y G A. Puisque les éléments de la forme x + x2 commutent avec tout élément de A, 
on peut affirmer que (x 4- y) 4- (x + y)2 commute avec x. Sachant

x((x 4- y) 4- (x 4- y)2) = x2 + xy + x3 + x2y 4- xyx H- xy2 et 
((x 4- y} 4- (x 4- t/)2)x = x2 4- yx 4- x3 4- xyx + yx2 4- y2x

on obtient x2y = yx2 après simplification et usage de l’identité x(y + y2) = (y + y2)x. 
Ainsi, x2 commute avec tout élément de A puis x = (x 4- x2) — x aussi.

Exercice 31 ***
Soit n un entier supérieur à 3 et U le groupe des inversibles de l’anneau Z/2nZ.

(a) Montrer que a2” 2 = 1 [2n] pour tout entier impair a.

(b) Le groupe {U, x) est-il cyclique?
(c) Trouver le plus petit entier k > 0 tel que 3fc = 1 [2n].
(d) Montrer que U est isomorphe au groupe produit (Z/2Z x Z/2n-2Z, +).

Solution
(a) Par la factorisation a2 — b2 = (a — b) (a 4- b) on écrit

a2”-2-l = (a2n'34-l)(a2n'3-l).

En répétant cette factorisation

a2n~2 - 1 = (a2" 3 + 1) (a2” 4 4-1).. . (a2° 4- 1) (a2° - 1) -

Il y a n — 1 facteurs dans ce produit et ceux-ci sont tous pairs car a est impair. De plus, 
les deux derniers facteurs a 4-1 et a — 1 sont des entiers pairs consécutifs : l’un d’eux est 
divisible par 4. Au total, 2n divise a2" — 1 et donc a2" = 1 [2n].

(b) Les éléments du groupe U = (Z/2nZ)* sont les k avec 2 A k = 1, ce sont donc 
les classes des entiers impairs. Le calcul au-dessus assure que tous ces éléments sont 
d’ordres inférieurs à 2n~2. Or le groupe U à 2n-1 éléments, il n’existe donc pas d’éléments 
engendrant U : le groupe U n’est pas cyclique.
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(c) Puisque 2 et 3 sont premiers entre eux, 3 est inversible dans Z/2nZ, il s’agit alors 
de déterminer l’ordre de 3 dans le groupe U. Puisque 32" = 1 [2n], cet ordre divise 2n-2
et c’est donc une puissance de 2 : on l’écrit 2P. Par une écriture analogue à celle de la 
première question

32P - 1 = (32P1 4-1) (32P~2 + 1)... (32° + 1) (32° - 1)

où le produit comporte p+ 1 facteurs en tout. Les deux derniers facteurs sont 4 et 2. Les 
précédents sont de la forme 32 4-1 avec k 1.

méthode
|| Pour k 1, on vérifie 32* = 1 [4].

On a 32 = 9 = 1 [4] donc 32* = (32)2* = l2* 1 = 1 [4] et donc S2* 4- 1 n’est 
pas divisible par 4. En conséquence, la plus grande puissance de 2 divisant 32P — 1 
est 2p+2. Pour que 2n divise ce nombre, il faut p n — 2. L’élément 3 est donc d’ordre 
exactement 2n~2 dans U.

(d) méthode
|| —1 est un élément d’ordre 2 n’appartenant pas au groupe engendré par 3.

L’élément —1 appartient bien à U et c’est évidemment un élément d’ordre 2. Modulo 8, 
les puissances de 3 sont égales à 1 ou 3 mais jamais à —1. A fortiori, aucune puissance 
de 3 n’est égale à —1 modulo 2n (rappelons que n est supérieur à 3).

Considérons ensuite l’application <p: Z/2Z x > {7 définie par

<p(k, £) = (—l)fc3£

en notant k et f les classes d’équivalence dans Z/2Z et Z/2n-2Z.
L’application ç? est bien définie (car —1 est d’ordre 2 et 3 d’ordre 2n~2) et à valeurs 

dans U. L’application ip est clairement un morphisme du groupe (Z/2Z x Z/2n-2Z, 4-) 
vers (U, x). Etudions son noyau afin d’établir son injectivité.

Si (fc, f) appartient à Ker(ç>), on a (—l)fc = 3 . Or —1 n’appartient pas au groupe 
engendré par 3 et donc k = 0 [2] puis 3^ = 1 ce qui entraîne £ = 0 [2n-2].

Finalement, le noyau de <p est réduit au neutre (0,0) et le morphisme <p est injectif. Au 
surplus, <p opère entre deux ensembles finis ayant le même cardinal, c’est un isomorphisme 
de groupes.



CHAPITRE 3

Compléments d’algèbre linéaire

3.1 Extension du cours de première année

Le cours relatif aux polynômes, aux espaces vectoriels, aux applications linéaires, aux 
matrices et aux déterminants a été exposé en première année dans la situation où le 
corps K est égal à R ou C. Il se reprend dans les mêmes termes dans le cas plus général 
où K est un sous-corps de C.

3.2 Structure d’algèbre

K désigne un sous-corps de C.

3.2.1 Définition

Définition
On appelle ^-algèbre tout quadruplet (4,4-, x,.) formé d’un ensemble A, de deux 
lois de composition internes 4- et x sur A et d’un produit extérieur (.) opérant de K 
sur A tels que (4,4-,.) est un K-espace vectoriel, (4,4-, x) est un anneau et, pour 
tout A G K et tous x et y 6 4

(Xx}y = X(xy) = x(Xy).

Si de plus la multiplication est commutative, la K-algèbre est dite commutative.
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Une algèbre est donc la combinaison d’une structure d’espace vectoriel et d’une structure 
d’anneau avec une propriété de compatibilité calculatoire engageant la multiplication et 
le produit extérieur.

K, Kn, K[JV] et F(X, K) sont des K-algèbres commutatives usuelles.
A4n(K) est une K-algèbre. Elle est non commutative dès que n 2.
Si E désigne un K-espace vectoriel, C(E) est une K-algèbre. Celle-ci est non commutative 
dès que la dimension de E est supérieure à 2. Dans l’algèbre £(E) la multiplication 
correspond à la composition des endomorphismes.

Par restriction du produit extérieur, tout espace vectoriel complexe peut se comprendre 
comme un espace vectoriel1 réel. De même, toute algèbre complexe peut s’interpréter 
comme une algèbre réelle. Plus généralement, si L est un sous-corps de K, toute K-algèbre 
est aussi une L-algèbre.

1. Si E est un C-espace vectoriel de dimension finie n, E est un R-espace vectoriel de dimension 2n.
2. Les lois +, x et (.) sur B sont définies par restriction des lois correspondantes sur A.

3.2.2 Sous-algèbres
Définition

On appelle sous-algèbre d’une K-algèbre (A, +, x,.) toute partie B de A contenant lx 
et vérifiant Xx G B, x + y G B et xy € B pour tout A G K et tous x et y G B.

Une sous-algèbre est donc à la fois un sous-espace vectoriel et un sous-anneau.

Théorème 1
Si B est une sous-algèbre d’une K-algèbre (A,+, x,.) alors (B,+, x,.) est une 
K-algèbre 2 de mêmes neutres que A.

Si X est un ensemble quelconque, l’ensemble des fonctions bornées de X vers K est une 
sous-algèbre de F(X, K), c’est donc une K-algèbre.

3.2.3 Morphismes d’algèbres
Soit (A, +, x,.) et (Az, 4-, x,.) deux K-algèbres.
Définition

On appelle morphisme de l’algèbre A vers l’algèbre A' toute application ç>: A —> A' 
vérifiant — Iæ et, pour tous x, y G A et tout A G K,

9?(Ax) = Xip(x), <p(x + y) = (p{x) + ip(y) et <p(xy) = <p(x)<p(y).

Un morphisme d’algèbres est à la fois une application linéaire et un morphisme d’anneaux. 
En particulier, le noyau d’un morphisme d’algèbres est à la fois un sous-espace vectoriel 
et un idéal.

Lorsqu’un morphisme d’algèbres <p: A -> A' est bijectif, on parle d’isomorphisme d’al
gèbres et l’on dit que les algèbres A et A! sont isomorphes.
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3.3 Exercices d’apprentissage

3.3.1 Structure d’algèbre

Exercice 1
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E. On introduit le commutant de u

Cu =* {v € E{E) | u o v = v o u}.

Montrer que Cu est une sous-algèbre de l’algèbre £(£?) des endomorphismes de E.

Solution

méthode
Une sous-algèbre est une partie contenant1 le neutre pour la multiplication et 
stable par combinaison linéaire et produit.

1. On vérifie l’appartenance du neutre pour la multiplication et non seulement le caractère non vide 
ou l’appartenance du neutre additif.

Par définition, Cu est une partie de l’algèbre (£(2?), +, °> )• Elle contient le neutre pour 
le produit de composition car u o Idg = u = Id# o u. De plus, pour A, p, € K et v, w E Cu, 
on vérifie par opérations dans l’algèbre des endomorphismes

u o (Av + /iw) = A(v o v) + p,(u o w) = A(v o u) + /z(w ou) = (Av + /J-w) o u.

u o (v o w) = (u o v) o w = (v o u) o w = v o (u o w) = v o (w o u) = (v o w) o u.

On a donc Av 4- p,w € Cu et v o w E Cu. On peut conclure que Cu est une sous-algèbre 
de £(£?).

Solution

(a) méthode
|| Une sous-algèbre est une algèbre pour les lois restreintes (Th. 1 p. 70).

On montre que E est une sous-algèbre de l’algèbre réelle AÏ2W des matrices carrées 
de taille 2.
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L’ensemble E est une partie de A42(R) et la matrice I2 = Af(l,0) appartient à E. 
Soit A, /z e R et A, B e E. On peut écrire A = M(a, b) et B = Af (c, d) avec a, 6, c, d réels 
et l’on vérifie par calcul matriciel1

1. On peut aussi mener le calcul en écrivant M (a, b) = aÏ2 + b J avec J = M(0,1) vérifiant J2 = —12.
2. L’application ç? est linéaire, on peut établir son injectivité en étudiant son noyau.

XA 4- p,B — M(Xa + /zc, Xb + /zd) € E et AB = M(ac — bd, ad 4- bc) E E.

La partie E est donc une sous-algèbre de A42(R), c’est une algèbre réelle pour les lois 
usuelles. De plus, elle est commutative car, avec les notations précédentes, on observe 
l’égalité AB = B A.

(b) Pour que la question ait un sens, on doit comprendre C comme une algèbre réelle. 
On introduit l’application <p: C —> E définie par

<p(a 4- iô) = M(a, 6) pour a, & € R.

méthode
Une application opérant entre deux algèbres est un morphisme d’algèbres lors
qu’elle envoie le neutre multiplicatif sur le neutre multiplicatif et que l’image 
d’une combinaison linéaire (resp. d’un produit) est la combinaison linéaire des 
images (resp. le produit).

L’application opère entre les deux algèbres réelles C et E. On a ç>(l) = I2 et, pour 
tous A, /z E R et z, z' e C, on vérifie en écrivant z = a 4- ib et z' = c + id avec a, b, c, d 
réels

(p[Xz 4- iaz') = X<p(z) 4- n<p(z} et <-p(zz1') = ç>(z)<£’(z/)-

L’application 97 est donc un morphisme d’algèbres. De plus, est surjective car ses 
valeurs sont exactement les M(a, 6). Enfin, 92 est aussi injective2 car M(a, 6) = O2 si, et 
seulement si, a = b = 0 et donc Kerfç?) = {0}.

Finalement, 92 est un isomorphisme d’algèbres réelles.
✓---------------‘------ ----- --------- --- --- -—----- ■ - ---- ‘ ■ ■ 1 >

Exercice 3
Soit x un élément d’une K-algèbre (A, 4-, x,.) et P = Oq + ai X 4- • • • 4- apXp un 
polynôme de K[X]. On appelle valeur du polynôme P en x l’élément

p

P(x) = anxn = aolyi 4- aix -I---- 4- apxp E A.
n=0

(a) Montrer que l’application Ex : P P(x) détermine un morphisme d’algèbres.
On dit qu’un polynôme P est annulateur de x si P(x) = 0^.

(b) Que dire de l’ensemble des polynômes annulateurs de l’élément x ?
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Solution
(a) L’application Ex est définie au départ de la K-algèbre K[X] et à valeurs dans la 

K-algèbre A. Vérifions que Ex envoie le polynôme constant égal à 1 sur 1a et que l’image 
d’une combinaison linéaire (resp. d’un produit) est la combinaison linéaire des images 
(resp. le produit).

Si P est le polynôme constant égal à 1, la formule définissant la valeur d’un polynôme 
en x donne

Ex(l) = la?0 = U-

Soit À, G K et P = clq 4- d\X + • • • 4- dpXp et Q = bo -I- b^X 4- • • • 4- bqX^ des polynômes 
de K[X]. Quitte à adjoindre des coefficients nuis à la description de ces deux polynômes, 
on peut écrire

max(p,q) p+q
XP 4- nQ = 57 (Aan 4- p.bn)Xn et PQ = 57 c>+ avec cn = 57 a,+

n=0 n=0 fc+£=n

où la somme définissant cn s’étend sur les couples (fc, £) vérifiant la condition k 4-1 = n 
mais aussi k E [0 et £ € [0 ; çj. Par opérations dans l’algèbre A, on a alors

max(p,ç) max(p,q) max(p,ç)

Ex(XP 4- P-Q) = 57 (^an + = A 57 W* 4- /Z 57
n—0 n=0 n—0

P 9
= A 57 anXn 4- 57 = XEx(P) 4- /iEx(Q)

n=0 n=0
et

p+q p+q / \ P / q \
ex(pq) = 57 cn<rn = 57 ( 57 (akxk) (bexe) I = 57 ( 52^^) (7^71

n=0 n=0 \k+£=n / k=Q \€=0 /

(
P \ / Q \

= Ex(p-)Ex(ff).
k=0 J w=o /

Ainsi, on peut affirmer que Ex est un morphisme d’algèbres.

(b) méthode
Le noyau d’un morphisme d’algèbres est un sous-espace vectoriel et un idéal 
de l’algèbre de départ.

L’ensemble des polynômes annulateurs d’un élément x est le noyau du morphisme 
d’algèbres Ex, c’est donc un sous-espace vectoriel et un idéal de K[X].

Les idéaux de K[X] étant les PK[X] pour P polynôme, on peut affirmer que, lorsque 
l’ensemble des polynômes annulateurs de x n’est pas réduit au polynôme nul, il existe 
un unique polynôme unitaire1 Mx tel que les polynômes annulateurs de x correspondent 
aux polynômes multiples de Mx.

1. Le polynôme Mx est alors appelé le polynôme minimal de x.



74 Chapitre 3. Compléments d’algèbre linéaire

3.3.2 Matrices semblables

Exercice 4
Parmi les matrices suivantes, figure-t-il des matrices semblables1 ?

1. Deux matrices carrées de même taille A et B sont semblables lorsqu’il existe une matrice P in
versible vérifiant A = PBP~X. Par la formule de changement de bases, cela revient à signifier qu’elles 
figurent le même endomorphisme.

2. Les colonnes de la matrice de u dans e7 sont formées des coordonnées dans e7 des images des
vecteurs de e7 : permuter les vecteurs de la base permute les colonnes et les lignes.

/O 0 1\ /Il 1\ /I 0 0\ /I 1 1\
(a) 1 0 1 (b) 0 1 1 (c) 1 1 0 (d) 1 1 0 .

\1 1 1/ \0 0 1/ \1 1 1/ \0 1 1/
' ' 111 "Ji" ” T’ï' '> "7 ""'"V   " ’i»    un v jvi...

Solution
On note respectivement A, B, C et D les quatre matrices introduites.

méthode
Deux matrices semblables ont le même rang, la même trace et le même déter
minant (les réciproques sont fausses).

Les quatre matrices sont de rang 3 et de déterminant 1 mais la matrice A est de trace 
égale à 1 alors que les trois autres matrices sont de traces égales à 3 : la matrice A n’est 
semblable à aucune des autres matrices.

méthode
Après permutation des vecteurs de base, les matrices B et C figurent le même 
endomorphisme.

Soit E un espace de dimension 3 muni d’une base e = (ei, 62,63) et u l’endomorphisme 
figuré par B dans e. Considérons la base e' = (63,62,61) obtenue par permutation des 
vecteurs de e. La matrice de u dans e' est exactement2 * C. Les matrices B et C sont donc 
semblables.

méthode
Si deux matrices carrées M et N de taille n sont semblables, AIn + M et 
AIn + N le sont aussi.

Par l’absurde, supposons les matrices B et D semblables. Il existe P inversible telle 
que B = PDF-1. On a alors B — I3 = P(D — I3)P-1 et donc B — I3 et D —13 sont 
semblables. Or B —13 est une matrice de rang 2 alors que D —13 est de rang 3 : c’est 
absurde. Les matrices F et D ne sont donc pas semblables. Par transitivité de la relation 
de similitude, les matrices C et D ne sont pas non plus semblables.

Finalement, seules les matrices B et C sont semblables.



3.3 Exercices d’apprentissage 75

Exercice 5
Soit A G A4 3 (R) une matrice non nulle vérifiant A2 = O3. Etablir que A est semblable 
à la matrice

1. L’application linéaire canoniquement associée à une matrice A G -Mn,p(K) est l’application linéaire
de Kp vers Kn figurée par la matrice A dans les bases canoniques de Kp et Kn. C’est aussi l’application
qui à x G Kp associe y = Ax où, dans ce calcul, on identifie vecteur de Kp (resp. Kn) et colonne 
de <A4p,i(K) (resp. de jMn,i(K)) formée des mêmes coefficients.

/O 0 0\
B= 1 0 0 .

\0 0 0/

Solution
La matrice B est une matrice non nulle de A4 3 (R) vérifiant elle B2 = O3 : ce constat 

est une nécessité pour affirmer que A puisse être semblable à B mais ne démontre pas 
que ceci a lieu !

méthode
On introduit un endomorphisme figuré par A et l’on recherche (souvent en 
menant une analyse) une base dans laquelle cet endomorphisme est figuré 
par B.

Soit a l’endomorphisme canoniquement1 associé à la matrice A. C’est un endomor
phisme de E = R3 vérifiant a 7^ 0 et a2 = 0 car A 7^ O3 et A2 = O3.

Analyse : Supposons qu’il existe une base e = (ei, e2,63) dans laquelle la matrice de a 
soit égale à B. Par les colonnes de la matrice B, on lit

a(ei) = e2, a(e2) = 0# et a(e3) = 0e. (*)

Le choix du vecteur ei détermine le vecteur e2 = a(ei). Ce dernier ne doit pas être nul 
et ei est à choisir en dehors de Ker(a). En revanche, le vecteur e2 doit appartenir au 
noyau de a mais ceci est assuré car a2 = 0. Enfin, le vecteur 63 doit aussi appartenir 
au noyau de a et cet espace doit donc être de dimension au moins 2. Vérifions cette 
dernière propriété. Sachant a2 = 0, on peut affirmer Im(a) C Ker(a). Or la formule du 
rang donne rg(a) -I- dimKer(a) = 3 et donc rg(a) = 1 et dimKer(a) = 2 car a n’est pas 
nul.

Ces conditions nécessaires étant étudiées, vérifions maintenant qu’il est possible de 
construire une telle base.

Synthèse : Soit ei un vecteur de E n’appartenant pas à Ker(a). Un tel vecteur existe 
car l’endomorphisme a est non nul. Posons e2 = a(ei) ce qui définit un vecteur non 
nul appartenant au noyau de a car a2 = 0. Enfin, complétons la famille libre (e2) en 
une base (e2,e3) de Ker(a) ce qui est possible car cet espace est de dimension 2. Par 
construction, les égalités (*) sont vérifiées. Il reste à justifier que la famille e — (ei, e2,63) 
est une base de E. Il s’agit d’une famille de longueur 3 dans un espace de dimension 3, 
il suffit de vérifier sa liberté.

Soit (Ai, A2, A3) G R3 tel que

AiCi + A2e2 + AsC3 = 0#. (A)
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En appliquant a aux deux membres de l’égalité (A) on obtient Ai 62 = 0# et donc Ai = 0. 
La relation (A) se simplifie alors en A262 + A363 = 0# et donc A2 = A3 — 0 car la 
famille (62,63) est libre. La famille e est donc libre.

Finalement, la famille e = (ci, 62,63) est une base de E dans laquelle l’endomorphisme a 
est figuré par B : les matrices A et B sont semblables.

3.4 Exercices d’entraînement

3.4.1 Lorsque le corps de base est Q...

Exercice 6 **

(a) Le polynôme X  — 3X — 1 est-il irréductible dans Q[X] ? dans R[X] ?3
(b) Mêmes questions avec X  4-1.4

1. Les polynômes irréductibles de R[X] sont les polynômes de degré 1 et les polynômes de degré 2 
sans racines réelles.

2. On peut aussi factoriser le polynôme dans C[X] et recombiner les facteurs conjugués pour former
la factorisation dans R[X].

Solution
(a) méthode

Il Un polynôme est irréductible dans K[X] lorsque ses seuls diviseurs sont les 
|| polynômes constants non nuis et ses polynômes associés.

Par l’absurde, si le polynôme P = X3 — 3X + 1 n’est pas irréductible dans Q[X], il 
est possible de l’écrire comme produit de deux polynômes à coefficients rationnels non 
constants. L’un d’eux est de degré 1 et détermine donc une racine r € Q de P. On écrit r 
sous forme irréductible p/q (avec p € Z, q € N* et p A q = 1) et l’égalité P(r) = 0 donne 
après réduction au même dénominateur

p3 - 3pq2 -q3 = 0.

L’entier p divise p3 — 3pq2 et donc divise q3 = q3 x 1. Or p est premier avec q et donc 
(par le lemme de Gauss) p divise 1, c’est-à-dire p = ±1. Aussi, q divise 3pç2 + q3 = p3 
mais est premier avec p et donc q — 1. Ainsi, r = ±1. Cependant, ni 1, ni —1, ne sont 
racines de P. C’est absurde. Le polynôme P est donc irréductible dans Q[X],

En revanche, il n’est pas irréductible dans R[X] car il est de degré impair et possède 
donc une racine réelle a : le polynôme X — a est alors un facteur non trivial de P.

(b) Bien qu’il ne possède pas de racines réelles, le polynôme Q = X  + 1 n’est pas 
irréductible  dans R[X] : on peut le factoriser en faisant apparaître une différence de 
deux carrés 

4
1
2

X4 + 1 = (X2 4-1)2 - 2X2 = (X2 - y/2X + 1) (X2 + V2X + 1). (*)
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En revanche, le polynôme Q est irréductible dans Q[X]. En effet, si D est un diviseur 
non trivial de Q dans Q[X], c’est aussi un diviseur dans R[X]. Cependant, la facto
risation (*) fournit la décomposition en facteurs irréductibles de Q dans R[X] et les 
diviseurs non triviaux de Q dans R[X] sont donc les polynômes associés à X2 — \/lX +1 
et à X2 + y[2X 4-1. Le polynôme D ne peut être de cette forme car y[ï. est un nombre 
irrationnel.

1. Les vecteurs sont les nombres réels et les scalaires exprimant les combinaisons linéaires sont des 
nombres rationnels. Le produit extérieur est la multiplication usuelle. Cet espace est de dimension infinie 
(voir sujet suivant).

2. Dans le R-espace vectoriel R cette famille est assurément liée car comporte deux vecteurs en 
dimension 1.

Exercice 7 **
On munit K de sa structure1 de Q-espace vectoriel.

(a) Soit d G N*. À quelle condition la famille (1, Vd) est-elle libre?

(b) Établir la liberté de la famille (1, \/2, \/3, >/6).

Solution

(a) méthode
Une famille est libre lorsqu’une combinaison linéaire nulle des vecteurs de 
la famille est nécessairement écrite avec des scalaires tous nuis. Ici, on sera 
attentif à ce que les scalaires sont des nombres rationnels.

Cas : d est le carré d’un entier n. On peut simplifier la racine et affirmer que la fa
mille (1, -/d) est liée en vertu de la relation linéaire suivante

n 1 + ( — l)\/d = 0.

€Q

Cas : d n’est pas le carré d’un entier. Soit (À, p,) G Q2 tel que Al + py/d, = 0. En rédui
sant A et p à un dénominateur commun q, on obtient l’écriture

a + by/d = 0 avec a, b G Z, A = - et p = -.
q q

On en tire a = — by/d, puis, en élevant au carré, a2 = b2d.
Si a ou 6 est non nul, l’autre est aussi non nul et les facteurs premiers de a2 et b2 

s’écrivent tous avec des exposants pairs. Il en est alors de même pour d qui est donc 
le carré d’un entier. Ceci étant exclu, on obtient (a, b) = (0,0) puis (A, p) = (0,0). La 
famille (1, \/d) est alors libre.

Finalement, la famille (1, y/d) est libre2 dans le Q-espace vectoriel R si, et seulement 
si, d n’est pas le carré d’un entier.
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(b) Soit (a,/3,7,(5) G Q4 tel que a + 0y/2 + 7\/3 + = 0. Après réduction des
rationnels a,/3,7,<5 à un dénominateur commun q, on obtient l’écriture

a + by/2 + c\/3 + dVô — 0 avec a, b, c,deZ, a = -, 0 = -, 'y — - et â = -. 
q q q q

méthode
On forme des relations sur a, b, c, d en isolant deux termes et en élevant au 
carré.

. 2 2
D’une part, (a + 6v2) = (c\/3 4- d\/6) et, en développant les carrés,

a2 + 2abV2 + 2b2 = 3c2 + 6cdV2 + 6d2.

La famille (1, a/2) étant libre, on peut identifier les rationnels en facteur de 1 et de y/2 :

a2 + 2b2 = 3c2 + 6d2 (1)
2ab = 3cd.

D’autre part, (a + c-\/3)2 = (by/2 + dy/ôi)2 et le même raisonnement qu’au-dessus donne

a2 + 3c2 = 2b2 + 6d2 (2)
2ac = 4bd.

Après simplification, la somme des équations (1) et (2) donne a2 = 6d2 ce qui en
traîne a = d = 0 car 6 n’est pas le carré d’un entier. Aussi, la différence des équations (1) 
et (2) conduit à b = c = 0.

Finalement, la famille (1, \/2, x/3, -/ô) est libre dans le Q-espace vectoriel R.

Exercice 8 **
On peut énumérer1 l’infinité des nombres premiers en ordre croissant afin de former j 
une suite (pn)n^i ■ Pi = 2, p2 = 3, p3 = 5, etc. |

(a) Montrer que la famille (lnpn)n^i est une famille libre du Q-espace vectoriel R. j
(b) Que dire de la dimension du Q-espace vectoriel R ? i

--------"V"’"' ... . *■' 11 i --n1*" UJ

Solution

(a) méthode
La liberté d’une famille infinie équivaut à la liberté de toutes ses sous-familles 
finies.

Soit n g N* arbitrairement grand. Il nous suffit d’établir la liberté de la sous-famille 
finie (Inpi,... ,lnpn).

1. L’ensemble des nombres premiers est dénombrable.
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Soit (Ai,..., An) G Qn tel que Ai Inpi + • • • + An lnpn = 0. En réduisant les nombres 
rationnels Ai,..., An à un même dénominateur q, on obtient l’écriture

ai Inpi + • • • + an ln pn = 0 avec ccfc e Z et Afc = — pour tout k G [1 ; n]|.
q

Par la propriété de morphisme du logarithme, on obtient l’égalité

(n \ n
=° puis n^fe=i-

k=l / k=l

Afin d’interpréter cette égalité dans le cadre de l’arithmétique des entiers, on sépare les 
facteurs du produit selon le signe de ak

n n p^-
l^k^n l^.k^n

otk<0

Les deux membres de l’égalité correspondent à l’écriture d’un entier en produit de facteurs 
premiers, l’unicité de la décomposition en facteurs premiers des entiers entraîne ak = 0, 
puis Afc = 0, pour tout k E [1 ; nj.

La famille étudiée est donc libre.

(b) Le Q-espace vectoriel R contient une famille libre infinie, il est donc de dimension 
infinie.

3.4.2 Applications linéaires

Exercice 9 *
Soit / un endomorphisme d’un espace E de dimension finie vérifiant rg(/2) = rg(/).

1. Plus généralement, on peut affirmer Im(<? o /) c Im(g) pour tous f et g endomorphismes de E.

(a) Établir Im(/ ) = Im(/) et Ker(/ ) = Ker(/).2 2
(b) Montrer que les espaces Im(/) et Ker(/) sont supplémentaires dans E.

Solution

(a) méthode
Il On transforme les inclusions Im(/2) C Im(/) et Ker(/) C Ker(/2) en égalité 
|| par un argument de dimension.

Soit y € Im(/2). Il existe un antécédent x E E tel que y = f2(x) et donc y est élément 
de Im(/) car on peut écrire y = /(/(#)) — f(a) avec a = f(x) élément de E. Ainsi, on 
a l’inclusion1 Im(/2) C Im(/). De plus, l’hypothèse rg(/) = rg(/2) fournit l’égalité des 
dimensions et l’on peut affirmer Im(/2) = Im(/).
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Aussi, pour x € Ker(/), on a /(a:) = 0# donc /2(æ) = /(O#) = 0#. Ainsi, on peut 
écrire1 Ker(/) C Ker(/2). De plus, la formule du rang appliquée à f et f2 donne

1. Aussi, on peut affirmer Ker(g) C Ker(/ o g) pour tous f et g endomorphismes de E.
2. Pour tout x E E, f(x) est élément de Im(/) donc de Ker(/) et par conséquent /(/(x)) = 0^.
3. Tout y de Im(/) peut s’écrire f(x) avec x e E et alors /(?/) = /(f(x)) = 0e donc y e Ker(/).

dim E = rg(/) + dim Ker(/) et dimE = rg(/2) + dim Ker(/2).

On en déduit dimKer(/) = dimKer(/2). Par inclusion et égalité des dimensions, on 
conclut Ker(/2) = Ker(/).

(b) méthode
Il suffit de vérifier que Im(/) et Ker(/) sont en somme directe avant de conclure 
avec un argument de dimension.

Soit x € Ker(/) O Im(/). On a /(#) = 0# et l’on peut introduire un antécédent a E E 
tel que x = f(d). On a alors /(/(a)) — f(x) = 0# et donc a appartient au noyau de f2. 
Or celui-ci se confond avec le noyau de f et donc x = /(a) = 0#. Ainsi, les espaces Im(/) 
et Ker(/) sont en somme directe. De plus, la formule du rang donne

dim E — dim Im(/) + dim Ker(/)

et l’on peut conclure que les espaces Im(/) et Ker(/) sont supplémentaires.
' *

Exercice 10 *
Soit f un endomorphisme d’un espace E de dimension finie. Montrer

Ker(/)= Im(/) <=> (/2 = 0 et dimE = 2rg(/)).

Solution

méthode
Pour f,g E £(E), on sait

g o f = 0 <=> Im(/) C Ker(p).

On raisonne par double implication.
( => ) Supposons Ker(/) = Im(/). D’une part, f2 = 0 car2 Im(/) C Ker(/). D’autre 

part, la formule du rang donne dimE = rg(/) + dimKer(/) = 2rg(/) car les dimensions 
de Ker(/) et Im(/) sont égales.

( <= ) Supposons f2 = 0 et dimE = 2rg(/). D’une part, Im(/) C Ker(/) car3 
f ° f = 0. D’autre part, la formule du rang donne 2rg(/) = dimE — rg(/) + dimKer(/) 
et donc dimlm(/) = dimKer(/). Par inclusion et égalité des dimensions, on peut con
clure Im(7) = Ker(/).
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Exercice 11 **
Soit f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie.

(a) Montrer
rg(<7 ° /) = rgfa) <==> E = Im(f) + Ker(^).

(b) Montrer
rg(<7 ° /) = rg(/) Im(/) A Ker(p) = {0s}.

Solution
(a) méthode

Sachant l’inclusion Im(<7 o f) c Im(p), l’égalité des rangs de g o f et g signifie 
l’égalité des espaces images.

On raisonne par double implication.
( <= ) Supposons E = Im(/) + Ker(</). Soit y élément de Im(g). On peut introduire 

un antécédent x G E tel que y = g(x) et écrire x = a + b avec a € Im(/) et b G Ker(p)-. 
On peut aussi écrire a — f(c) avec c G E et alors

y = 9(x) = g(a) + g(b) = g(a) = p(/(c)) G Im(p o /).

Par conséquent, Im(^) C Im(p o /) puis Im(p) = ImQ? o /) donc rg(p o /) = rg(<?).
( => ) Supposons rg(g o /) = rg(p) et donc Im(^) = Im(p o /) : la force de cette hypo

thèse réside dans l’inclusion Im(^) C Im(po/) qui signifie que n’importe quel vecteur g(x) 
peut s’écrire sous la forme p(/(a)) pour un certain vecteur a de E.

Soit x G E. Introduisons, un vecteur a tel que g(x) = p(/(a)) et considérons le vec
teur b — x — f(a). On a x = f(a) + b avec /(a) G Im(/) et & G Ker(cj) car g{x} = ÿ(/(a)). 
Ainsi, E C Im(/) + Ker(g) et donc E = Im(/) + Ker(^) puisque l’inclusion réciproque 
est entendue.

(b) méthode
Sachant l’inclusion Ker(/) c Ker(p o /), l’égalité des rangs de f et g o f 
signifient l’égalité des noyaux.

On raisonne par double implication.
( <= ) Supposons Im(/)AKer(p) = {O#}. Soit x un élément de Ker(go/). Pour celui- 

ci, on a à la fois f(x) dans Im(/) et dans Ker(</). On a donc f(x) = 0#. On en déduit 
Ker(go /) c Ker(/). L’autre inclusion étant immédiate, on obtient l’égalité des noyaux, 
puis, par la formule du rang, l’égalité des rangs de f et de g o f.

( => ) Supposons rg(g o /) = rg(/). A l’inverse du raisonnement précédent, on peut 
affirmer Ker(po/) = Ker(/). Soit x G Im(/)AKer(p). On peut écrire x = f(a) avec a e E 
et l’on a g(x) = 0#. On en déduit (<7°/)(a) = 0# et donc a est élément de Ker(go/), c’est- 
à-dire de Ker(/). On peut alors conclure x = f(d) = O#. Ainsi, Im(/) A Ker(<?) C {0#} 
et l’on conclut Im(/) A Ker(g) = {O#} car l’inclusion réciproque est entendue.
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Exercice 12 ** (Noyaux et images itérés) j
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E et p G N.

(a) Montrer que si Ker(/P) = Ker(/p+1) alors, pour A; G N, Ker(/P) = Ker(/p+fe).

(b) Établir la même propriété avec les espaces images.

(c) Donner un exemple d’endomorphisme f pour lequel il n’existe pas d’entiers p 
tels que Ker(/P) = Ker(/p+1).

(d) Même question avec les espaces images.

Solution
(a) On connaît1 la croissance (au sens de l’inclusion) de la suite des Ker(/P). Il s’agit 

ici d’établir que la suite devient constante dès que deux noyaux successifs sont égaux.
Supposons Ker(/p+1) = Ker(/P).

méthode
On propage l’égalité Ker(/p+1) = Ker(/P) en écrivant

r+lc+l(x) = f+i(fk(x'l).

Soit x G E et k Ç. N. On a

x G Ker(/p+fc+1) <=> fk(x) G Ker(/p+1)
fk(x) G Ker(/P)
x G Ker(/p+fc).

On en déduit Ker(/p+fc+1) = Ker(/p+fc). Par une récurrence facile, on peut conclure à 
l’égalité Ker(/p+fe) = Ker(/P) pour tout A; G N.

(b) On connaît la décroissance2 de la suite des Im(/P). On montre ici que la suite 
devient constante dès que deux images successives sont égales.

Supposons Im(/p+1) = Im(/P).

méthode
On propage l’égalité Im(/p+1) = Im(/P) par l’écriture

r+‘(a) = /*(/’«

Soit y G E et k G N. On a

î/G Im(/p+fe) <=> 3ar G Im(/P), y = fk(x)

<=> 3a; G Im(/p+1), y =/fe(a?)
?/Glm(/p+fe+1).

1. Si fp(x) — Oe alors /p+1(x) = /(O#) = 0# : Voir le sujet 24 du chapitre 8 de l’ouvrage Exercices 
d’algèbre et de probabilités MPSI.

2. Si y = /p+1(æ) alors y = fp(a) avec a = f(x).
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On en déduit Im(/p+fc+1) — Im(/p+fc) et l’on peut alors conclure Im(/p+/c) = Im(/P) 
pour tout k E N.

(c) Dans un espace de dimension finie, les dimensions des noyaux itérés forment une 
suite d’entiers majorée donc constante à partir d’un certain rang. Les noyaux sont alors 
égaux à partir de ce rang. Un exemple tel que demandé ne peut alors être trouvé qu’en 
dimension infinie. Dans l’espace K[A], on peut proposer l’endomorphisme D de dérivation 
pour lequel Ker(Dp) = Kp_i[X] pour tout p 1.

(d) De la même façon, un exemple doit être recherché en dimension' infinie : l’endo
morphisme ■0: P XP dans K[X] convient  puisque Im(V’p) = XPK[X].1

1. Les deux exemples précédents sont à rapprocher des endomorphismes qui transforment une suite
numériques (uq, ui,...) en une suite obtenue par décalage, soit en perdant le premier terme (tti, U2,...),
soit en insérant un premier terme nul (0, uq, ui, ...).

Exercice 13 ** |
Soit /, g, h E tels que f ° g = h, g oh = f et ho f — g.

(a) Montrer que f, g et h ont même noyau et même image.
(b) Vérifier f  = f.5
(c) En déduire que l’image et le noyau de f sont supplémentaires dans E.

Solution

(a) méthode
On emploie l’égalité f o g = h pour affirmer que le noyau de g est inclus dans 
celui de h et l’image de h incluse dans celle de f.

Soit x élément de Ker(g). On a h(x) — (f o g)(x) = fÇg(x)^ = f (Ojg) = Oe donc x 
appartient à Ker(À). Ainsi, on a l’inclusion Ker(g) C Ker(Æ). De même, l’égalité g oh = f 
donne Ker(À) C Ker(/) et ho f — g donne Ker(/) c Ker(p). On a alors les inclusions

Ker(^) c Ker(/i) c Ker(/) c Ker(<?)

et l’on peut conclure que les trois noyaux sont égaux.
Aussi, h — f o g entraîne que les valeurs prises par h sont des valeurs prises par f. On 

peut ainsi affirmer Im(/i) C Im(/) mais aussi Im(/) C Im(^) et Im(</) C Im(/i) car on a 
respectivement f = g o h et g = ho f. Les trois espaces images sont égaux.

(b) méthode
|| On vérifie f2 * = g2 = h2.

Par associativité f2 = (g o h) o f = g o (ho f) — g2. De même, on a g2 = h2 et alors

f = g2 o h2 o f = g o (g o h) o (h O /) = g o (f o g) = g o h = f.
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(c) méthode
On vérifie1 * par analyse-synthèse que tout vecteur de E s’écrit de façon unique 
comme la somme d’un vecteur de l’image et d’un vecteur du noyau.

1. S’il y avait eu une hypothèse de dimension finie, on aurait pu établir que les espaces sont supplé
mentaires en étudiant leur intersection et en employant la formule du rang : dim E = rg(/) -l-dim Ker(/).

Soit x E E.
Analyse : Supposons x = a + b avec a E Im(/) et b E Ker(/). On peut écrire a — f(c) 

avec c E E et l’on a f4(x) = /5(c) = /(c) = a. Ceci détermine a puis b = x — a de façon 
unique.

Synthèse : Posons a — f4(x) et b = x — a. On a immédiatement a E Im(/) et x = a + b. 
Reste à vérifier l’appartenance de b au noyau de f : ce qui résulte du calcul suivant :

/(6) = f(x) - /(a) = f{x) - f5(x) = 0E.

On peut conclure que les espaces Im(/) et Ker(/) sont supplémentaires.

Exercice 14 **
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n E N. Montrer

f est un projecteur <=> rg(/) + rg(Idî? — /) = n.

Solution
Raisonnons par double implication.
( ==> ) Si f est un projecteur, les espaces Im(/) ^er(/)/

et Ker(/) sont supplémentaires et f est la projec- , . , . / x
tion sur Im(/) parallèlement à Ker(/). L’endomor- ' E .S
phisme Id# — f correspond alors à la projection /Im(/)
complémentaire de /, c’est-à-dire la projection sur j * ci \
Ker(/) parallèlement à Im(/). On en déduit E

rg(f') + rg(Ids - /) = dimlm(/) + dimKer(/) = n.

( <= ) Supposons rg(/) + rg(IdE - /) = n.

méthode
|| On vérifie que les espaces F = Im(/) et G — ImQdjg —/) sont supplémentaires.

Pour tout x E E, on peut écrire x = a + b avec a = f{x) E F et b = x — /(x) G G. 
Ainsi, E C F + G puis E = F + G. Or dim F + dim G = rg(/) 4- rg(Ids — /) = dim E et 
donc E = F ® G.

L’écriture x — /(x) + (x — /(x)) apparaît comme l’unique façon de décomposer un 
vecteur x en la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. Puisque l’application f 
associe à x le premier vecteur de cette écriture, elle se comprend comme la projection 
sur F parallèlement à G.
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Exercice 15 **
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie. Montrer

dimKer(uou) dimKer(u) + dimKer(v).

Solution

méthode
|| On applique la formule du rang à la restriction de v au départ de Ker(u o v).

Notons v' la restriction de v au départ de Ker(uot>). Celle-ci est une application linéaire 
et la formule du rang appliquée à v' permet d’écrire

dim Ker(tt o v) = rg(î/) + dimKer(u').
espace de départ

(*)

Cependant,
Ker(î/) = Ker(v) A Ker(w o v)

et donc Ker(v') C Ker('u) ce qui entraîne dimKer(v') dimKer(u).
Aussi, les valeurs prises par v' appartiennent à Ker(tt) car, pour tout x € Ker(u o v), 

on a u(y'(xy) = u(y(x)) = 0^;. On a ainsi Im(t/) C Ker(u) et donc rg(u') dimKer(u). 
L’équation (*) donne alors la relation voulue.

Exercice 16 **
Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E de dimension finie.

(a) Déterminer la dimension de l’espace A == {/ G £(E) | Im(/) G F}.

(b) Déterminer la dimension de l’espace B = {/ G £(E) | F C Ker(/)}.

Solution
On vérifie dans les deux études que les parties A et B sont des sous-espaces vectoriels 

de C(E) car non vides et stables par combinaisons linéaires.

(a) méthode
On peut calculer la dimension d’un espace en déterminant un isomorphisme 
entre celui-ci et un espace de dimension connue.

Les endomorphismes dont l’image est incluse dans F peuvent s’identifier aux applica
tions linéaires de E vers F. Plus précisément, l’application : A —» £(F, F) qui associe 
à f G A sa restriction1 f\^ au départ de F et à valeurs dans F est un isomorphisme 
d’espaces vectoriels. On en déduit

1. Cette restriction est bien définie car l’application f prend ses valeurs dans F.

dim A = dim £ (F, F) = dim F x dim F.
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(b) méthode
Une application linéaire est entièrement déterminée par ses restrictions li
néaires sur des espaces supplémentaires.

Introduisons G un espace supplémentaire de F et, pour f G £(E), notons f\p et /Ig 
les restrictions de / au départ de F et G et à valeurs dans E. Les éléments de B sont 
exactement les endomorphismes dont la restriction au départ de F est nulle : ils sont 
entièrement déterminés par leur restriction au départ de G qui est une application linéaire 
quelconque de G vers E. Ainsi, l’application <I>: B —» E(G,E} qui à f & B associe f\g 
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. On en déduit

dim B = dim £(G, E) = (dim E — dim F) dim E.

méthode
|| Une résolution matricielle de ce sujet est aussi possible.

Si l’on introduit une base de E dont les premiers vecteurs forment une base de F, les 
endomorphismes des espaces A et B correspondent respectivement à ceux figurés dans, e 
par les matrices par blocs

(* / 0
oo; et \o *7

où les blocs diagonaux sont carrés de tailles r et n — r avec n = dim E et r = dim F.

Exercice 17 **
Soit / un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel que la famille (rr, /(x)) est liée 
pour tout vecteur x de E.

(a) Justifier que, pour tout x E E, il existe un scalaire a tel que /(x) = ax.
(b) En déduire que / est une homothétie vectorielle.

Solution
(a) Si x = 0e, n’importe quel scalaire a convient.

Sinon, la famille (a;,/(a:)) étant liée, il existe (A,^) (0,0) tel que Ax 4- pf(x) = 0e-
Le scalaire /z ne peut pas être nul car x n’est pas le vecteur nul et le couple (A, /z) n’est 
pas le couple nul. On peut alors diviser par p et écrire /(a:) — ax avec a = —A/p.

(b) A priori, le scalaire a introduit1 à la question précédente dépend de la valeur 
de x. Pour souligner cette dépendance, notons le ax lorsque x est non nul.

1. Lorsque x est un vecteur non nul, le scalaire a est déterminé de façon unique. Lorsque x est le 
vecteur nul, le scalaire a peut être choisi de façon arbitraire.

méthode
|| On montre que ax = ay en étudiant /(a; 4- y).

Soit x et y deux vecteurs non nuis de E. Par linéarité, on a f(x + y) = /(a;) 4- /(?/) et 
donc

o^æ+ÿ(æ 4” 2/) = axx 4- ayy.
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Poursuivons1 en discutant selon que la famille (rr, y) est libre ou non.

1. Il n’est possible d’identifier les scalaires en facteurs de x et y que si la famille (x, y) est libre.

Cas : (x, y) est libre. L’égalité précédente donne la combinaison linéaire nulle

Ç^x+y Oix^X 4- (ctæ-f-y Qy)y = ^E-

On en déduit oæ_|_y o^x — <-^x-\~y @^y — fi donc — o*y *
Cas : (x, y) est liée. On peut écrire y = Xx avec À 0 car x et y sont deux vecteurs 

non nuis. On vérifie alors directement l’égalité de ax et ay car

f(y) = ayy = ayXx et f(y) = /(Ax) = X.f(x) = Xaxx.

Sachant X 0 et x Oe, on conclut : ax = ay.
Ainsi, l’application x ctx est constante sur E \ {0#}. Notons a la valeur de cette 

constante. Pour tout vecteur x non nul, on a /(x) = ax et cette égalité est aussi valable 
si x est le vecteur nul. Finalement, f est une homothétie.

Exercice 18 *** 1
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie. P
Résoudre l’équation u o f = v d’inconnue f G £(E)- P

....... ■>'

Solution
S’il existe un endomorphisme f tel que uo f = v, les valeurs prises par v sont nécessai

rement des valeurs prises par u, c’est-à-dire Im(u) c Im(u). Supposons cette condition 
remplie pour la suite. Pour résoudre l’équation u o f = v, on souhaite pouvoir inverser 
l’endomorphisme u.

méthode
Une application linéaire induit un isomorphisme entre tout supplémentaire de 
son noyau et son image.

Soit S un espace supplémentaire de Ker(tt) dans E et l’isomorphisme réalisé par la 
restriction de u au départ de S et à valeurs dans Im(u). Considérons ensuite /i = ov. 
Cette application est bien définie car v prend ses valeurs dans Im(u) qui est l’espace 
de définition de ç>-1. Par composition d’applications linéaires, on peut aussi affirmer 
que fi est linéaire et l’on peut comprendre fi comme un endomorphisme de E. Enfin, 
puisque prend ses valeurs dans S et que u se confond avec tp sur S, on vérifie :

uo fi = <p o ç>-1 o v = v.

Ainsi, fi détermine une solution de l’équation uo f = v.

méthode
L’obtention d’une solution particulière à une équation linéaire permet de ra
mener l’étude à la résolution d’une équation homogène.
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Pour f G £(2?),

u o f = v <=> u o f = u o fl
«o(/-/i) = 0

<=> Im(/ - fi) C Ker(u).

Les solutions de l’équation u o f = v sont alors les endomorphismes

f = fi + g avec g E £(E) tel que Im(^) c Ker(u).

3.4.3 Produit matriciel
'----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Exercice 19 *
Soit A G A'tn.pCK) et B G AtP)n(K)- Établir tr(AB) = tr(BA).

Solution
méthode

Le produit MN de deux matrices M et N est possible seulement si le nombre n 
de colonnes de M est égal au nombre de lignes de N. Le coefficient général de 
la matrice produit est alors1

n
[MNhj = E ■

fc=l

Les produits matriciels AB et B A sont tous deux possibles et déterminent des matrices 
carrées. On peut donc calculer les traces étudiées.

D’une part, la matrice AB étant carrée de taille n,
n n / p \

= £ [XB],. = £ E R IR,. • W
i=l z=l \j = l /

D’autre part, la matrice B A étant carrée de taille p,
p p f n \

tr(fM) = £ [BA]^ = E E R,. M.j ■ (**)
J=1 j=l \î=l /

Les termes sommés dans (*) et (**) sont identiques et il suffit d’échanger les deux 
sommes pour pouvoir affirmer tr(AB) = tr(BA).

Exercice 20 **
Soit A G A4n(R). Pour M G A4n(R), on pose ip(M) = AM — MA.

(a) Vérifier que définit un endomorphisme de jMn(R).
(b) Calculer la trace de <p.

1. [A]i • est une notation possible pour désigner le coefficient d’indice (i,j) d’une matrice A.



3.4 Exercices d’entraînement 89

Solution
(a) L’application p est bien définie de Aztn(R) vers lui-même. Pour tous Ai,A2 G R 

et MlyM2 6 .A4n(R) on vérifie ^(AiMi + A2M2) = + A2<^(A/2) car

A(AiMi + A2A/2) — (A1A/1 H- A2M2)A — Ai(j4Afi — A/i-A) A2(-AA/2 — M2A)’

(b) méthode
|| La trace d’un endomorphisme est la trace d’une matrice figurant celui-ci.

Étudions la matrice représentant p dans la base canonique de A4n(lR) constituée des 
matrices élémentaires1 Eid. En introduisant les coefficients a,id de la matrice A, on peut 
écrire

1. Une matrice élémentaire Eij est une matrice dont tous les coefficients sont nuis sauf celui d’indice 
(i,j) qui vaut 1.

2. Ces matrices élémentaires doivent être de types compatibles : Eitj de type (n,p), Ek^ de type 
(p, q), le produit étant quant à lui de type (n,g). Voir sujet 1 du chapitre 9 de l’ouvrage Exercices 
d’algèbre et de probabilités MPSI.

3. Sj,k est un symbole de Kronecker.
4. En fait, les endomorphismes M AM et M h MA sont tous deux de trace ntr(A). Par des

calculs semblables, on peut aussi établir que la trace de l’endomorphisme M AM A est (tr(A))2.

méthode
On obtient le produit de deux matrices élémentaires2 par la formule 3 :

Eid Ek,g — ôjjfEi,£ avec $j,k — <
si j = k 
sinon.

Pour (fc, € [1 ; n]]2
n f n \ n f n

^p{Ek,t) ~ I EidEk,e j I Ek,zEid

Î=1 'J=1 t=1 'ËËËeZ
n

~ a£,jEk,j-

J=1

Les coefficients diagonaux de la matrice figurant p dans la base des matrices élémen
taires sont les coordonnées des p(Ek,e) selon E^/ à savoir les ak,k ~ 0,1,i- La trace de p 
est donc4 

n / n \
tr(</?) = ^2 ( 52(ûfc>fc ” I = ntr(A) - ntr(A) = 0 

k=l v=l /
car

n / n \ n n / n \ n
52 ( 52 ak’k )= 52 nak’k = n tr(^) et 52(52)= 52 tr(^)=n trW 
k=l v=l / k=l k=l V=1 / fc=l
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3.4.4 Ensemble de matrices

Exercice 21 * (Le « corps » des quaternions)
On note M l’ensemble des matrices î

l
?

M(a,b)=(a-r avec a,beC. I
\—b a)

I
(a) Montrer que H est une algèbre réelle de dimension 4 pour les opérations usuelles.
(b) Vérifier que tout élément non nul de JH est inversible dans HL > j

Solution
(a) méthode

|| On vérifie que H est une sous-algèbre de l’algèbre réelle

AÏ2(C) est une C-algèbre de dimension 4 donc aussi une R-algèbre de dimension 8.
L’ensemble El est une partie de A42(C) contenant le neutre multiplicatif I2 (obtenu

pour a = 1 et b = 0). De plus, pour a, b, c, d G C et A, y G R, on vérifie par le calcul

AM(a, b) + p,M(c, d) = M(Xa + yc, Xb + yd) G El
M(a, &)M(c, d) = M(ac — bd, ad + bc) G H.

Ainsi, El est une sous-algèbre de la R-algèbre A^C) et c’est donc une R-algèbre. Enfin,
en introduisant les parties réelles et imaginaires des complexes a et b, on peut écrire

M(a, 6) — H2 + x J + yK + zL

avec t = Re(a), x — Im(a), y — Re(b), z = Im(6) et

El est l’ensemble des combinaisons linéaires réelles des quatre matrices1 I2, J, K et L. 
Ces dernières étant linéairement indépendantes, El est un espace réel de dimension 4.

1. On a les relations remarquables J2 = K2 = L2 = —12, J K = L, KL = J et LJ — K.

(b) Soit (a, b) G C2. Étudions l’inversibilité de M(a, b) dans El.
Si M(a, &) 7^ O2, on a (a, b) / (0, 0) et det(M(a, 6)) = |a|2 + |&|2 7^ 0. On en déduit 

que la matrice M(a, b) est inversible dans A42(C). De plus, en introduisant sa comatrice, 
on peut exprimer l’inverse de M(a, b) puis vérifier son appartenance à El :

(â —b \
--- 9------ 9 ! ---9------ 9 1 £ El.|a|2 + |è|2 |a|2 + |&|2;
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Z
1 si i = j
0 si i / j.

Finalement, tout élément non nul de l’algèbre 1H1 est inversible1.

1. La multiplication sur 1HI n’est pas commutative et donc H n’est pas un corps dans le sens où ce 
concept est défini dans le cours.

2. On peut aussi calculer le coefficient général de la matrice produit P(cr)P(a/) et y simplifier le 
produit des symboles de Kronecker.

3. L’application qui à a € Sn associe P(cr) E GLn(R) est un morphisme de groupes : il transforme 
l’inverse en l’inverse.

Exercice 22 ** (Matrices de permutation)
■

Soit n un entier au moins égal à 2. On appelle matrice de permutation associée à I 
une permutation a de <Sn, la matrice déterminée par

P(o-) = € A4n(K) avec §itj =

(a) Vérifier P(a o a') — P{a)P{cr') pour tous a et a' dans Sn.
(b) Calculer le déterminant d’une matrice de permutation.
(c) Justifier *(P(cr)) = pour toute permutation cr G Sn.

Solution
(a) méthode

|| On interprète2 P(cr) comme la matrice d’un endomorphisme simple à décrire.

Soit cr G Sn et ua l’endomorphisme de Rn canoniquement associé à P(cr). En notant 
e = (ei,..., en) la base canonique de Rn, on a ua(ej) = ea(j) pour tout 1 C j n.

Pour cr et </ G Sn, l’endomorphisme canoniquement associé à P(cr)P(cr') est ua o ua>. 
Or, pour tout j G [1 ; n],

ua o Uff'{e.j^ — ua(ea>[jÇ) = ea^ffrçj^ = eaoa>

Une application linéaire étant complètement caractérisée par l’image d’une base, on ob
tient Ua O ua> = uaO(7> puis P(cr)P(cr/) = P(ct o cr').

(b) Soit cr G <Sn. Le déterminant de la matrice P(cr) est aussi celui de ua. Par la 
propriété d’antisymétrie du déterminant d’une famille de vecteurs, on obtient

det(P(cr)) =det(ua) = dete(eCT(1),..., eCT(n)) = e(cr) dete(ei,... ,en) = e(a).
=i

(c) Soit cr G Sn.

méthode
|| L’inverse d’une matrice orthogonale est sa transposée.

La matrice P(cr) est orthogonale car ses colonnes sont unitaires et deux à deux orthogo
nales. La transposée de P(cr) est donc son inverse. Aussi, on a P(cr)P(cr-1) = P(Id) = In 
et P(cr—1) est l’inverse3 de P(cr). On en déduit l’égalité proposée.
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Exercice 23 *** (Matrice stochastique)
On dit qu’une matrice A = (aij) e A4n(R) est stochastique si tous ses coefficients 
sont positifs et si

n

aij = 1 pour tout i G fl ; n].
3=1

(a) Montrer que l’ensemble des matrices stochastiques de taille n est stable pour la 
multiplication des matrices.

(b) À quelle condition une matrice stochastique est-elle inversible tout en ayant 
pour inverse une matrice stochastique ?

Solution
(a) Soit A — (üij) et B = deux matrices stochastiques de taille n. Vérifions que 

la matrice C = AB = (cî)7) est aussi stochastique.
Pour tous i et j dans [1 ; n]|, on a

n
Ci,j = G'i,kbk,j • 

k=l

Par somme de produits de réels positifs, on peut affirmer que les coefficients de C sont 
tous positifs. Au surplus, pour tout i G [1 ; n], on peut écrire en échangeant les deux 
sommes

n n ( n \ n ( 71 \ n
Ci,j “ 2 I > ^i,kbk,j j = I G"i,)k j — ^i,k = 1*

j=l j=l \/c=l / k=l \ j=l / k=l

= 1

La matrice C est donc stochastique1.

(b) Analyse : Supposons la matrice A = G jMn(R) stochastique et inversible 
d’inverse B = elle aussi stochastique. Pour tous i et j G [1 ; n]|, on a

ÿ«,feô>:, = P SH=J 
h • J V - » j-

méthode
|| On montre que la matrice A comporte un et un seul 1 sur chaque ligne.

Soit i G [1 ; n]. Pour tout k G [1 ; n]|, on a > 0 et bk,i 1 donc a^b^i En 
sommant ces inégalités pour k allant de 1 à n, on obtient

n n
1 — Q"i,kbk,i 2 ®"hk ~ L 

k=l k=l

1. En notant J la colonne de hauteur n dont tous les coefficients sont égaux à 1, la condition sur la 
somme des coefficients de A se relit AJ = J ce qui permet une justification rapide : AB J = AJ = J.
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Les inégalités a-^bk,! di,k sont donc toutes des égalités et l’on peut affirmer que, 
pour tous les indices i et k de ona = 1 ou bk,i = 0. Puisque la matrice B 
est inversible, elle ne possède pas de colonne nulle et, donc, pour chaque i de [1 ; n], il 
existe k dans [1 tel que bk,i 0 ce qui entraîne — 1. De plus, les coefficients de 
la z-ème ligne de A sont positifs et de somme 1 : en dehors de l’élément d’indice k, tous 
les autres éléments de la z-ème ligne de A sont nuis.

Résumons, pour chaque indice i de [1 ;n]|, il existe k dans tel que = 1 
et j = 0 pour tout j € [1 ; n]| tel que j k. Posons alors cr(z) = k ce qui détermine 
une application a de [1 ;n]| vers lui-même telle que = <5CT(i)j pour tous les indices i 
et j. De plus, l’application a est injective car la matrice A ne peut posséder deux lignes 
identiques puisqu’elle est inversible. L’application a est donc une permutation de [1 ; n] 
vérifiant A =

Synthèse : Inversement, une telle matrice est inversible et son inverse1 est B = (<5i,0(j)) 
qui est une matrice stochastique.

1. Voir le sujet précédent, A est la matrice de la permutation cr-1.
2. On ne suppose pas a priori que G soit un sous-groupe de GLn(K). En particulier, le neutre du 

groupe (G, x) peut être différent de la matrice In-
3. On ignore si la matrice A est inversible dans Ain (K) et elle ne l’est pas quand J In.

Finalement, les matrices stochastiques inversibles d’inverse stochastique sont les ma
trices de permutation.

3.4.5 Rang d'une matrice

Exercice 24 *
Soit G une partie de A4n(K) telle que (G, x) soit un groupe2.
Que peut-on dire du rang des matrices de G ?

Solution

méthode
|| Le rang commun des éléments de G est le rang du neutre de (G, x).

Notons J l’élément neutre du groupe (G, x) et considérons A un élément quelconque 
de G. Puisque le rang d’un produit de deux matrices est inférieur aux rangs des facteurs 
qui le constituent, on a

rg(A) = rg(AJ) rg(J).

De plus, la matrice A est inversible3 dans le groupe (G, x). On peut donc introduire une 
matrice B e G telle que AB = J et alors

rg(J) = rg(AB) < rg(A).

On en déduit rg(A) = rg(J) : tous les éléments de (G, x) ont le même rang.
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Exercice 25 * |
Soit A G A4n>p(K) une matrice de rang r. Montrer qu’il existe des matrices B et C, ! 
respectivement dans Atn,r(K) et jMr,P(K), telles que A = BC.

Solution
Puisque de rang r, la matrice A est équivalente1 à la matrice

1. Deux matrices A, B de même type sont équivalentes dans «Mn(]K) lorsqu’il existe des matrices 
inversibles P et Q de «A4n(IK) telles que A = QBP^1. Il revient au même de dire que les matrices A 
et B ont le même rang.

2. Lorsque la matrice A est de rang 1, on obtient l’écriture A = YlX avec X et Y colonnes : on 
pourra comparer cette résolution à celle du sujet 25 du chapitre 9 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de 
probabilités MPSI.

Jr = (o o) e A4"(K)

où les 0 désignent des blocs nuis de tailles appropriées. On peut donc introduire des 
matrices P E GLP(K) et Q E GLn(K) telles que A — QJrP~1.

méthode
On décompose la matrice Jr sous la forme demandée et l’on adapte cette 
écriture à la matrice A.

Introduisons les matrices

K = G Aïn,r(K) et L = (Ir 0) G Afr,p(K).

Par produit par blocs, on vérifie Jr = KL et, en introduisant B = QK G .A4njr(]K) 
et C = LP"1 G jMr)P(K), on obtient l’écriture A = BC avec B et C qui ont les types 
voulus2.

Exercice 26 **
Soit A G A4n(R) une matrice de rang r. Déterminer la dimension de l’espace

{B G -A4n(R) | ABA = On}.
's « • "> w—y x —> '"w-   - ' N ~        !— J

Solution
L’ensemble étudié est le noyau de l’endomorphisme B t-> ABA défini sur jMn(R), il 

s’agit bien d’un espace vectoriel comme l’affirme l’énoncé du sujet.
méthode

On transforme l’étude en une étude équivalente où la matrice A devient la 
matrice Jr.

On introduit des matrices P et Q G GLn(R) vérifiant A = QJrP~l et alors

ABA = On <=> QJrP~1BQJrP~1 = On
<=> JrP~vBQ Jr = On.

~=M
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L’application B P~vBQ définit un isomorphisme de {B E A4n(R) | ABA = On} 
vers {M E A4n(R) | JrMJr = On}.

méthode
On détermine les matrices M G A4n(R) vérifiant JrMJr = On en raisonnant 
par blocs.

On écrit la matrice M par blocs

"“(m1,1 m1'2) avec *.i f W

1. On détermine la dimension de cet espace en dénombrant les matrices élémentaires qui en constituent 
une base.

2. Le cadre hypothétique invite directement à introduire une telle base. Cependant, une « petite » 
analyse est aussi possible et fait observer que r doit être le rang de A, que l’image de a est incluse dans 
l’espace engendré par les r premiers vecteurs de la base et que les derniers vecteurs doivent appartenir 
au noyau de a.

^2,2 /

On obtient alors après calculs par blocs

JrMJr — Or > Afij = Or.

Les matrices M vérifiant JrMJr = On sont donc celles de la forme

/ Or
l * *y

Ces matrices constituent un espace de dimension1 n2 — r2 et par isomorphisme

dim{B G A4n(R) | ABA = On} = n2 - r2.

3.4.6 Matrices semblables

Exercice 27 * j
Soit A G A4n(R) une matrice non nulle telle que les espaces Im(A) et Ker(A) sont 
supplémentaires. Montrer que la matrice A est semblable à une matrice de la forme g

avec A' € GLr(R) g

(où les 0 désignent des blocs nuis de tailles appropriées). I

A' 0\
o o)

Solution
Soit a l’endomorphisme de E = Rn canoniquement associé à la matrice A. Par hypo

thèse, on a E = Im(a) ® Ker(a).

méthode
|| On introduit2 une base adaptée à la supplémentarité de Im(a) et Ker(a).
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Posons r le rang de a, (ei,..., er) une base de l’image de a et (er+1,..., en) une base 
de Ker(a). La famille e = (ei,... ,en) est une base de E adaptée à la supplémentarité 
de Im(a) et Ker(a). Formons la matrice de a dans cette base.

Pour tout j E [1 ; r]|, les vecteurs a(e7) appartiennent à l’image de a et sont donc combi
naisons linéaires des vecteurs ei,..., er : leurs coordonnées selon les vecteurs er+i,..., en 
sont toutes nulles.

Pour tout j € [r + 1 ; nj, les vecteurs a(ej) sont nuis donc de coordonnées nulles.
La matrice de a dans la base e est donc de la forme

avec A' E jMr(R).

Enfin, cette matrice est de rang r = rg(a) et donc1 rg(A') = r ce qui assure que la 
matrice A' est inversible2.

1. On ne modifie pas le rang d’une matrice lorsque l’on retire des rangées nulles de celle-ci.
2. Puisque Im(a) est un supplémentaire de Ker(a), l’endomorphisme a induit un isomorphisme de

Im(a) vers lui-même : la matrice A1 figure cet isomorphisme.

Finalement, A est semblable à une matrice de la forme proposée avec r = rg(A).
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -------- ---------------------------------------------------------------------- -,

Exercice 28 **
Soit A E jMn(K) vérifiant An-1 On et An = On. Établir que A est semblable à la 
matrice

(oA

._________________________________________ 1 0/

Solution
Soit a l’endomorphisme de E = Kn canoniquement associé à la matrice A. Les hypo

thèses An = On et An~1 7^ On se traduisent par an = 0 et an-1 0.
Analyse : Supposons qu’il existe une base e = (ei,..., en) dans laquelle la matrice de a 

soit égale à B. Sur les colonnes de B on lit

a(ei) = e2, a(e2) = e3, ..., a(en-i) = en et a(en) = QE- (*)

Ainsi, le choix du vecteur ei détermine l’ensemble des autres vecteurs de la base

' e2 = a(ei) 
e3 = a2(ei)

[en = an-1(ei).

(**)

méthode
Le vecteur ei doit être choisi en dehors3 de Ker(an-1) car aucun des vec
teurs e2,..., en ne doit être nul pour que la famille e puisse être libre.
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Le vecteur ei doit aussi être choisi tel que a(en) soit nul mais cette condition est 
automatiquement remplie car an est l’endomorphisme nul.

Vérifions maintenant qu’il est possible de construire une telle base.
Synthèse : Soit ei un vecteur de E n’appartenant pas à Ker(an-1) (ce qui est pos

sible car a71-1 est non nul). Introduisons ensuite les vecteurs 62, • • - , en définis par (**). 
Par construction, les égalités (*) sont toutes satisfaites. Il reste à justifier que la fa
mille e = (ei,..., en) est une base de Kn. Il s’agit d’une famille de longueur n dans un 
espace de dimension n, il suffit d’établir sa liberté.

Soit (Ai,..., An) G Kn tel que

Aiei 4- A2fi2 4- • • • 4- Anen = O#.

Ceci revient à écrire

AiCi 4- A2û(ei) 4- • • • 4- Anan ^ei) — 0^;. (A)

En appliquant a aux deux membres de l’identité (A), cette équation se réduit à

Aia(ei) 4- A2a2(ei) H------ F An_ian-1(ei) = 0# car an(ei) = 0#.

3. On sait Ker(a) C Ker(a2) C ...Ker(an x) : choisir ei Ker(an x), assure non seulement la 
non-nullité de en mais aussi celles de 62, 63, etc.

En répétant plusieurs fois cette manipulation, on forme le système suivant :

Aiei4-A2tz(ei) 4- • • • 4- An_ian 2(ei) 4* Anan 1(ei) — 0e
Àia(ei) 4- • • • 4- An_2ûn 2(ei) 4- An_ian ^(ei) — 0e

< •• :
Aian-2(ei)+ X2an-1(e1)=0E

A1a”-1(ei)=0E.

Sachant an-1(ei) non nul, la dernière équation donne Ai = 0. Ceci permet de simplifier 
l’équation précédente et d’obtenir A2 = 0. Ainsi, de proche en proche, on acquiert la 
nullité de tous les Xi : la famille e est libre et c’est donc une base de E.

Finalement, la famille e est une base dans laquelle l’endomorphisme a est figuré par B, 
on peut affirmer que les matrices A et B sont semblables.

Exercice 29 **
Soit A e A4 3 (R) une matrice non nulle vérifiant A3 4- A = O3. Montrer que A est 
semblable à la matrice

/0 -1 0\
B= 1 0 0 .

\0 0 0/
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Solution
Soit a l’endomorphisme de E = R3 canoniquement associé à la matrice A. Cet endo

morphisme est non nul et vérifie a3 + a = 0.

1. Car Ai et A2 sont des réels : le sujet n’est pas valable dans le cadre des matrices complexes, la 
matrice Ü3 vérifie l’hypothèse sans vérifier la conclusion.

2. Les matrices réelles A et B sont semblables sur C, il s’agit ici de montrer qu’elles sont aussi
semblables sur R.

Analyse : Supposons qu’il existe une base e = (ei, 62,63) dans laquelle B est la matrice 
de a. Par les colonnes de la matrice B, on lit

a(ei) = e2, a(e2) = -ei et a(e3) = 0£- (*)
On en déduit

ei G Ker(a2 + Id#), 62 = a(ei) et e3 G Ker(a).
méthode

|| On vérifie que les noyaux de a2 + Id# et a ne sont pas réduits au vecteur nul.
D’une part, a3 + a — (a2 + Id#) o a — 0 et donc Im(a) G Ker(a2 + Id#). Or l’endo

morphisme a n’est pas nul et par conséquent Ker(a2 + Id#) 7^ {0#}.
D’autre part, si par l’absurde Ker(a) est réduit au vecteur nul, l’endomorphisme a est 

bijectif et l’on peut simplifier l’identité a3 + a = 0 en composant par a-1 pour obtenir 
l’égalité a2 + Id^ — 0. En exploitant le déterminant, on obtient l’absurdité

det(a2) = det(—Ids) = (—l)3 = —1 et det(a2) = (det(a))2 0.

On peut donc affirmer que Ker(a) n’est pas réduit au vecteur nul.
Synthèse : Les espaces Ker(a2 + Id#) et Ker(a) n’étant pas réduits au vecteur nul, on 

peut introduire des vecteurs non nuis e± et e3 leur appartenant. Posons de plus 62 = a(ei). 
Ces trois vecteurs vérifient les relations (*). Il reste à justifier que la famille e = (ei, 62, e3) 
constitue une base de E. Puisqu’il s’agit d’une famille de trois vecteurs en dimension 3, 
il suffit d’en étudier la liberté.

Soit (Ai, A2, A3) G R3 tel que

Ai6i + A262 + A3e3 = 0e- (A)

En appliquant deux fois a à cette relation, on obtient

f A162 — A26i = O# (1)
A161 — A262 = 0# (2).

La combinaison d’équations A2 (1) H-Ai (2) donne — (A2+A2)ei = Os- Puisque le vecteur ei 
a été choisi non nul, on obtient A^+A^ = 0 puis1 Ai = A2 = 0. La relation (A) se simplifie
alors en A3e3 = Os ce qui donne A3 — 0 puisque le vecteur e3 a été choisi non nul.

Finalement, la famille e — (ei, 62, e3) est une base de E et la matrice de a dans celle-ci 
est celle voulue : les matrices A et B sont semblables.

Exercice 30 ***
Soit A et B dans A4n(R) telles qu’il existe P G GLn(C) vérifiant A = PBP~X.
Montrer2 qu’il existe Q G GLn(R) telle que A = QBQ"1.



3.4 Exercices d’entraînement 99

Solution
L’égalité A = PBP~1 donne AP — PB dans laquelle nous allons identifier les parties 

réelles et imaginaires. Notons R la matrice formée des parties réelles des coefficients de P 
et S celle formée des parties imaginaires. L’égalité AP = PB avec P = R 4- iS donne

1. La matrice P = (q ?) est inversible mais ni sa partie réelle ni sa partie imaginaire le sont.
2. On s’en convainc par la formule définissant le déterminant ou en calculant celui-ci par développe

ments successifs selon une rangée.
3. Voir sujet 17 p. 86.

AR + iAS = BR + ïBS.

Les matrices A et B étant réelles, on peut identifier les parties réelles et imaginaires 
des deux membres pour obtenir AR = BR et AS = BS avec R et S matrices réelles. 
Cependant, bien que la matrice P soit inversible, rien n’assure que R ou S le soit L

méthode
|| On définit Q inversible de la forme Q = R + xS avec x G R bien choisi.

Pour tout x G R, on a AR + xAS = RB + xSB ce qui donne AQ = BQ. Aussi, l’ap
plication x det(F + xS) est une fonction polynomiale2. Celle-ci n’est pas nulle car on 
peut l’évaluer le polynôme associé en x = i et l’on sait det(F-l-iS) = det(F) 0. Il existe 
donc un réel x tel que det(7? + xS) 0. On peut alors conclure : la matrice Q = R + xS 
est inversible, réelle et permet d’écrire A = QBQ~1.

Exercice 31 ***
Soit A e Mn(R) de trace nulle. Montrer que A est semblable à une matrice de 
diagonale nulle.

Solution
méthode

|| On raisonne par récurrence sur la taille de la matrice.
Montrons par récurrence sur n G N* que toute matrice de .A4n(R) de trace nulle est 

semblable à une matrice de diagonale nulle.
Pour n = 1, A est une matrice carrée de taille 1 et de trace nulle, c’est la matrice 

nulle et elle est donc de la forme voulue. Supposons la propriété vraie au rang n 1. 
Soit A E Afn+i(R) une matrice de trace nulle et f l’endomorphisme de E = Rn+1 
canoniquement associé. Cet endomorphisme est de trace nulle.

Si f est une homothétie vectorielle, c’est-à-dire s’il existe A G R tel que f = Aid#, 
alors tr(/) = (n + 1)A et donc A = 0 puis f = 0. La matrice A est alors nulle et la 
propriété voulue est immédiate.

Sinon, il existe3 au moins un vecteur ei G E tel que /(ei) n’est pas colinéaire à e^. 
Posons alors 62 = /(ei). La famille (61,62) est libre et peut être complétée en une base 
de E. La matrice de f dans celle-ci s’exprime

f 0
/ 1

B = 0

*

avec A' e A4n(R).
ïl I

ô
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La matrice A est semblable à B et tr(Æ) = tr(B) = tr(X) = 0. Par hypothèse de 
récurrence, la matrice A' est semblable à une matrice de diagonale nulle et l’on peut 
écrire

/° (*)\
P XA'P =| I E A/ln(lR) avec P € GLn(R).

\W o/

On introduit alors la matrice Q carrée de taille n + 1 définie par blocs :

Puisque P est inversible, la matrice Q est inversible avec

Q-1

1. Lorsque l’on multiplie X par D à gauche, on opère sur les lignes de X, lorsque l’on multiplie à 
droite, on opère sur les colonnes.

0 A p-j •
1 
o

Un produit par blocs permet de vérifier

Q-'BQ =
/O

La matrice B est donc semblable à une matrice de diagonale nulle et par conséquent A 
aussi.

La récurrence est établie.

Exercice 32 **
Soit D E A4n(R) une matrice diagonale à coefficients diagonaux deux à deux distincts 
et <p l’endomorphisme de A/ln(R) défini par <p(X) — DX — XD.

(a) Déterminer le noyau et l’image de l’endomorphisme <p.

(b) En exploitant le résultat du sujet précédent, montrer que, si M G .A4n(R) est 
une matrice de trace nulle, il existe deux matrices A et B dans A4n(R) telles que

M = AB-BA.

Solution
(a) Notons Ai,..., An les coefficients diagonaux de la matrice D. Soit X dans .A4n(R) 

une matrice de coefficients Xij.

méthode
|| On exprime le coefficient général de la matrice

D’une part1, DX = (A^ij) et, d’autre part, XD = (Ajæij). On a donc

= ((Ai — Aj)xjj).
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Déterminons le noyau de 92.

X G Ker(ç?) <=> V(i, j) G [1 ;n]2, (A; - Xj)xitj = 0 

<=> W,j) G [1 ;n]2, => xid = 0)

1. On forme une base de cet espace en considérant les matrices élémentaires Eij avec 1 < i j< n.

car les Ai,..., An sont supposés deux à deux distincts. Le noyau de 92 est donc constitué 
des matrices diagonales.

Déterminons l’image de 92. Les coefficients diagonaux des matrices <£>(X) sont nuis et 
l’on a donc l’inclusion

espace des matrices de diagonale nulle

De plus, la formule du rang donne

dimlm(92) = dim A4n(®) — dimKer(ç?) = n2 — n.

Or l’espace des matrices de diagonale nulle est aussi de dimension1 n2 — n et donc, par 
inclusion et égalité des dimensions,

(b) Soit M G A4n(R) une matrice de trace nulle. La matrice M est semblable à une 
matrice de diagonale nulle et cette dernière appartient à l’image de 92. On peut donc 
introduire P G GLn(K) et X G .A4n(R) telles que

M = PcpÇX^p-1 = P(DX - XDjP-1 = PDXP-1 - PXDP-1.

En posant A = P DP-1 et B = PXP-1, on obtient l’écriture voulue.

3.4.7 Déterminants

Exercice 33 * (Déterminant de Vandermonde)
Soit n G N* et ai,..., an G C. Calculer le déterminant

, <Zn)

1
1

ûi

#2
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Solution

méthode
Par opérations élémentaires1, on fait apparaître des zéros afin d’obtenir après 
développement une relation de récurrence. Les opérations élémentaires choisies 
ne doivent pas trop « perturber » la structure du déterminant.

1. Une alternative élégante consiste à établir que la fonction x Vn(ai,..., an-i, x) est une fonction 
polynôme de degré au plus n — 1 qui s’annule en ai, a2,..., an-i et dont le coefficient de xn~l est
Vn-i(ûi,...,an_i). On a donc Vn(ai, • • •,an-i,x) = (x — ai)... (x — an-i)Vn-i(ai,...,an~i) lorsque 
les ai,...,an_i sont deux à deux distincts.

Soit n € N avec n 2. On retranche à chaque colonne ai fois la précédente en
commençant par la dernière

1
Vn(ai,..., an) —

On^—Cn—aiCn-1 *

02^—C’2~ÛlCfi ■’’

0 0 ••• 0
a-2 - ai a2(a2—ai) ••• a2-2(a2 - ai)

an ai an(an ai) ■ ■ ■ an (an ai)

On développe le déterminant selon sa première ligne et l’on factorise un terme a7 — ai 
sur chaque ligne

«2 — ai a2(a2 — ai) ■■■ 0,2 2(a2 - ai)
Vn(ai,.. • ^n) — • • •

O'n «1 ^n^Ti ai) • • • an-2 (^n O-i)
[n-l]

n 1 a2

1

S CM 
e

n - ai) x • •

3=2 1 an

CM1

£ S CS

[n-1]

On obtient ainsi la formule de récurrence
n

Vn(^l 5 • • • ? O-n) (^j Oi) X Vn—i (g-2, • • • ? On).
J=2

De proche en proche, il vient

n n n
, . . . , ttn) | | (Oj #1) X | | Çdj (22 ) X • • • X Çdj Q"n— 1) X V± (an).

j=2 j=3 j=n

Enfin, Vi(ai) — 1 et l’on peut conclure

. , an) = | | (üj O^).
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Exercice 34 **
Soit n 2, Ai,...,Xn et x des nombres complexes deux a deux distincts. Calculer

Dn(x) =

1 A!
1 a2

A2 •••
•••

04 
04

1 
1

5^5^ 
* 

*

i An A’ ••• \ n—2

1. Voir sujet précédent.

p2(ï)
avec Pi(x) — JJ (x - Afc).

• l^k^n
Pn(x) r , [n]

Solution
Les coefficients de la dernière colonne sont des polynômes de degré n — 1 de la variable x. 

En développant le déterminant selon sa dernière colonne, on peut affirmer que Dn(x) est 
une expression polynomiale de degré au plus n — 1 en la variable x.

méthode
|| Connaître n valeurs suffit à déterminer un polynôme de degré au plus n — 1.

Soit j G [[1 ; n]|. On a Pj(Aj) = 0 pour tout indice i différent de j et donc, en développant 
le déterminant selon la dernière colonne,

1 A!

Pn(Aj)= 1 A;

1 An

A-2

A”-2

A”-2
1 Ai • •• A™-2

1 Aj-i \n—2
’ ' AJ-1

1 Aj+i \n—2
’’ Aj+1

Le dernier déterminant est un déterminant de Vandermonde que l’on sait calculer1 

d„(a,)=(-ir+> n n ■

k^j

=Pj (Aj ) i (Ai i ,Aj+i ,...,An)

On réorganise ensuite les facteurs du premier produit

n <^-m= n n (-1)*
l^.k<j j<k^n

= n A() x n (Afc - A,-).
j<k^n

On obtient alors
P„(A,) = Il (A*-A,) = K(Ai,...,A„).
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Finalement, la fonction polynomiale x •—> Dn(x), qui est de degré au plus n— 1, coïncide 
en n points distincts avec la constante , Xn), elle est donc égale à cette constante
et l’on peut conclure

Dn(x) = Vn(Ai,..., An) pour tout x e C.

Exercice 35 **
Soit x un nombre complexe. Calculer pour tout n 1

i + x2 x (0)

Dn = X

• • X
(°) x 1W

[n]

Solution

méthode
On forme une relation de récurrence linéaire double par développement de 
déterminant.

Soit n € N avec n > 3. On développe le déterminant selon la première ligne 

puis on développe le second déterminant par rapport à sa première colonne

La suite (Z)n)n^i satisfait la relation de récurrence

Dn — (1 + x2^Dn-i + x2Dn^ = 0.

C’est une relation de récurrence linéaire double d’équation caractéristique

r2 — (1 + x2)r + x2 = 0
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de racines 1 et x2. On poursuit la résolution en discutant selon que ces racines sont 
distinctes ou non.

Cas : x2 = 1. Le terme général de la suite (Dn)n^i s’exprime

Dn = (An + /z) avec (A, //) G C2.

On détermine A et p par les valeurs initiales D\ = 2 et D% = 3. On obtient A = p — 1 et 
l’on conclut

Dn = n 4-1 pour tout n 1.

Cas : x2 7^ 1. Le terme général de la suite s’exprime

Dn = A + px2n avec (A, p) € C2.

Sachant D\ = 1 + x2 et D% = 1 + x2 + x4, on obtient après quelques calculs

_ j.2n+2
Dn = — ---- z— pour tout n > 1.

1 — x2

Exercice 36 **
Soit n € N*. Calculer

Solution

méthode
|| On forme une relation de récurrence sur les termes de la suite (Dn)n^i-

Soit n G N avec n 2. On décompose la première colonne en somme de deux colonnes

Par multilinéarité du déterminant en la famille des colonnes, on décompose Dn
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Dans le premier déterminant, on retranche la première ligne à chaque ligne et dans le 
second on développe selon la première colonne

Le premier déterminant se calcule en développant selon la première colonne tandis que 
le second correspond à Dn_i

Dn = an + bDn_1.

On en déduit

Dn=an + an- 16 + è2Dn_2

1. Cette étude est un cas particulier du sujet 10 du chapitre 10 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de
probabilités MPSI.

= an + an~1b + an~2b2 + b3Dn_3
= an + an~1b + an~2b2 + an~3b3 + b4Dn_4

De proche en proche et sachant D\ = a + 6, on obtient

n
Dn = an + cT-'b + an~2b2 + ■■■ + ab71-1 +bn = ^ an~kbk.

fc=0

Par sommation géométrique, on conclut1

Dn

an+l _bn+l 

a — b
(n 4- l)an

si a 7^ b

si a = b.

Exercice 37 **
Soit A, B,C,D G A4n(K) telles que C et D commutent.

(a) On suppose que D est inversible, établir

detf^ n I = M^D - BC). s
\ O U j

On introduit Dx = D + xln avec x € K.
(b) Généraliser la formule précédente au cas où D n’est plus supposée inversible,
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Solution

(a) méthode
On multiplie la matrice étudiée par une matrice triangulaire par blocs afin que 
le produit obtenu soit lui aussi triangulaire par blocs.

On a
A B\(D Qn\ _ (AD - BC B\ 
C DJ In/ V D) ’

Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants des 
blocs diagonaux. En calculant le déterminant des deux membres

A
Cdet D I det(P) = det(AZ) - BC) det(L>).

On conclut en simplifiant par det(L>) ce qui est possible car det(D) 0.

(b) méthode
|| On vérifie que la matrice Dx est inversible pour une infinité de valeurs de x.

Le déterminant de Dx est une fonction polynomiale1 en la variable x. Celle-ci n’est 
pas constante puisque

1. Plus précisément, c’est une fonction polynôme de degré n qui est liée au polynôme caractéristique 
de la matrice — D. Cette dernière notion est présentée dans le chapitre qui suit.

det(Px) = xn det| —Z> + In] -------->+oo car detf — D + In ) -------- > det(In) = 1.
yX J x ->4-oo yæ J x—>+oq

—>4-oo

En effet, le déterminant d’une matrice se calcule par somme de produits de ses coefficients 
ce qui permet de réaliser le passage à la limite ci-dessus. On en déduit que la matrice Dx 
est inversible pour une infinité de valeurs de x.

La matrice Dx commute avec C et pour les valeurs de x pour lesquelles Dx est inversible 
on peut écrire

det fn ) = det(AE»a: - BC). 
J

Les deux membres de cette équation correspondent à des fonctions polynomiales en la 
variable x. Puisque celles-ci prennent les mêmes valeurs une infinité de fois, elles sont 
égales. En particulier, elles sont égales en x = 0 ce qui donne

det \n ni = det(ÆD - BC).
\ (s U J
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Exercice 38 ** |

(a) Soit M G A4n(K) vérifiant : |

det(M + X) = det(X) pour tout X G Âtn(R). I

Déterminer M.
(b) Soit A et B de jMn(R) vérifiant |

det(A 4- X) = det(B 4- X) pour tout X G A4n(R). j

Montrer que les matrices A et B sont égales. I

Solution
(a) On montre que la matrice M est nulle en étudiant son rang, 

méthode
|| La matrice M est équivalente à la matrice Jr de même type avec r = rg(Af). 

Posons r = rg(M'). On peut écrire M = QJrP~x avec P et Q des matrices inversibles 
de taille n et

Jr = (o o) e

où les 0 désignent des blocs nuis de tailles appropriées.
Posons alors X = avec

= f? T ° 'j e
J-n—r J

La matrice M 4- X est inversible car

M 4- X = Q(Jr 4- 4_r)P-1 = QP-1 G GLn(R).

= In *•*

On a donc det(X) = det(M4-X) 0. On en déduit que la matrice J’n_r est la matrice In 
et donc r = 0 puis M = On.

(b) Quand X parcourt jMn(R), la matrice Y — B 4- X parcourt aussi A4n(R). En 
posant M = A — B, l’hypothèse donne

det(M 4- Y) — det(Y) pour tout Y G A4n(R).

On en déduit M = On puis A = B.

Exercice 39 ** |
Soit n G N avec n 2. Résoudre l’équation1 Com(M) = M d’inconnue M G A4n(R). I

1. Com(A) désigne la comatrice de A E Aln(K), c’est-à-dire la matrice des cofacteurs de A.
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Solution

méthode
On analyse les solutions de l’équation en employant l’identité

t(Com(M))M = Mt(Com(M)) = det(M)In.

Soit M une matrice solution de l’équation étudiée. L’égalité * (Com(M))M = det(M)In 
donne

lMM = det(M)In. (*)

Nous allons étudier la valeur de det(M).
En appliquant la fonction déterminant aux deux membres de (*), on obtient

(det(M))2 = (det(M))n.

1. La trace de correspond au carré de la norme euclidienne de la matrice M pour le produit
scalaire canonique sur JVtn(lR) : {A, B) = AB).

De plus, en calculant la trace des deux membres de (*), il vient

tr(WM) = ndet(M).

Cependant1

n n / n \ n
= £ [‘MM].. = £ £ M . . = £ ml (**)

j=l j=l \i=l / i,j=l

en notant mij le coefficient général de la matrice M. On en déduit que le déterminant 
de M est positif.

On poursuit l’étude en traitant séparément le cas des matrices de taille 2.
Cas : n 3. L’égalité (det(M))2 = (det(M))n avec det(Af) 0 entraîne det(M) — 0 

ou 1. Lorsque det(M) = 0, on obtient tMM = On et M est donc la matrice nulle en 
vertu de (**). Lorsque det(M) = 1, (*) se relit lMM = In ce qui caractérise une matrice 
orthogonale. De plus, det(M) = 1 et M est donc une matrice du groupe spécial ortho
gonal SOn(R).

Inversement, la matrice nulle est solution de l’équation étudiée et, si M est une 
matrice orthogonale de déterminant 1, l’égalité t(Com(Af))M = In = entraîne 
Com(M) = M car M est inversible.

Cas : n = 2. On étudie les coefficients de la comatrice de M en fonction de ceux de M :

M = (a j ) et Com(Af) =
\ c a j

On en déduit que la comatrice de M est égale à M si, et seulement si, M est de la forme

avec (a, &)eR2.

d —c\ 
—b a J ’

a b
—b a
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3.5 Exercices d’approfondissement

Exercice 40 *
Soit n E N avec n 2. Montrer que les comatrices de deux matrices semblables 
de A4n(C) sont aussi semblables. 

.

Solution
Soit A et P deux matrices de A4n(C) avec P inversible.

méthode
On étudie la comatrice de P-1AP en commençant par le cas où la matrice A 
est inversible avant de généraliser par un argument de densité et continuité.

On sait t(Com(A))A — det(A)In. Si la matrice A est inversible, on peut exprimer la 
comatrice de A à l’aide de son inverse :

Com(A) = det(A) * (A-1).

En appliquant ce résultat à la matrice P-1AP, il vient

Com(P-1AP) = det(p-1AP)t(P-1A-1P) = tPCom(A)1 (P-1).

1. Voir sujet 16 du chapitre 5 de l’ouvrage Exercices d’analyse MP.
2. Celle-ci découle aussi de l’égalité Com(AB) = Com(A) Com(fî) qui s’établit par un procédé ana

logue.

=det(A)

Réalisons l’extension de cette égalité à toute matrice A de _A4n(C).
La fonction M i-> Com(M) est continue sur A4n(C) car les coefficients de la comatrice 

de M sont ses cofacteurs et sont donc des sommes de produits de coefficients de M. 
Pour P e GLn(C), l’application M P~xMP est continue car linéaire au départ d’un ? 
espace de dimension finie. Par opérations sur les fonctions continues, on peut affirmer 
que les deux applications A Com(P-1AP) et A i-> *P Com(A) * (P-1) sont continues 
sur jMn(C). On vient d’établir qu’elles sont égales sur GLn(C) qui est une partie dense1 
de jMn(C), ces deux fonctions sont donc égales sur l’intégralité de A4n(C). Ainsi, pour 
toute matrice A de A4n(C) et toute matrice P de GLn(C), on a l’égalité2

Com(p-1AP) =tPCom(A)\p~1).

On en déduit que si deux matrices sont semblables, leurs comatrices le sont aussi puisque, 
lorsque P est inversible, f P l’est aussi et (ÉP)-1 = t(P-1).
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Exercice 41 **
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et G un sous-groupe de GL(E') de 
cardinal fini n. Montrer

dim[ A Ker(g - Ids) | = ~ 5^ 
\ 1 1 In '

\gGG / PGG

Solution

méthode
|| La trace d’un projecteur est la dimension de son image.

On introduit l’endomorphisme

geG

Vérifions que p est un projecteur de E. On a

P°P= ~ 2^
\ gEG

°P= - 52(^°P)- 
n 2—• 

g<=G

Pour g E G fixé, l’application h i-> g oh réalise une permutation du groupe G. Ainsi, le 
terme k = goh parcourt G lorsque h décrit G et l’on peut écrire

9°P=^^9°h) = ^^k=p 

hEG kÇG

puis

seG

Ainsi, l’endomorphisme p est un projecteur et la dimension de 
trace

son image est égale sa

dimlm(p) = tr(p) = - tr(^).
Tir _

geG

méthode
|| L’image d’un projecteur est l’ensemble de ses vecteurs invariants.

Puisque p est un projecteur, on a Im(p) = Ker(p —Id#). Vérifions par double inclusion 
que ce noyau se confond avec l’intersection des noyaux de g — Id# pour g parcourant G.

Soit g € G, on sait g o p = p par (*). Si x est invariant par p, on a p(x) = x et 
donc g(x} = #(p(x)) = p(x) = x. On en déduit que x est élément de Ker(^ — Id^) ce qui 
établit une première inclusion

Ker(p - Ids) C Q Ker(# - Id#).
<?eG
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L’inclusion réciproque est immédiate car, si x est un vecteur de l’intersection, il satis
fait g(x) = x pour tout g G G et l’on vérifie alors p(x) — x par un simple calcul.

On a donc l’égalité
p| Ker(# - Ids) = Ker(p - Idfi).

g£G

Finalement, en considérant les dimensions de ces espaces,

diml P| Ker(tf - IdF) ) = rg(p) = tr(p) = - V
\geG / geG

Exercice 42 **
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un espace E et

T = {u € £(E) | Im(it) = F et Ker(u) = G}.

(a) Soit u appartenant à T. Justifier que la restriction de u au départ de F et à 
valeurs dans F est un automorphisme.

(b) Vérifier que T est stable pour le produit de composition des applications.
(c) Établir que (F, o) est un groupe dont on précisera l’élément neutre.

Solution
(a) méthode

La restriction d’une application linéaire au départ d’un espace supplémentaire 
de son noyau réalise un isomorphisme vers son image.

Si u appartient à T, l’espace F = Im(u) est un supplémentaire du noyau de u et la 
restriction de u au départ de celui-ci définit un isomorphisme de F vers Im(u), c’est-à-dire 
un automorphisme de F.

(b) Soit u et v deux endomorphismes éléments de T. On a

Im(u o v) — u(y(E)) = u(F) = F

car u réalise un isomorphisme de F vers F.
Aussi, pour x G Ker(uou), on a v(x) élément de Im(t?) = F et de Ker(w) = G donc v(x) 

est nul car F et G sont en somme directe. Ainsi, x E Ker(u) = G. L’inclusion réciproque 
étant immédiate, on a Ker(uo v) = G et l’on peut conclure que uo v est élément de T.

(c) Il n’existe pas de groupe « référencé » dont T soit sous-groupe : on revient alors 
la définition axiomatique de groupe. La loi o définit bien une loi de composition interne 
associative sur T. Vérifions l’existence d’un neutre et l’inversibilité des éléments.

méthode
On introduit une bijection entre T et GL(F) compatible avec le produit de 
composition.
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Notons 99 l’application de T vers GL(F) qui à l’endomorphisme u associe sa restriction 
au départ de F et à l’arrivée dans F. La question initiale assure la bonne définition de 
l’application <p. Vérifions sa bijectivité.

Soit v G GL(F). Déterminons un endomorphisme u dans T vérifiant = v. On sait 
qu’une application linéaire est entièrement déterminée par ses restrictions au départ de 
deux espaces supplémentaires. Les éléments de T étant par définition nuis sur l’espace G, 
on peut affirmer qu’il existe au plus un seul endomorphisme u pouvant appartenir à T 
et vérifier <p(u) = v, c’est celui déterminé par

Va; G F, u(x) = v(x) et Va: G G, u(a?) = 0^.

Inversement, cet endomorphisme convient car d’image et de noyau exactement égaux 
à F et G. Ainsi, l’application 99 est bijective. Enfin, celle-ci est aussi compatible avec le 
produit de composition des applications dans le sens où

tpÇui o -u2) = 99(2/1) o 99(2x2) pour tous ui et 2x2 € P-

Par l’application 99 on peut alors transporter les propriétés de groupe de (GL(F),o).
L’antécédent par 99 du neutre Idp, à savoir la projection p sur F parallèlement à G, 

est neutre pour la structure (r, o). En effet, pour tout u 6 F,

<p(p ou) = 99(79) o <p(u) = 9?(u) et <p(u op) = <p(u) o <p(p) = ip(u)
=Idp =Idp

donc pou — u et uop — u par injectivité de <p.
Aussi, tout élément u de T est inversible d’inverse u' = 9?-1 (</?(u)-1) car

p(u o u') — tp(u) o <p(u') = <p(u) o = Id^ et de même cp(u' o u) = Idp

donc u o u' = uf o u = p.
Finalement, (P, o) est un groupe de neutre la projection p (et <p est un isomorphisme 

du groupe T vers GL(F)).

Exercice 43 **
Soit a < b deux réels et E l’espace des fonctions continues et affines par morceaux 
du segment [a ; b] vers R. Pour a G [a ; &], on note fa la fonction de Ê définie par

fa(x) = k ~ al pour tout x G [a ; 6].

Montrer que la famille (/a)ae[a;b] est une base de E.

Solution

méthode
On vérifie la liberté d’une famille infinie en observant la liberté de toutes ses 
sous-familles finies.
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Soit n G N*, ai,..., an des réels deux à deux distincts de [a ; 6] et Ai,..., An des réels 
tels que Ai/ai H---- + An/Ûn = 0.

Soit i G [1 ;nj. Par l’absurde, si Xi est non nul, on peut écrire fai comme combinaison 
linéaire des faj pour j i. Or ces dernières fonctions sont dérivables en ai alors que fai 
ne l’est pas. C’est absurde et donc Xi = 0.

Ainsi, la sous-famille (/aji^i^n est libre et l’on peut conclure à la liberté de la famille 
infinie {fa)ae[a-b]-

Montrons maintenant que cette famille est généra- ' '■
trice. Soit f une fonction réelle continue et affine par
morceaux définie sur la ; &1. Soit aussi (ao, ai,..., an) —i------1---------- i--------- i----- i—> x, , ïz f s f v ' a0 ai a2 an_i anune subdivision adaptée a j.

méthode
On vérifie que (/ajo^i^n est une base du sous-espace En constitué des fonc
tions de E pour lesquelles la subdivision (ao, ai,...,an) est adaptée.

On vérifie aisément que En est un sous-espace vectoriel et que les fonctions fai en sont 
éléments. De plus, une fonction f de En est entièrement déterminée par la connaissance 
de ses valeurs en chaque a^. L’application

{pj _
f (/(ao), /(ai),

détermine donc un isomorphisme entre En et Rn+1. On en déduit que l’espace En est 
de dimension n + 1. La famille (/at)o<î<n étant libre et constituée de n + 1 éléments 
qui appartiennent tous à En, c’est une base de cet espace. En particulier, la fonction / 
initiale est combinaison linéaire des éléments de cette famille.

On peut alors conclure que la famille (/a)ae[a;6] est génératrice de E et, finalement, 
c’est une base de E.

Exercice 44 ***
Soit A,Be A4n(C) vérifiant A2B = A et rg(A) = rg(B). Montrer B2 A — B.

1. La famille (ao, ai,..., an) est une famille de réels strictement croissante commençant par ao = a
et finissant par an = b telle que / soit affine sur chaque intervalle [ai-i ;ai].

Solution
Par l’égalité A2B = A, on peut affirmer que le noyau de B est inclus dans celui de A. 

L’égalité des rangs de A et B entraîne celle des dimensions des noyaux de A et B et donc 
Ker(A) = Ker(B).

méthode
On considère des matrices semblables à A et B permettant de visualiser sim
plement l’égalité des noyaux des deux matrices.

On introduit une matrice de passage P dont les dernières colonnes constituent une 
base du noyau commun de A et B. Les matrices A' = P~1AP et B' = P~1BP sont alors
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de la forme

A' = Jf) et B'=(^ avec
U j \£>2 v y

où r est le rang commun des matrices A et B.
L’égalité A2B = A donne A,2B' — A! ce qui entraîne par produit par blocs

A%Bi = Ai et A2A1B1 = A2

et ainsi
Ai(Ai.E?i — Ir) = Or et A2(Ai5j — Ir) — On—r,r-

Introduisons C la matrice constituée des blocs Ai et A2

C = e AI„,r(C).

On a C(AiBi — Ir) = On,r et donc Im(Ail3i — Ir) C Ker(C). Or, par adjonction de 
colonnes milles, le rang de C est celui de la matrice A!. Cette dernière est semblable à A 
et donc rg(C') = rg(A) = r. La formule du rang donne alors

dimKer(C) — r — rg(C) = r — r — 0.
nombre de colonnes

On en déduit que la matrice A1B1 — Ir est nulle. La matrice carrée Ai est donc inversible 
d’inverse Bi et alors

q/2 a' = ( B2Ai 0\ /Bi 0\ _
VB2BM1 Q) ~ \B2 0;

Finalement, on obtient B2A = B.

Exercice 45 *** î
Soit (A, +, x) une R-algèbre intègre de dimension finie n 2 et a un élément de A. * 
On assimile K à R. 1a où 1a est l’élément de A neutre pour le produit.

(a) En observant que l’application x ax est un endomorphisme de A, montrer '
que a est inversible si, et seulement si, a est non nul. ®

(b) Montrer qu’il existe des réels Ao, Ai,..., Xn non tous nuis tels que \
Il

Ao + Aia + • • • + Anan = 0a- ;
i

(c) Montrer que, à isomorphisme près, C est la seule R-algèbre commutative intègre
de dimension finie n 2. 5
^’1"1 1111—•—1—r*—' ■1 1—!-------- ---------- ”—... vi..........7"—’ w """gr • -■"■v "" —z"7111 v>
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Solution

(a) L’application tp : x ax est bien définie de A vers A. Elle est linéaire car, pour 
tous A, /z G R et a, b € A, les règles d’opérations dans une algèbre permettent d’écrire

<p(Xx + yy) = a(Xx + yy) = Xax 4- yay = X<p(x) 4- yp{y).

Si a est nul, il est entendu que a n’est pas inversible. Supposons maintenant a non nul 
et étudions la bijectivité de p.

Soit a? G A tel que p(x) = Oa- On a ax — Oa et donc x = Oa car l’algèbre A est 
intègre et a Oa- On en déduit que l’application p est injective donc bijective car c’est 
un endomorphisme en dimension finie. Il existe donc b G A tel que <p(6) = ab = 1a- H 
reste à vérifier l’égalité ba = 1a pour pouvoir affirmer que a est inversible.

D’une part, p(ba) = aba = a et, d’autre part, ç’(Ia) = a- Par injectivité de p, on 
obtient ba = 1a et l’on peut conclure que a est inversible d’inverse b.

(b) La famille (1a, a,..., an) comporte n +1 vecteurs en dimension n, c’est donc une ■ 
famille liée. Une relation linéaire sur les éléments de cette famille permet d’écrire

Ao + Aia + • • • + Xnan = Oa avec (Ao, Ai,..., An) Ojjn+i.

(c) On suppose l’algèbre A commutative et l’on introduit un élément a non réel de A 
ce qui est possible car n = dim A 2.

méthode
|| On vérifie qu’il existe des réels /z, v tels que a2 4- ya 4- z/ = Oa avec y2 — 4z/ < 0.

1. Voir sujet 3 p. 72.

Comme au-dessus, on écrit Ao 4- Ai a 4- • • • 4- Xnan = Oa avec Ao, Ai,..., An non tous 
nuis. Considérons alors le polynôme P = Aq 4- Ai A? 4----- 1- XnXn de R[X]. La propriété
précédente s’interprète en affirmant que le polynôme P est un polynôme non nul annu- 
lateur1 de a. En factorisant celui-ci dans R[X], l’intégrité de l’anneau permet d’affirmer 
l’existence d’un polynôme irréductible unitaire réel annulant a. Ce polynôme ne peut 
être de degré 1 car a n’est pas réel, c’est donc un polynôme de la forme X2 4- yX 4- v 
sans racines réelles donc de discriminant A = y2 — 4z/ < 0.

méthode
|| On introduit un élément i de Vect(lA,a) vérifiant i2 = —1a-

Partant de l’équation a2 4- ya 4- v — Oa avec y2 — 4z/ < 0, on peut introduire

z = -y—g Vect(lA,a) vérifiant i2 = —1a- 
V4z/-/z2

Observons alors que l’espace A est exactement Vect(lA,z). Supposons par l’absurde, qu’il 
existe b G A extérieur à Vect(lA, z). Comme au-dessus on peut introduire un élément j de
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Vect(l,4,6) vérifiant j2 = —1a et donc j2 — i2. Par commutativité de l’anneau A, cette 
équation se relit (j — i)(j + i) — Oa ce qui donne j — i ou j = — i par intégrité. Comme b 
est combinaison linéaire de 1,4 et de j, on obtient b G Vect(lA,î) : c’est absurde.

Il reste à établir que A est isomorphe à C. Considérons pour cela l’application li
néaire ip: A —> C déterminée par <p(1a) — 1 et <p(i) = i. Celle-ci est un isomorphisme 
d’espaces vectoriels car transforme une base en une base. C’est aussi un morphisme d’al- 
gèbres car on vérifie <p(xy) = <p(x)<p(y) pour tous x, y G A en exploitant i2 = —1a-

Finalement, l’algèbre A est isomorphe à C.

Exercice 46 ***
On note SLn(Z) l’ensemble des matrices carrées de taille n ^2 à coefficients entiers 
et de déterminants 1.

(a) Montrer que SLn(Z) est un groupe multiplicatif-
On note H le sous-groupe de SLn(Z) engendré par les matrices In 4- Eij avec i,j 
éléments distincts de |[1 ;nj.

(b) Vérifier l’appartenance à H dés matrices In+kE^j pour tous indices i, j distincts 
dans {1 ; n] et tout k G Z.

(c) Soit M E SLn(Z). Montrer qu’il existe une matrice A G H telle que la première 
colonne de AM est constituée d’un 1 suivi de 0.

(d) Montrer H = SLn(Z).

Solution
(a) Les matrices de SLn(Z) sont inversibles car de déterminants non nuis. Montrons 

alors que SLn(Z) est un sous-groupe du groupe (GLn(R), x).
La partie SLn(Z) est non vide car la matrice In en est élément. La partie SLn(Z) est 

stable par produit car le produit de deux matrices à coefficients entiers est à coefficients 
entiers et le produit de deux matrices de déterminants 1 est de déterminant 1. Il reste à 
étudier les inverses des éléments de SLn(Z).

méthode
|| On peut exprimer l’inverse d’une matrice à l’aide de sa comatrice.

Soit M G SLn(Z). Sachant det(Af) = 1, l’inverse de M s’écrit

” ' = deW) ‘(Com<M)) = ‘(Com(MJ).

Les coefficients de la comatrice sont les cofacteurs de M et ceux-ci sont au signe près 
égaux aux mineurs de M. Chacun de ces mineurs est un déterminant d’une matrice à 
coefficients entiers, c’est donc un entier. On en déduit que la comatrice de M, et donc 
l’inverse de M, est à coefficients entiers.

(b) Soit i,j G [1 ; n] avec i j. Pour k G N, on a

(In + kEij)(In + Eij) = In + (fc + l)Eitj car E2j = On.
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On vérifie alors la propriété In + kEij G H par récurrence sur k G N. De plus, cette 
propriété s’étend à k EZ car In — kEij est l’inverse de ïn + kEij.

(c) méthode
|| Multiplier à gauche1 par In + kEij réalise l’opération Li G- Li + kLj.

1. Une matrice In + XEi,j se nomme une matrice de transvection. Multiplier par celle-ci à gauche opère 
sur les lignes : Li Li -F XLj. Multiplier par celle-ci à droite opère sur les colonnes : Cj Cj H- XCi-

Soit M G SLn(Z). Cette matrice étant inversible, il existe au moins un coefficient non 
nul sur sa première colonne. Parmi ceux-ci considérons m celui qui est le plus petit en 
valeur absolue. Par des opérations élémentaires sur les lignes du type Li g- Li 4- kLj 
avec k entier, on peut remplacer chaque autre coefficient de la première colonne par son 
reste lors de la division euclidienne par m. En répétant si besoin cette manipulation avec 
un nouveau coefficient de la première colonne, on peut transformer M en une matrice 
où il ne figure plus qu’un seul coefficient non nul sur la première colonne. Si l’on note j 
l’indice de ligne où il figure, l’opération L\ G- L\ + Lj suivie de Lj g- Lj — L\ suffit 
à positionner ce coefficient en première ligne si ce n’est pas déjà le cas. On peut aussi 
le transformer en un coefficient positif si besoin par L2 <— L% — Li, L^ g- L± + 2Lz 
et L2 — L2 — L\.

Ces différentes opérations élémentaires sur les lignes déterminent une matrice A G H 
telle que

AM =

(ai,i 
0

01,2 ’

02,2 '

61, n^

62, n
avec 0^, j E Z et '> 0

l 0
^n,2 &n,n/

Enfin, le nombre Oi,i divise le déterminant de AM et ce dernier vaut 1. On a donc 
ai j = 1 et la matrice AM est de la forme voulue.

(d) méthode
|| Multiplier à droite par ïn+kEitj réalise l’opération élémentaire C3 g- Cj+kCi.

Par opérations sur les colonnes, on peut disposer des zéros à droite du coefficient en 
position (1,1). Ces opérations sur les colonnes déterminent une matrice A' G H telle que

AMAf = Q avec ^'eSLn_i(Z).

Tant que la matrice M' ainsi formée n’est pas de taille 1, on peut répéter les opérations 
précédentes. Lorsque la matrice M' obtenue est de taille 1, c’est la matrice (1). On peut 
ainsi définir des matrices B et B' appartenant à H telles que B MB' = In et donc 
M = B-1B'~1 G H.

Finalement, toute matrice de SLn(Z) appartient à H. L’inclusion réciproque étant 
entendue, on conclut H = SLn(Z).



CHAPITRE 4

Réduction géométrique

K désigne un sous-corps de C, E un K-espace vectoriel de dimension quelconque et n un 
entier naturel non nul.

4.1 Sous-espaces stables

4.1.1 Définition
Définition

Un sous-espace vectoriel F de E1 est dit stable par u E £(E) si u(F) C F, c’est-à-dire 
si u(x) E F pour tout vecteur x de F.

Si F et G sont des sous-espaces vectoriels stables par un endomorphisme u, les es
paces F + G et F n G le sont aussi.

4.1.2 Endomorphismes induits
Définition

Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par un endomorphisme u de E, on peut 
considérer l’application restreinte1

F-> F
X Uf(x) = u{x).

Celle-ci définit un endomorphisme de F que l’on appelle V endomorphisme induit par u 
sur F.

Up :
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Si l’endomorphisme u est injectif, les endomorphismes qu’il induit le sont aussi. S’il est 
surjectif, on ignore si les endomorphismes induits le sont encore1 2.

1. Il s’agit d’une restriction au départ et à l’arrivée : l’hypothèse de stabilité de F assure la bonne 
définition de cette application restreinte.

2. La dérivation sur K[X] est surjective mais l’endomorphisme qu’elle induit sur Kn [X] ne l’est pas.
3. Une telle base est déterminée en accolant des bases de chaque espace E^.

Théorème 1
Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par des endomorphismes u et v de E, 
F est aussi stable par Au pour tout A € K et stable par u + v et u o v.
De plus

(Au)f = Auf, (u + v)f=uf+vf et (u ° v)f = uf ° vf- »_________________________________________________________________ :-------------- /
L’ensemble des endomorphismes stabilisant F est une sous-algèbre de C(E') et l’applica
tion qui à u associe up y définit un morphisme d’algèbres à valeurs dans C(F).

4.1.3 Stabilité et représentation matricielle par blocs
Ici, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n.
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ---------------- ----------------- ------------------ >

Théorème 2
Soit u Ç. E{E) et F un sous-espace vectoriel de E de dimension p muni d’une base 
(ei,..., ep) complétée en une base e = (ei,..., en) de E. On a équivalence entre :
(i) F est stable par u ;

(ii) la matrice de u dans e est de la forme

avec A e A4P(K).\ v O /

De plus, si tel est le cas, A est la matrice figurant up dans la base (ei,..., ep).

Si l’on considère une base de E dont les derniers vecteurs forment une base de F, la 
stabilité de F par u se visualise par une matrice de la forme

(B
A)

avec A matrice carrée de taille p figurant up.

Plus généralement, si des sous-espaces E\,..., Em réalisent une décomposition en somme 
directe de l’espace E, ceux-ci sont stables par un endomorphisme u de E si, et seulement 
si, la matrice de u dans une base adaptée 3 à l’écriture E = Ei ® ® Em est de la forme

(Ax (0) \
avec Afc € A4afc(K) et Qfc = dimi^fc.

\ (°) Am)
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4.2 Éléments propres

4.2.1 Valeurs propres et vecteurs propres d’un endomorphisme

Théorème 3 (Droite vectorielle stable)
Une droite vectorielle D engendrée par un vecteur x non nul de E est stable par un 
endomorphisme u de E si, et seulement si, il existe A e K tel que u(x) = Xx.

Définition
On dit qu’un vecteur x de E est un vecteur propre d’un endomorphisme u de E s’il 
engendre une droite vectorielle stable par u.

Un vecteur propre est donc un vecteur non nul tel que u(x) = Xx pour une certaine 
valeur À G K. Celle-ci est unique, on l’appelle valeur propre associée au vecteur propre x.
Définition

On dit qu’un scalaire A e K est valeur propre d’un endomorphisme u de E s’il existe 
un vecteur x E E non nul vérifiant u(rc) = Xx.

Un tel vecteur x est alors dit vecteur propre associé à la valeur propre A.

4.2.2 Sous-espaces propres d’un endomorphisme
Soit u G C(JEX) et A G K. Les vecteurs x de E solutions de l’équation u(x) = Xx constituent 
l’espace E\{u) = Ker(u — Aid#). Le scalaire A est valeur propre de E si, et seulement si, 
cet espace n’est pas réduit au vecteur nul.
Définition

Si A est une valeur propre de u, l’ensemble E\(u) s’appelle le sous-espace propre1 
associé à la valeur propre A.

1. Les vecteurs de E\(ù) sont les vecteurs propres de valeur propre A auxquels on adjoint le vecteur 
nul (qui lui n’est pas vecteur propre).

Théorème 4
Les sous-espaces propres d’un endomorphisme u sont stables par celui-ci et l’on a 
l’égalité ÛEx(u) “ pour toute valeur propre A de u.

Plus généralement, si u et u commutent, les sous-espaces propres de u sont stables par v.

Théorème 5
La somme d’une famille finie de sous-espaces propres d’un endomorphisme u de E : 
associés à des valeurs propres deux à deux distinctes est directe.

Théorème 6
Une famille (finie ou infinie) de vecteurs propres associés à des valeurs propres deux 
à deux: distinctes est assurément libre.

< ____________________• . ■ __________________________________________________ - _________________________________________ ;_______ ■>
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Dans un espace de dimension finie n, un endomorphisme u possède au plus n valeurs 
propres. L’ensemble constitué de celles-ci se nomme le spectre de u, on le note Sp(u).

4.2.3 Éléments propres d’une matrice carrée
On définit les éléments propres d’une matrice carrée A de A4n(K) comme étant les élé
ments propres de l’endomorphisme de Kn qui lui est canoniquement associé. Par l’iden
tification usuelle des éléments de Kn avec les colonnes de A4n)i(K) formées des mêmes 
coefficients, on obtient le vocabulaire suivant :
Définition

Une colonne X de jMnii(K) est un vecteur propre de la matrice carrée A G jMn(K) 
si X est non nulle et s’il existe À € K tel que AX = AX. Ce scalaire A est appelé 
valeur propre associée au vecteur propre X.

Pour À G K, on note EX(A) = Ker(A — AIn) l’espace des solutions X G jMn,i(K) de 
l’équation AX = AX. Le scalaire A est valeur propre de la matrice A si, et seulement si, 
cet espace n’est pas réduit à l’élément nul, auquel cas on le nomme le sous-espace propre 
associé à la valeur propre A de la matrice A.

L’ensemble des valeurs propres de la matrice A G jMn.(K) est de cardinal fini inférieur à 
sa taille n. Cet ensemble constitue le spectre de la matrice A.

Théorème 7
Si u est un endomorphisme d’un espace E de dimension n représenté par une ma
trice A de A4n(IK) dans une base e de E, l’endomorphisme u et la matrice A ont les 
mêmes valeurs propres.
De plus, leurs espaces propres se correspondent dans le sens où, pour tout A € K et 
tout x G E figuré par une colonne X dans la base e, on a

x G Ex{u) <=> X G EX(A).
----- ■ - - ■ ------ __  -   ._________ ____ - - - _ . ■ ...  . ... ... -    ...  - ■ J

Deux matrices semblables ont alors le même spectre car figurent le même endomorphisme.

4.3 Polynôme caractéristique

4.3.1 Polynôme caractéristique d’une matrice carrée

Définition
On appelle polynôme caractéristique d’une matrice A de A4n(K), le polynôme xa 
de K[X] déterminé par l’expression polynomiale

Xa(A) = det(AIn — A) pour tout A G K.,
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Théorème 8
Le polynôme caractéristique de À € jMn(K) est unitaire, de degré exactement n et 
possède les coefficients remarquables1 de l’égalité suivante :

1. Lorsque n = 2, le polynôme caractéristique de A est xa = X2 — tr(A)X + det(A).
2. Le polynôme caractéristique de A étant de degré n, on retrouve que la matrice A possède au plus n 

valeurs propres.
3. Le seul endomorphisme de l’espace nul est l’endomorphisme nul, on convient que son polynôme 

caractéristique est constant égal à 1.

XA=Xn- tr(A)Xn~l + • • • + (~l)n det(A).

Lorsque A est une matrice triangulaire de coefficients diagonaux Ai,..., An, on a

n
Xa = []U - A;)- 

2=1

4.3.2 Polynôme caractéristique et valeurs propres

Théorème 9
Les valeurs propres d’une matrice A de A4n(K) sont exactement les racines 2 dans K 
de son polynôme caractéristique Xa-
-- - -............................. . ... L . ______J

Les matrices A et *A ont le même polynôme caractéristique et donc les mêmes valeurs 
propres.

Le théorème de d’Alembert-Gauss assure l’existence d’une racine à tout polynôme com
plexe non constant. On en déduit le théorème d’existence de valeur propre qui suit :

Théorème 10
Toute matrice de A4n(C) possède au moins une valeur propre complexe.

Aussi, toute matrice réelle de taille impaire possède au moins une valeur propre réelle.

4.3.3 Polynôme caractéristique d'un endomorphisme
Deux matrices carrées semblables ont le même polynôme caractéristique : ceci permet 
d’introduire la définition suivante.
Définition

On appelle polynôme caractéristique d’un endomorphisme u d’un espace E de dimen
sion finie non nulle3, le polynôme caractéristique commun aux matrices représentant 
l’endomorphisme u. On le note Xu et celui-ci vérifie :

yu(A) = det(AIdjç — u) pour tout A G K.
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Si l’espace E est de dimension n, le polynôme caractéristique de u est unitaire, de degré 
exactement n et possède les coefficients remarquables de l’égalité suivante :

Xu = Xn- tr(u)Xn-1 + • • • + (—l)ndet(u).

De plus, les valeurs propres de u sont exactement les racines de %u.

Théorème 11
Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe de dimension finie non 
nulle, il possède au moins une valeur propre.

<________ - ■■■ _______ ______- ______________ . ___ . >

4.3.4 Multiplicité d’une valeur propre
Définition

Soit u € £(E) et À G K. On appelle multiplicité de A en tant que valeur propre de u, 
l’ordre de multiplicité1 de A en tant que racine du polynôme caractéristique Xu- Cette 
multiplicité est notée ttia(u).

1. L’ordre de multiplicité de a E K en tant que racine d’un polynôme P non nul de K[X] est le plus 
grand entier a tel que (X — a)a divise P. Lorsque cet ordre est nul, a n’est pas racine de P.

2. Une valeur propre simple est comptée une fois, une valeur propre double deux fois, etc.

De façon analogue, pour A E A4n(K), on définit la multiplicité 7tia(A) de A en tant que 
valeur propre de A.
Une valeur propre est dite simple lorsqu’elle est de multiplicité 1, elle est dite multiple 
si elle est de multiplicité au moins égale à 2. Le vocabulaire qui précède permet aussi 
de parler de valeur propre de multiplicité 0 pour signifier qu’un scalaire n’est pas valeur 
propre.

Théorème 12
La somme des multiplicités des valeurs propres d’un endomorphisme u de E est 
inférieure à la dimension de l’espace E. De plus, il y a égalité si, et seulement si, le 
polynôme caractéristique Xu est scindé sur K.

V --------- _ _ . --------- .--------- .. --------. . --- .. - ------ ■ _________  . . ______ ■- _______ __________ - J

Lorsque K = C, tout endomorphisme u de E possède exactement dim E valeurs propres 
comptées avec multiplicité2.

Ces résultats se transposent aux matrices carrées. En particulier, une matrice A G A4n(C) 
possède exactement n valeurs propres comptées avec multiplicité.

4.3.5 Multiplicité et dimension des sous-espaces propres

Théorème 13
Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u E £(E)y le polynôme caracté
ristique de l’endomorphisme induit par u sur F divise le polynôme caractéristique 
de u.
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De ce résultat découle une comparaison de la dimension1 du sous-espace propre et de la 
multiplicité d’une valeur propre :

1. La dimension du sous-espace propre définit la multiplicité géométrique de la valeur propre par 
opposition à la multiplicité, quelquefois dite algébrique, introduite à partir du polynôme caractéristique.

2. On parle quelquefois de base propre pour désigner une base formée de vecteurs propres.

Théorème 14
Si A € K est une valeur propre de u € alors 1 dimE,>(u) C

Le sous-espace propre associé à une valeur propre simple est de dimension 1.
Ces résultats se transposent aux matrices carrées.

4.3.6 Éléments propres complexes d’une matrice réelle
Une matrice carrée réelle A peut se comprendre comme une matrice carrée à coefficients 
complexes. On peut donc à la fois parler de ses valeurs propres réelles, qui constituent 
son spectre réel noté SpR(A), et de ses valeurs propres complexes, qui forment son spectre 
complexe noté Spc(A).

On a l’inclusion SpR(A) c Spc(A) et la propriété Spc(A) 0. Plus précisément, une 
matrice réelle de taille n possède exactement n valeurs propres complexes comptées avec 
multiplicité.

On a aussi le résultat suivant :
--------------- .--------------------- -------—-------------------- ------------ -------------------------------------------- .... . ..——--- ->

Théorème 15
Les valeurs propres complexes d’une matrice réelle sont deux à deux conjuguées.
De plus, deux valeurs propres complexes conjuguées ont même multiplicité et leurs 
sous-espaces propres ont même dimension et se correspondent par conjugaison.

Plus généralement, si A est une matrice carrée à coefficients dans L sous-corps de K, le 
spectre de A dans L est inclus dans le spectre de A dans K.

4.4 Diagonalisabilité

E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie.

4.4.1 Endomorphisme diagonalisable
Définition

Un endomorphisme u de l’espace E est dit diagonalisable s’il existe une base de E dans 
laquelle sa matrice est diagonale. Une telle base est appelée base de diagonalisation 
de l’endomorphisme u.

Une base de diagonalisation est une base constituée de vecteurs propres 2 de l’endomor
phisme.
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Une condition simple et suffisante de diagonalisabilité est donnée par le résultat suivant :

Théorème 16
Si un endomorphisme u de E possède exactement dim E valeurs propres, celui-ci est 
diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles.

Des conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisabilité sont fournies par le théorème 
qui suit :

Théorème 17
Soit u un endomorphisme de l’espace E. On a équivalence entre :
(i) u est diagonalisable ;

(ii) E est la somme directe des sous-espaces propres de u ;
(iii) la somme des dimensions des sous-espaces propres de u égale la dimension de E ;
(iv) Xu est scindé sur K et dim£\(u) = m\(u) pour tout A € Sp(w).
De plus, les matrices diagonales figurant u sont alors celles dont les coefficients 
diagonaux sont les valeurs propres de u comptées avec multiplicité.

<_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ ?

Lorsque u est diagonalisable, une base adaptée à la décomposition de E en la somme 
directe des sous-espaces propres de u est une base de diagonalisation dans laquelle la 
matrice de u est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme AIWa(u) pour 
chaque valeur propre A de u.

4.4.2 Matrice diagonalisable

Définition
Une matrice A de jMn(K) est dite diagonalisable si l’endomorphisme de JKn qui lui 
est canoniquement associé est diagonalisable.

Ceci signifie encore que la matrice A est semblable à une matrice diagonale, c’est-à-dire 
qu’il existe une matrice P inversible et une matrice D diagonale permettant d’écrire

A = PDP~l.

Les critères de diagonalisabilité énoncés pour les endomorphismes se transposent aux 
matrices :

Théorème 18
Si une matrice carrée A e jMn(K) admet n valeurs propres distinctes, celle-ci est 
diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles.
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Théorème 19
Soit A G .A4n(K). On a équivalence entre :
(i) A est diagonalisable ;

(ii) A4n,i(lK) est  la somme directe des sous-espaces propres de A;1
(iii) la somme des dimensions des sous-espaces propres de A est égale à sa taille n ;
(iv) Xa est scindé sur K et dim£\G4) = mx(A) pour tout A € Sp(A).

1- -A4n,i(lK) ou Kn selon que l’on considère les sous-espaces propres de A comme sous-espace vectoriel 
de l’un ou l’autre.

De plus, les matrices diagonales semblables à A sont celles dont les coefficients dia
gonaux sont les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.

Si une matrice A de _A4n(K) figure un endomorphisme u de E dans une certaine base, 
dire que la matrice A est diagonalisable équivaut à dire que l’endomorphisme u l’est.

4.5 Trigonalisabilité

E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie.

4.5.1 Endomorphisme trigonalisable
Définition

Un endomorphisme u de l’espace E est dit trigonalisable s’il existe une base de E 
dans laquelle sa matrice est triangulaire supérieure. Une telle base est appelée base 
de trigonalisation de l’endomorphisme u.

Les endomorphismes diagonalisables sont a fortiori trigonalisables.

Lorsqu’un endomorphisme est trigonalisable, le premier vecteur d’une base de trigona
lisation est un vecteur propre de celui-ci. On peut approfondir cette affirmation par le 
résultat géométrique qui suit :

Théorème 20
Soit u un endomorphisme d’espace E de dimension n et e = (ei,..., en) une base 
de E. On a équivalence entre :
(i) la matrice de u dans e est triangulaire supérieure ;

(ii) u(e7) € Vect(ei,..., ej) pour tout j G [1 ; nj ;
(iii) l’espace Vect(ei,..., e7 ) est stable par u pour tout j G [1 ; nj.

X.   . . ■ ■ . '      ... ■ ■ . ..... - - ■■ ■ - . ...   '______________ ____ _____ , .

4.5.2 Matrice trigonalisable
Définition

Une matrice A de A4n(K) est dite trigonalisable si l’endomorphisme de H€n qui lui 
est canoniquement associé est trigonalisable.
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Ceci signifie aussi que la matrice A est semblable à une matrice triangulaire supérieure. 
En particulier, les matrices diagonalisables sont trigonalisables.

Si une matrice A de A4n(K) figure un endomorphisme u de E dans une certaine base, 
dire que la matrice A est trigonalisable équivaut à dire que l’endomorphisme u l’est.

4.5.3 Caractérisation
---------------- ,--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ----------------

Théorème 21
Un endomorphisme u de E est trigonalisable si, et seulement si, son polynôme ca
ractéristique Xu est scindé sur K.
De plus, une matrice triangulaire figurant u a pour coefficients diagonaux les valeurs 
propres de u comptées avec multiplicité.

En particulier, tout endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension finie 
est trigonalisable car tout polynôme complexe non nul est scindé sur C.

Ces résultats se transposent aux matrices carrées :

Théorème 22
Une matrice A de A4n(K) est trigonalisable si, et seulement si, son polynômé-Câèâfe*; 
téristique Xa est scindé sur K.
De plus, les coefficients diagonaux d’une matrice triangulaire semblable à A sont les 
valeurs propres de A comptées avec multiplicité.

Les matrices de Aïn(C) sont assurément trigonalisables.

4.5.4 Somme et produit des valeurs propres
*----- --- ---------------------- - -------------------------------------------------------------------- ------ ----- ---- \

Théorème 23
Soit u un endomorphisme de E. Si le polynôme caractéristique Xu est scindé sur' ÈC, 
la trace et le déterminant de u sont respectivement la somme et lé produit1 des 
valeurs propres de u comptées avec multiplicité.

1. Lorsqu’un polynôme unitaire est scindé de degré n, le coefficient de Xn~l et son coefficient constant 
déterminent au signe près la somme et le produit de ses racines. Pour le polynôme caractéristique, ces 
coefficients sont liés à la trace et au déterminant de la matrice.

On énonce un résultat semblable pour les matrices carrées.
-----------------------------------------  ---------------------------------------------------—---------------- --------------------—.—

Théorème 24
La trace et le déterminant d’une matrice complexe sont la somme et le produit de 
ses valeurs propres comptées avec multiplicité.

I......  ■ ....... - - - - - •  .         ... . ....... -, ' - - ■

Ce résultat s’étend aux matrices réelles sous réserve de considérer leurs valeurs propres 
complexes.
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4.5.5 Nilpotence
Définition

Un endomorphisme u de l’espace E est dit nilpotent s’il existe p E N vérifiant up = 0.
Le plus petit entier naturel p vérifiant cette identité définit V indice de nilpotence de u. 

Ce vocabulaire se transpose aux matrices. En particulier, les matrices triangulaires su
périeures strictes1 sont nilpotentes.

1. Une matrice triangulaire supérieure A de taille n est dite stricte lorsque les coefficients de sa
diagonale sont tous nuis. On vérifie alors An — On.

Théorème 25
Un endomorphisme u de E est nilpotent si, et seulement si, il est trigonalisable et 0 
est sa seule valeur propre.

Un endomorphisme nilpotent u d’un espace E de dimension n vérifie un — 0 car il peut 
être figuré par une matrice triangulaire supérieure stricte.

Théorème 26
Une matrice A de jMn(K) est nilpotente si, et seulement si, elle est trigonalisable 
et 0 est sa seule valeur propre.

Cela revient encore à dire que la matrice est semblable à une matrice triangulaire supé
rieure stricte. Son indice de nilpotence est alors assurément inférieur à sa taille n.

4.6 Exercices d’apprentissage

4.6.1 Éléments propres

Exercice 1
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres des endomorphismes suivants :

(a) <p: P i-> XP' endomorphisme de R[X],
(b) : P XP endomorphisme de C[X].
(c) T : (un) >-> (un+i) endomorphisme de l’espace Z3(N, R) des suites réelles bornées.
(d) u : M i-> M H- tr(M)In endomorphisme de jMn(R) (avec n 2). |

Solution
On vérifie dans chaque cas que les applications considérées sont bien des endomor

phismes des espaces proposés.
méthode

On détermine les valeurs propres d’un endomorphisme u de E en étudiant pour 
quels scalaires A l’équation2 u(x) = Ax d’inconnue x E E possède d’autres 
solutions que le vecteur nul.
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(a) Soit À G R. On étudie l’équation </?(P) = AP, c’est-à-dire XP  = AP, d’incon
nue P € R[X].

1

2. L’équation u(x) — Xx d’inconnues x G E et A G K s’appelle réquation aux éléments propres.
3. Le sous-espace propre associé à la valeur propre n est En(tp) = {anXn | an G R} c’est-à-dire 

Vect(Xn) : il réunit les vecteurs propres et le vecteur nul.
4. L’anneau C[X] est intègre : le produit de deux polynômes est nul si, et seulement si, un des facteurs 

est nul.
5. C’est seulement en dimension finie que l’on peut affirmer qu’un endomorphisme d’un espace com

plexe possède au moins une valeur propre.

méthode
L’identification des plus grandes puissances de X dans les deux membres révèle 
les valeurs possibles de A.

Analyse : Supposons que cette équation possède une solution P non nulle. On peut 
introduire le degré n de P et écrire

P = anXn + • • • + a^X + ûq avec Uq, ... ,an et an 0.

L’équation <^(P) = AP s’exprime alors
n n

^kakXk = ^XakXk 
k—Q k=Q

L’identification des coefficients des polynômes des deux membres donne kak = Xak pour 
tout k G [[0 ; n]. En particulier, nan — Xan et donc A = n car an 0. Les égalités 
kak = nak donnent alors ak = 0 pour tout kE [0 ; n — 1] puis P = anXn.

Résumons : si l’équation </?(P) = AP possède une solution P non nulle, il existe n G N 
tel que A = n et P est alors anXn avec an 0.

Synthèse : Pour P = anXn avec an 0, on vérifie — nP avec P non nul.
Finalement, les valeurs propres de sont les entiers naturels et les vecteurs propres 

associés à la valeur propre n € N sont les anXn avec an réel non nul2 3.

(b) Soit A G C. Résolvons l’équation ^(P) = AP d’inconnue P € C[X].

'i/AJP) = XP <=> XP - XP
(X-X)P = 0

<=> P = 0 car X — A n’est pas le polynôme nul4

Ainsi, pour tout A G C, seul le polynôme nul est solution de l’équation -0(P) — ^P ■ 
l’endomorphisme -0 ne possède pas de valeurs propres5.

(c) Soit AgI. Étudions l’équation T(u) = Xu d’inconnue u = (un) G P(N, R). Par 
résolution d’une relation de récurrence géométrique, on a

T(u) = Xu <=> Vn G N, un+i = Xun
<=> 3a G R, Vn G N, un = Xna
<=> 3a G R, u = (Ana)n£N.
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méthode
|| On se limite aux solutions bornées.

Cas : |A| > 1. La suite (Ana) est bornée si, et seulement si, a = 0 et c’est alors la suite 
nulle.

Cas : |A| 1. La suite (Ana) est bornée et est non nulle1, dès que a^O.

1. Même lorsque A vaut 0, la suite est non nulle car son terme initial est a 0 sachant 0° — 1.
2. Ceci détermine une infinité de valeurs propres : cela n’est possible qu’en dimension infinie.

Par conséquent, les valeurs propres de T sont les éléments2 de [—1 ; 1] et les vecteurs 
propres associés à A € [—1 ; 1] sont les suites (Ana) avec a réel non nul.

(d) Soit À G R. Étudions l’équation u(M) = XM d’inconnue M E A4n(R) :

M + tr(M)In = XM. (*)

Dans cette équation l’inconnue M apparaît sous deux formes : M et tr(M).

méthode
|| On étudie la trace des matrices solutions.

Soit M une solution de (*). En appliquant la fonction trace aux deux membres de cette 
équation, on obtient

(n + 1) tr(M) = X tr(M).

Cette équation détermine la valeur de la trace de M lorsque A n + 1. On distingue 
alors deux cas.

Cas : A 7^ n + 1. On a nécessairement tr(M) = 0 et l’équation (*) devient M = XM.
Si A 7^ 1, seule la matrice nulle est solution et A n’est pas valeur propre.
Si A = 1, toutes les matrices de trace nulle sont solutions de (*). Parmi celles-ci, il 

figure des matrices non milles (car n 2) ce qui assure que 1 est valeur propre.
Cas : A = n + 1. L’équation (*) se simplifie en

nM = tr(M)In soit encore M =
n

Une solution de cette équation est de la forme aln avec a E K et, inversement, une 
matrice de cette forme est solution . Parmi celles-ci, il figure des matrices non milles 
et n + 1 est donc valeur propre.

En résumé, u admet deux valeurs propres :
— la valeur n + 1 dont les vecteurs propres associés sont les matrices non milles de 

trace nulle ;
— la valeur 1 dont les vecteurs propres associés sont les aln avec a^O.

Exercice 2 |
En introduisant l’endomorphisme de dérivation sur l’espace E — C°°(R, C), montrer I 
la liberté de la famille de fonctions (ga)a€C avec e\(t) — ext pour tout t E R. I

.          >  - T—F-  ------- —«■     ■ U U.. . J. . .... U nu» . j j,,, jm „v ;IV.T.W, , , > ,
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Solution
La dérivation est une opération linéaire qui transforme une fonction de classe C°° en 

une fonction de classe C°°, on peut donc introduire l’endomorphisme D de dérivation sur 
l’espace E.

méthode
Une famille de vecteurs propres associés à des valeurs propres deux à deux 
distinctes est une famille libre (Th. 6 p. 121).

Pour tout A G C, la fonction ex est une fonction non nulle de l’espace E vérifiant 
D(ca) = Aca : cette fonction est vecteur propre associé à la valeur propre A pour l’endo
morphisme D. On en déduit la liberté1 de la famille (c^JasC-

1. On pourra rapprocher cet argument de la démarche suivie lors de la résolution du sujet 15 du
chapitre 7 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSL

Exercice 3
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice

Solution
méthode

Les valeurs propres d’une matrice sont les racines de son polynôme caractéris
tique (Th. 9 p. 123).

On calcule le polynôme caractéristique de A en A € R.

Xa(A) - det(AI3 - A) =
A-2 1 -1

1 A-2 1
1 -1 A

méthode
Puisque ce sont les racines du polynôme caractéristique qui nous intéresse, on 
exprime dans la mesure du possible celui-ci sous forme factorisée.

On fait apparaître des facteurs A — 1 en 
puis la troisième à la seconde

ajoutant la deuxième colonne à la première

A-2 1
1 A-2
1 -1

-1
1
A

A- 1
A- 1 

0

0
A- 1
A- 1

= (A-1)2
-1

1
ACa<—C2+C3

1
1
0

0
1
1

En développant le dernier déterminant selon une rangée ou en faisant encore apparaître 
des zéros, on obtient à la fin des calculs XaW = (A - 1)2(A — 2). Cette égalité valable 
pour tout scalaire A détermine le polynôme caractéristique de A :

XA = (X - 1)2(X - 2).
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La matrice A possède alors deux valeurs propres : 1 (valeur propre double) et 2 (valeur 
propre simple). Ceci est conforme à la valeur de la trace de 4:4=1 + 14-2.

méthode
On obtient le sous-espace propre associé à une valeur propre À d’une matrice 
carrée A en résolvant l’équation AX = AX d’inconnue la colonne X.

Commençons par déterminer le sous-espace propre associé à la valeur propre 2 (nous 
pouvons anticiper que ce sous-espace propre est une droite vectorielle car 2 est une valeur 
propre simple).

Pour X colonne de coefficients xi,x2,X3, on a1

1. Puisque 2 est valeur propre de la matrice A, le système étudié doit posséder des solutions non 
nulles : ce n’est pas un système de Cramer et des équations doivent s’y simplifier.

2. On peut aussi décrire E2(A) comme un sous-espace vectoriel de R3 : E2(A) = Vect((—1,1,1)).

AX = 2X +=> (4-2I3)X = 0
X2+ X3 = 0 

—Xi — X3 = 0
-Xi + X2 - 2X3 = 0 

f x2 = X3 
1^1 = -X3.

Le sous-espace propre associé à la valeur propre 2 est donc 2

{(—æsA
( æ3 )
\ )

X3 G IR. X3 G K

Déterminons ensuite le sous-espace vectoriel associé à la valeur propre 1. Avec les 
mêmes notations

AX = X <=+ (A-I3)X = 0
xi — x2 + X3 = 0

-xi + x2 - x3 = 0
-xi +x2 - X3 = 0

<=> Xi - x2 + X3 = 0.

Cette dernière équation se résout en exprimant, par exemple, rr3 en fonction de aq et 
de x2. Le sous-espace propre associé à la valeur propre 1 est donc

aq,x2 € IR
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Exercice 4
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres complexes de la matrice
de rotation

D ( cos 0
I • /) \ sin#

— sin# 
cos# avec 0 ÿé 0 [tt] .

Solution
méthode

Le polynôme caractéristique d’une matrice carrée A de taille 2 est (Th. 8 
p. 123)

Xa = X1 2 *~ tr(A)X + det(A).

1. Lorsque 0 = 0 [tt], la matrice R(0) est égale à I2 ou —12 : elle admet une unique valeur propre et 
l’espace propre associé est l’espace des colonnes.

2. Puisque elS est valeur propre, il est attendu qu’une équation du système se simplifie afin de proposer
d’autres solutions que la solution nulle.

Le polynôme caractéristique de Rg est X2 — 2cos(#)A” + 1. Les racines de ce trinôme 
de discriminant A = — 4 sin2#, c’est-à-dire les valeurs propres de la matrice R(E), sont 
les complexes distincts1 e10 et e~10.

Pour déterminer le sous-espace propre associé à la valeur propre e10, on résout l’équa
tion AX = e10X avec X colonne complexe de coefficients x et y. Cela produit le système'

' cos(#)æ — sin(#)t/ — el0x 
sin(#)x + cos(0)y = e~10y.

En écrivant eï0 = cos 0 + i sin 0 et en simplifiant par sin d qui est non nul, le système se 
résume2 à la seule équation x = iy. L’espace propre associé à la valeur propre e10 est 
alors

y e C > = Vect P j.
l \ tZ

méthode
Les valeurs propres complexes d’une matrice réelle sont deux à deux conjuguées 
et les sous-espaces propres associés se correspondent par conjugaison.

Par conjugaison, on détermine le sous-espace propre associé à la valeur propre e-10 = ei0

Ee-ie (Rg) = Vect

4.6.2 Diagonalisabilité

Exercice 5
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n non nulle ne 
possédant qu’une seule valeur propre.
À quelle condition cet endomorphisme est-il diagonalisable ?
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Solution
méthode

Lorsqu’un endomorphisme est diagonalisable, sa matrice dans une base de 
diagonalisation a pour coefficients diagonaux ses valeurs propres.

Notons A l’unique valeur propre de f. Si l’endomorphisme f est diagonalisable, sa 
matrice dans une base de diagonalisation est diagonale avec des A pour seuls coefficients 
diagonaux. Il s’agit de la matrice AIn que l’on sait figurer l’endomorphisme Aid#. Par 
unicité de l’endomorphisme représenté par une matrice dans une base donnée, on peut 
affirmer que l’endomorphisme f est Aid#. La réciproque est immédiate1.

1. Ce résultat se transpose aux matrices : si une matrice A € A4n(K) est diagonalisable de seule 
valeur propre A, elle est semblable à la matrice AIn et donc égale à celle-ci.

2. On peut aussi constater Im(u)OKer(u) = {0#} en observant Ker(u) = Ker(u2) (voir sujet suivant).
3. L’image de u est en fait la somme des sous-espaces propres associés aux valeurs propres non milles.

Exercice 6
Soit u un endomorphisme diagonalisable d’un espace E de dimension finie n 1.
Montrer que le noyau et l’image de u sont supplémentaires.

Solution
méthode

Les espaces Im(u) et Ker(u) se déduisent des vecteurs d’une base de diagona
lisation de u en discutant selon la nullité des valeurs propres associées2.

Soit e = (ei,..., en) une base de diagonalisation de u

(0) \

avec Ai,..., An les valeurs propres associées aux vecteurs propres ei,..., en. On parti
tionne l’ensemble des indices i selon que la valeur correspondante est nulle ou non :

I = {i e [1 ;n]| | Xi = 0} et J = {z G [[1 ; n] | Xi / 0}.

Soit i G [1 ;n]|. Si i G I, on a Xi = 0 donc -u(ei) = 0# puis G Ker(u). Ainsi,

F = Vect{e; | i G 1} C Ker(u). (*)

Si z G J, on peut écrire = y-u(ej) — u(-^ei) car Xi 0 et donc e^ G Im(u). On en 
déduit

G — Vect{ei | i G J} C Im(tt). (**)
Les inclusions (*) et (**) sont des égalités car

dimF 4- dimG = Card(I) + Card(J) = n = dimKer(u) + dimlm(u).

On peut alors conclure que les espaces Ker(u) et Im(u) sont supplémentaires3 car 
engendrés par deux familles de vecteurs obtenues par partition d’une base.
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Exercice 7
Soit A e A4n(R) une matrice diagonalisable. Montrer Ker(A) = Ker(A2).

Solution
On sait Ker(A) c Ker(A2) car une colonne X vérifiant AX = 0 vérifie aussi A2X = 0.

méthode
|| On montre rg(A) = rg(A2) par diagonalisation de A.

Puisque la matrice A est diagonalisable, on peut écrire A = PDP~l avec P G GLn(R) 
et

/Ai (0) \
z?= I

V0) ' A J

où Ai,..., An désignent les valeurs propres comptées avec multiplicité de la matrice A. 
Par élévation au carré

A2 = (PDP-1)2 = PDP-'PDP-1 = PD2P~1

avec

D2 =

Les matrices D et D2 ont le même rang correspondant au nombre de coefficients non 
nuis sur la diagonale. Les matrices A et A2 leur étant respectivement semblables, ont 
aussi le même rang. Enfin, par la formule du rang, on obtient

dimKer(A) = n — rg(A) = n — rg(A2) = dimKer(A2).

Par inclusion et égalité des dimensions, on conclut Ker(A) = Ker(A2).

Exercice 8
Etudier la diagonalisabilité des matrices de At^lR) suivantes r

/1 4 6\ A 1 0\
(a) A= 0 2 5 1 (b)B= 0 11)

\0 0 3/ \0 0 2/

/O 1 0 \ /O -1 °\
(c)C= 1 0 0 | (d)P=|l 0 o).

\0 0 -1/ \0 0 1/
k -.■ .....i ;~~7~.:Tj:..^-.Tr~iTi-i.i.-nn i . u j .jj in ' i i.i irririm.i. inNimuir nunri.rrniM-n n idiiiiiiiiiiiiiiii nm iiirmii lM■lllll|ll mi mi mi iiiiiiiw llllllll■llllllllllll■lllllllllll mi i. jiiiiiiniiii iiiiiwiiiiiiiitiiiiiiiwiwiimmMwawm
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Solution

méthode
L’étude la diagonalisabilité d’une matrice peut1 se résoudre par l’étude de ses 
éléments propres (Th. 19 p. 127).

1. On présentera dans le chapitre 5 une démarche alternative basée sur le concept de polynômes 
annulateurs.

2. De façon générale, le polynôme caractéristique d’une matrice triangulaire est le produit des (X — Xi) 
avec Ai ses coefficients diagonaux.

3. Il importe de souligner cette distinction. Toute matrice de A4n(C) n’est pas nécessairement diago
nalisable mais possède pourtant n valeurs propres, sous réserve de les décompter avec multiplicité !

(a) Le polynôme caractéristique de A est  {X — 1)(X — 2)(X — 3). La matrice A est 
de taille 3 et possède 3 valeurs propres distinctes , elle est donc diagonalisable (Th. 18 
p. 126).

2
3

(b) Le polynôme caractéristique de B est (X — 1) (X — 2). La matrice B est de taille 3 
et possède deux valeurs propres.

2

méthode
|| On étudie les dimensions des sous-espaces propres associés.

La valeur propre 2 est simple et l’on peut affirmer sans calculs que le sous-espace propre 
associé est de dimension 1. La valeur propre 1 est double et son sous-espace propre est 
de dimension 1 ou 2 (Th. 14 p. 125).

méthode
Il n’est pas nécessaire de calculer exactement un sous-espace propre pour en 
déterminer la dimension : un sous-espace propre est un noyau, sa dimension 
se déduit d’un calcul de rang.

L’espace propre associé à la valeur propre 1 est E\(B) — Ker(B — I3) avec

/O 
rg(B -I3) =rg 0 

\°

1 °\ 
0 1=2.
0 0/

Par la formule du rang, on obtient dimE'i(B) = 3 — 2 = 1 et donc dimBi(B) < mi(B). 
La matrice B n’est pas diagonalisable.

(c) Le polynôme caractéristique de C est (X+1) (X — 1). La valeur propre 1 est simple 
et le sous-espace propre associé est de dimension 1. La valeur propre —1 est double et le 
sous-espace propre associé est de dimension 3—1=2 car

2

Zl 
rg(C + I3) = rg I 1 

\0

1 0\ /il 0\
10 = rg I 0 0 0 = 1.
0 0/ L^L*~Ll \0 0 0/
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La somme des dimensions des sous-espaces propres de C est égale à sa taille, la matrice C 
est diagonalisable1.

1. Il s’agit d’une matrice symétrique réelle, on verra dans le Th. 6 p. 291 que celles-ci sont toujours 
diagonalisables.

2. En revanche, le polynôme caractéristique s’écrit (X — 1)(X — i)(X -F i) dans C[X] : la matrice D 
est de taille 3 et possède 3 valeurs propres complexes distinctes, elle est diagonalisable dans Ms(C). En 
substance, la propriété pour une matrice d’être diagonalisable dépend du corps d’étude.

(d) Le polynôme caractéristique de D est {X — 1)(X2 + 1)- H n’est pas scindé sur R : 
la matrice D n’est donc pas diagonalisable dans2 A4s(R).

méthode
Pour l’étudier la diagonalisabilité de M Ç. /4n(K), on retient les démarches :

— n valeurs propres distinctes => M diagonalisable ;
— £2dim£\(Af) = n <=> M diagonalisable;
— Xm non scindé sur K => M non diagonalisable dans jMn(K) ;
— 3A G Sp(M), dimE\(M) < => M non diagonalisable.

/------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ Y

Exercice 9
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E représenté dans une base 
e = (61,62,63) par la matrice

/O 1 -1\
A= 1 0 1 .

\1 1 0 /

(a) Justifier que u est diagonalisable.
(b) Déterminer une base de diagonalisation de u. I
1,1 .................................... ’’ 1 " ' >> WW 9^

Solution
(a) On calcule le polynôme caractéristique de u en A G R.

= A(A + 1)(A — 1).

A -1 1 A +1 0 1
Xu(A) = xa(A) = -1 A -1 -A-l A-l ■-1

-1 -1 A Ci <—C i —C2
C2 C2-FC3 0 A-l A

1 0 1 1 0 0
— (A + 1)(A -1) -1 1 -1 rzz (A + 1)(A — 1) -1. 1 0

0 1 A Cs<—C3--Ci 0 1 A

Le polynôme caractéristique de u est donc %u — X(X — 1)(X + 1) et ses valeurs propres 
sont les racines 0, 1 et —1. L’endomorphisme u possède 3 valeurs propres et opère dans 
un espace de dimension 3, il est donc diagonalisable (Th. 16 p. 126).
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(b) Une base de diagonalisation est une base de vecteurs propres.

méthode
On forme une base de diagonalisation en considérant une base adaptée à l’écri
ture

E= ® Ea(u).
AeSp(u)

Déterminons une base de chaque sous-espace propre de u.
Soit x un vecteur de E et X la colonne de ses coordonnées dans la base e.

Etudions le sous-espace propre associé à la valeur propre —1.

u(x) = -x 4=> AX = -X
(À + I3)X = 0 
| Xi + X2 - X3 = 0

<=> < Xi + X2 + X3 = 0
I xi + X2 + æ3 = 0

X2 — -X1
X3 = 0.

On a donc1

1. Il apparaît que ce sous-espace propre est une droite vectorielle ce qui est attendu puisque —1 est 
une valeur propre simple.

2. La famille e' a été obtenue en accolant des bases des sous-espaces propres.
3. Si l’on choisit le vecteur aelx (avec a 0) au lieu du vecteur eÇ comme premier vecteur de base, la 

matrice diagonale obtenue est identique : sa première colonne traduit simplement un vecteur changé en 
son opposé. Si l’on permute les vecteurs de e', les coefficients diagonaux de la matrice diagonale figurant 
u sont permutés de la même façon.

E-i(u) = {#i(ei — 62) | xi € R} = Vect(ei — 62).

=eiJ
La famille (eÇ) est une base de l’espace E_\(u). Par des calculs analogues, on obtient

-E'o(w) = Ker(u) = Vect(ei — 62 — 63) et E\(u) = Vect(e2 4-63).

=e2 =e3

Les familles (e^) et (63) sont des bases respectives des espaces propres Eq(u) et -Ei(u). 
La famille e' = (61,62,63) est alors une base de E adaptée2 à l’écriture

E = E_i(u) ® Eq(u) ® £?i(u).

Il s’agit donc d’une base diagonalisant u avec 3

/-I 0 0\
Mate'(u) = I 0 0 0 I .

\ 0 0 V
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—----------------------------- -- ----------------------------------------------------- > ,

Exercice 10 j
Montrer que les matrices réelles suivantes sont diagonalisables et les diagonaliser1.

1. Diagonaliser une matrice carrée A signifie déterminer une matrice inversible P telle que P~lAP 
soit diagonale. Une telle matrice P est alors appelée matrice de diagonalisation de A.

2. Par l’identification usuelle de l’espace des colonnes jMn,i(K) avec Kn, les colonnes introduites 
définissent des vecteurs propres de l’endomorphisme canoniquement associé.

/1 1 0 \ /O 0 1\ |
(a) A = 1 1 1 (b) B = 0 1 0 . I

\0 0 -1/ \1 0 0/ 5

Solution

(a) On calcule le polynôme caractéristique de A. Soit À e R. On développe le déter
minant selon la dernière ligne

XaW =
A- 1 
-1 
0

-1
A- 1 

0

0 
-1 

A + 1
= A(A + 1)(A - 2).

Le polynôme caractéristique de A est donc xa = X(X + 1)(A" — 2) et ses valeurs propres 
sont les racines 0, —1 et 2. La matrice A est de taille 3 et possède 3 valeurs propres, elle 
est diagonalisable (Th. 18 p. 126).

méthode
Il Une base diagonalisant l’endomorphisme canoniquement associé à A détermine 
|| les colonnes d’une matrice de passage P diagonalisant A.

On détermine les sous-espaces propres de A. Soit X E M.3,i (K) de coefficients æi, X2, X3. 
La résolution des équations AX = 0, AX = —X et AX = 2X conduit à l’étude des trois 
systèmes suivants

^1+^2 = 0
Xl + X2 + X3 = 0

- X3 = 0

2x! + X2 = 0
Xi + 2x2 + X3 = 0

0 = 0

- Xi + X2 = 0
X1 - X2 + X3 = 0

— 3æ3 = 0

Après résolution, on obtient

/ 1 \
Eq{A} = Vect I —1 |, 

\ 0 /

/ 1 \
EL x (A) = Vect -2

\ 3 /

/i\ 
et E2 (A) = Vect I 1 I.

\0/

Les colonnes ainsi obtenues déterminent une base de vecteurs propres2 de l’endomor
phisme canoniquement associé à A. Considérons alors la matrice P constituée par ces 
colonnes.

/ ! 1 1\
P= -1 —2 1 .

\ 0 3 0/
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La matrice P est inversible car c’est la matrice de passage de la base canonique à une 
base de vecteurs propres. Au surplus, la formule de changement de base, donne1

1. La matrice D est diagonale car figure l’endomorphisme canoniquement associé à A dans une base 
de vecteurs propres. Ses coefficients diagonaux sont les valeurs propres respectives associées aux vecteurs
propres constituant les colonnes de P.

/O
A --- PDP~1 avec D = I 0

\0

0 
-1 
0

méthode
En résumé, on forme les colonnes d’une matrice de passage P diagonalisant A à 
l’aide de bases des sous-espaces propres de A. La matrice diagonale D obtenue 
est alors constituée des valeurs propres associées aux colonnes de P en ordre 
respectif.

(b) On calcule le polynôme caractéristique de B. Soit A € R. On développe le déter
minant selon la deuxième ligne

Xb(A) =
A 0 
0 A - 1
-1 0

-1 
A = (A - 1)(A2 - 1) = (A - 1)2(A + 1).

Le polynôme caractéristique de B est donc xb = (AT — 1)2(X + 1) et ses valeurs propres 
sont 1 (valeur propre double) et —1 (valeur propre simple). On détermine les sous-espaces 
propres associés en résolvant les équations BX = X et BX = —X. Avec des notations 
entendues, ceci conduit à l’étude des systèmes

- xi + x3 = 0
0 = 0 et

Xi — x3 = 0

xi -I- x3 = 0
2x2 = 0

xi + x3 = 0

Après résolution, on obtient

( Zl\ /0\ 1
Ei (B) = Vect < 0,1 >

(\i/ \0/J

/ 1 \
et E_i(B)=Vect| 0 I.

\-l/

Les colonnes introduites définissent les colonnes d’une matrice de passage inversible

/1 0 1 \
P= 0 1 0

\1 0 -1/

et la formule de changement de base donne

/1 0 0 \
B = PDP~1 avec D = I 0 1 0 I .

\0 0 -1/
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4.6.3 Trigonalisabilité

Exercice 11
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension n 2 et k G N. ;

(a) On suppose que A € K est une valeur propre de u. Vérifier que Xk est valeur s 
propre de uk.

(b) On suppose K = <C. Montrer que les valeurs propres de uk sont exactement 
les Xk avec A valeur propre de u.

(c) On suppose K = R. Donner un exemple illustrant que la propriété précédente ■
n’est plus vraie. ■

....  z '"V"1 --------- —T™ ——  W

1. Il est important d’insister sur la non nullité du vecteur x car, pour tout // E K, le vecteur nul est
solution de l’équation u(x) = p,x sans pour autant pouvoir affirmer que jjl est valeur propre de u.

Solution
(a) Soit x un vecteur propre associé à la valeur propre A de l’endomorphisme u. Le 

vecteur x est non nul et vérifie u(x) = Xx. On a alors

u2(x) = u(u(x)) = u(Xx) = Au(æ) = A2a;.

Par récurrence, on vérifie uk(x) = Xkx pour tout k G N. Puisque le vecteur x est non 
nul1, on peut affirmer que Xk est valeur propre de uk associée au vecteur propre x.

(b) méthode
L’endomorphisme u peut être figuré par une matrice triangulaire où figurent 
sur la diagonale ses valeurs propres comptées avec multiplicité.

Puisque K — C, le polynôme caractéristique de u est assurément scindé sur C et 
l’endomorphisme u est trigonalisable (Th. 21 p. 128). Il existe donc e = (ei,... ,en) base 
de E dans laquelle

pi (*)\
Mate(u) = T = I 

v°) ■ àJ

Les valeurs propres de u sont celles de T et, la matrice T étant triangulaire, ses valeurs 
propres comptées avec multiplicité sont ses coefficients diagonaux Ai,..., Xn.

Aussi, la matrice de uk dans e est Tk avec

Les valeurs propres de uk comptées avec multiplicité sont donc les Xk,..., Xk, c’est-à-dire 
les puissances d’exposant k des valeurs propres de u. Par élévation à la puissance k, les 
multiplicités de certaines valeurs propres peuvent fusionner.
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(c) Dans un plan euclidien orienté E, une rotation r d’angle 
6^0 [tt] ne possède pas de valeurs propres réelles. En effet, une 
rotation différente de l’identité et de la rotation d’angle tt ne pos
sède aucune droite vectorielle stable. Cependant, rk correspond 
à la rotation d’angle k0. En choisissant 3 — n/k pour k 2, on 
obtient rk = — Idjg donc

Sp(r) = 0 et Sp(rfc) = {—1} .

Exercice 12
Montrer que les matrices réelles suivantes sont trigonalisables et les trigonaliser1. • \ 

/1 —3 1 \ / 0 -1 0\ Z1 1 -1\ \

1. Trigonaliser une matrice carrée A signifie déterminer une matrice inversible P telle que P-1 AP 
soit triangulaire supérieure. Une telle matrice P est alors appelée matrice de trigonalisation de A.

2. On pourra amorcer ces calculs par l’opération Ci <— Ci + C2 + C3.
3. Elle n’est cependant pas diagonalisable car une matrice diagonalisable dont la seule valeur propre 

est A est semblable à AIn donc nécessairement égale à AIn (voir sujet 5 p. 134).
4. Durant cette démarche de trigonalisation des choix arbitraires sont effectués : il n’y a pas unicité 

de la matrice de passage ni de la matrice triangulaire à laquelle on parvient.

(a) A = 1 —2 0 (b) B = -1 1 1 (c) C = 0 1 0 . ’
\0 1 -2/ \-3 -2 2/ \1 —3 3 / i

Solution

(a) méthode
On montre qu’une matrice A de A4n(K) est trigonalisable en vérifiant que son 
polynôme caractéristique est scindé sur K (Th. 22 p. 128).

Après quelques calculs2, le polynôme caractéristique de A est xa = (X + l)3. Ce 
polynôme est scindé sur R et la matrice A est donc trigonalisable 3. Après résolution de 
l’équation AX — —X, on obtient que l’espace propre associé à la valeur propre —1 est

Zl\
E_i(A) = Vect 1 .

V/

Pour trigonaliser A, on forme une base dans laquelle l’endomorphisme a canoniquement 
associé à A est représenté par une matrice triangulaire supérieure.

méthode
On commence par figurer l’endomorphisme a dans une base dont le premier 
vecteur est vecteur propre de a.

On pose ui = (1,1,1) vecteur propre de a associé à la valeur propre —1. On com
plète celui-ci de deux vecteurs de la base canonique afin de former une base de R3, par 
exemple4, en choisissant U2 = (0,1,0) et U3 — (0,0,1). On forme la matrice de a dans la
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base («1,112,^3) en calculant simplement les images de ses vecteurs

a(«i) = -U1,
«(«2) = (3, -2,1) = -3ui + u2 + 4u3 
a(u3) = (1,0, —2) = ui - u2 - 3u3.

Ainsi,
/-i

Mat(U1)U2)U3)(®) I 0
\ 0

-3
1
4

1 \
-1 .
-3/

On considère ensuite l’endomorphisme a' du plan Vect(it2,u3) figuré dans la base
(u2,us) par le bloc

-1\
-3/ ’

méthode
La détermination d’une base de Vect(u2,u3) trigonalisant a' permet1 de for
mer une base réalisant la trigonalisation de a.

Sans calculs, on peut affirmer que le polynôme caractéristique de a' est (X + l)2 
car xa — {X + 1)xa'- Après quelques calculs, on obtient que v2 = u2 + 2«3 = (0,1,2) est 
vecteur propre de a'. On complète ce vecteur afin de former une base du plan Vect(it2, U3), 
par exemple en prenant le vecteur u3.

On forme la matrice de a dans la base (ui,U2,u3) de R3 en calculant les images

a(wi) = (-1, -1, -1) = -«1, 
a(v2) = (-1, —2, -3) = -U! - v2 
a(u3) = (1,0, -2) = - v2 - u3.

On a donc
/-I

Mat(U1)U2 U3) (<z) I 0 
\ 0

Finalement, la formule de changement de base donne la trigonalisation

/1
A = PTP~* avec P = | 1

\1

0
1
2

et T =
-1
-1 
0

(b) Cette étude est globalement semblable à la précédente. On présente rapidement 
les éléments de résolution de celle-ci. Le polynôme caractéristique est2 xb = (A — l)3,

1. En effet, les images par a des vecteurs de Vect(u2, U3) se déduisent de leur image par a! en ajoutant 
un vecteur colinéaire à u\.

2. On amorce le calcul de celui-ci par l’opération Ci Ci + C2.
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il est scindé sur R et la matrice B est trigonalisable. On introduit l’endomorphisme b 
canoniquement associé à B. Le vecteur u\ — (1, —1,1) est vecteur propre de b associé à 
la valeur propre 1. On complète ce vecteur avec 112 = (0,1,0) et — (0,0,1) et l’on a

Zl
Mat(U1)U2>U3)(&) ! 0

\0

-1 
0

-1

0\
1 •

2/

On introduit l’endomorphisme b' du plan Vect(«25W3) figuré dans la base («2,^3) par le 
bloc

Le vecteur = U2 4- W3 est vecteur propre de b' et la matrice de l’endomorphisme b 
dans («i,V2, U3) donne la trigonalisation

Zl
B = PTP-1 avec T = I 0 

\°

-1 0\ Z 1
1 1 ! et P = -1
° 1J \ 1

0 0\ 
1 0 .
1 V

(c) Cette fois-ci l’étude est un peu différente et beaucoup plus simple... Le polynôme 
caractéristique de C est Xc = (X — 1)C^ — 2)2 et les sous-espaces propres associés aux 
valeurs propres 1 et 2 sont1

1. L’espace propre associé à la valeur propre 2 n’est que de dimension 1, la matrice C n’est pas
diagonalisable.

Zl\
El (A) = Vect 1

W

Z 1 \ 
et EqÇA) = Vect I 0 J.

\-l/

Posons alors u± = (1,1,1), 112 = (1,0,—1) et complétons la famille libre («1,^2) en 
une base de R3 en prenant U3 = (0,0,1). On forme la matrice dans (ui, ^2,^3) de 
l’endomorphisme c canoniquement associé à la matrice C en calculant les images

c(«i) = Ui 
c(u2) = 2«2
c(w3) = (—1, 0, 3) = — U2 + 2^3.

On a donc 
Zl 0 0 \

Mat(UliU2)U3)(c) = I 0 2 1 I •
\0 0 2 )

Finalement,

Zl 1 0\ Zl 0 0 \
C = PTP-1 avec P=|l 0 0 et T= 0 2 -1 .

\1 -1 I) \0 0 2 /
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4.7 Exercices d’entraînement

4.7.1 Sous-espaces vectoriels stables

Exercice 13 *
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E vérifiant u o v = v o u.

(a) Montrer que les espaces Ker(u) et Im(u) sont stables par v.

(b) Montrer que les sous-espaces propres de u sont stables par v.
(c) Soit f un endomorphisme de E et p un projecteur de E. Montrer

P° f = f °P <=>• Im(p) et Ker(p) sont stables par f.

Solution
(a) méthode

Un sous-espace vectoriel F est stable par un endomorphisme u lorsque, pour 
tout x € F, on vérifie u(x) G F.

Soit x G Ker(u). On vérifie que v(x) appartient au noyau de u par le calcul qui suit

u(v(x)) = (u o v)(æ) — {v o u)(x) = vÇuÇxY) - vÇOe') = Of-

Soit y G Im(u). On écrit y — u(x) avec x G E et l’on vérifie v(y) G Im(u) par le calcul

v(y) — u(u(x)) — (v o u)(x) = (u o v)(x) = u(v(x)) G Im(w).

Ainsi, Ker(u) et Im(u) sont stables par v.

(b) Soit A une valeur propre de u. Étudions la stabilité par v de l’espace propre Ex(u).
Soit x G Ex(u). On a u(x) = Ax et donc, par commutation de u et v,

u(y(x)) = (u o v)(x) = {y o u)(x) = v(u(x)) — v(Ax) = Av(x).

Ainsi, v(x) appartient1 à Ex(u) et l’on peut affirmer que Ex(u) est stable2 par v.

1. Sans savoir si v(x) 0#, on n’affirme pas que v(x) est vecteur propre de u.
2. Aussi, u — Aid# et v commutent donc Ker(u — Aid#) est stable par v.
3. En dimension finie, une résolution matricielle est aussi possible en étudiant la commutation avec 

une matrice (q* q) figurant p dans un base adaptée, r = rg(p).

(c) L’implication directe est résolue par la première question. Étudions sa réciproque.

méthode
On vérifie que les endomorphismes p o f et f o p sont égaux sur deux espaces 
supplémentaires 3.
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On sait E — Ker(p) ® Im(p) car p est un projecteur. Vérifions que les applications 
linéaires p° f et f op sont égales sur chacun des espaces de cette écriture.

Soit x G Ker(p).

D’une part, p(x) = Qe et donc f(p(x)) = /(Oe) = Oe-
D’autre part, f(x) E Ker(p) car l’espace Ker(p) est stable par f et donc p(/(a;)) = Oe- 

Ainsi, les applications p o f et f o p sont égales sur Ker(p).

Soit x E Im(p). On sait p(x) — x car les vecteurs de l’image d’une projection sont 
invariants1 par celle-ci. Aussi, on a f(x) élément de Im(p) car l’espace Im(p) est stable 
par f et donc p(/(æ)) = f(x) = f(p(x)\ Ainsi, les applications p o f et f op sont aussi 
égales sur Im(p).

1. Im(p) = Ker(p — Idg) est le sous-espace propre associé à la valeur propre 1.
2. On dit qu’une famille (Pq> • • •, Pn) de polynômes de K[X] est une famille de polynômes de degrés 

étagés si deg(Pfc) = k pour tout indice fc. Une telle famille est une base de Kn[X] voir le sujet 24 du 
chapitre 7 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI.

Finalement, les applications linéaires p o f et f op sont égales car égales sur deux 
espaces supplémentaires.

Exercice 14 ** |

Déterminer les sous-espaces vectoriels stables pour l’endomorphisme D de dérivation I 
dans K[XJ. ]

Solution
Il est immédiat de vérifier que les espaces K[X], {0} et Kn[X] (avec n E N) sont stables 

par l’endomorphisme de dérivation D. Etablissons qu’il n’en existe pas d’autres. Soit F 
un sous-espace vectoriel stable par D non réduit à l’espace nul.

méthode
Si P est un polynôme de degré n, (P(n\ P<n-1),..., P) est une famille de 
polynômes étagée en degré.

Soit P un polynôme de F et n son degré. L’espace F étant stable par D, les polynômes

P' = D(P), P" = D2(P), ..., P(n) = Dn(P)

appartiennent tous à F. Or la famille (p(n), p(n-1),..., P) est une famille de polynômes 
de degrés étagés2 et donc une base de Kn[X]. Tout polynôme de K.n[X] peut donc 
s’écrire comme une combinaison linéaire de polynômes qui appartiennent à l’espace F et 
donc Kn[X] C F. Résumons : Kn[X] est inclus dans F dès qu’il existe un polynôme de 
degré n appartenant à F. On peut alors conclure en distinguant deux cas :

Cas : Les polynômes de F sont de degrés majorés. On peut introduire un polynôme 
dans F de degré maximal N et alors F = K/v[X] par double inclusion.

Cas : Les polynômes de F ne sont pas de degrés majorés. Il existe des entiers n G N 
arbitrairement grands tels que Kn[X] C F et donc F = K[X].
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Exercice 15 **
I

Soit u endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n 2. On j 
suppose que E et {0#} sont les seuls1 sous-espaces vectoriels stables par u. |

(a) L’endomorphisme u possède-t-il des valeurs propres ? |

Soit x un vecteur non nul de E. g

(b) Montrer que la famille ex = (x, u(x),..., un-1(a;)) est une base de E.

(c) On note a0, ai,...,an_i les coordonnées de un(x) dans la base ex. Etablir

un — aolds 4- aiu 4------ 1- an_i«n-1.

(d) Exprimer la matrice de u dans la base ex . i

Solution

(a) méthode
Les vecteurs propres sont les vecteurs engendrant une droite vectorielle stable 
(Th. 3 p. 121).

Par l’absurde, si l’endomorphisme u possède un vecteur propre x, la droite vecto
rielle D = Vect(x) est stable par u. Ceci contredit l’hypothèse de travail car D est un 
sous-espace vectoriel non nul distinct de E. On en déduit que u ne possède ni vecteurs 
propres ni valeurs propres.

(b) méthode
On introduit le plus grand entier tel que la famille (x,u(x),... ,up“1(a:)) est 
libre.

Puisque le vecteur x est supposé non nul, la famille (a?) est libre. L’ensemble

A — {m € N* | (x,u(x),... ,uTn-1(x)) est libre}

est donc une partie non vide de N. Au surplus, la partie A est majorée car en dimen
sion n une famille libre ne peut comporter plus de n éléments. La partie A possède donc 
un plus grand élément, autrement dit, il existe un plus grand entier p 1 tel que la 
famille (x, u(x),..., up“1(x)) est libre.

Par définition de l’entier p, la famille (x,u(x),... ,up~1(x),up(x)') est liée. Il existe 
donc des scalaires Ao,..., Ap non tous nuis permettant d’écrire

Aox 4- Aiw(æ) 4------ 1- Ap_iup-1(x) 4- Xpup(x) = 0#. (*)

Si Ap est nul, l’équation (*) se simplifie en

Aoa? 4- Xxu(x) 4------ 1- Ap_iup-1(z) = 0#

1. En dimension finie, un endomorphisme d’un espace complexe admet au moins une valeur propre et 
donc une droite vectorielle stable, un endomorphisme d’un espace réel admet quant à lui au moins une 
droite ou un plan vectoriel stable (voir sujet 33 p. 232). Pour n 3, l’hypothèse de ce sujet pourra être 
rencontrée si K — Q.
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ce qui entraîne Ao = ••• = Ap_ i = 0 par la liberté de la famille (x,u(x),... ,up 1(x)). 
C’est absurde car les scalaires Xk ne sont pas tous nuis. On en déduit Xp 0 et l’égalité (*) 
donne

1. Le sous-espace vectoriel F se nomme Y espace cyclique engendré par x : il correspond à l’ensemble 
des valeurs prises par les polynômes en u sur le vecteur x.

2. Dans le prochain chapitre, on dira que v et un sont des polynômes en u.
3. La matrice formée est une matrice compagnon (Voir sujet 32 p. 166).

up(x) = —-ç-(Aox + Àiu(a?) + • • • + Ap_iup-1(x)) G Vect(x,u(x),... ,up-1(x)).

Le sous-espace vectoriel1 F = Nect(x,u(x),... , wp-1(æ)) est alors stable par u car 
l’image par u d’une combinaison linéaire des vecteurs x,u(x),... ,up~x(x) est une com
binaison linéaire des vecteurs u(x),a2(x),... ,up(æ) donc une combinaison linéaire des 
vecteurs x,u(x),... ,up-1(a;). L’espace F n’étant pas nul, il est égal à l’espace E et la 
famille (x, u(x),..., up-1(x)) est donc une base de E. En substance, p = n.

(c) La question présente une difficulté : les coordonnées ao, ai,..., an-i dépendent a 
priori du choix du vecteur x !

méthode
On montre que les applications linéaires

v = aold£? + uiu H---- + an-iun^1 et un

sont égales sur les vecteurs d’une base.

Par définition des scalaires ai, les applications v et un sont égales sur le vecteur x. De 
plus, elles commutent2 toutes deux avec u et donc, pour tout k G [0 ; n — 1],

u(ufc(x)) = uk(v(x)) = uk(un(x)) = un(uk(x)).

Les applications linéaires v et un sont donc égales en tout point car égales en chaque 
vecteur de la base ex.

(d) La matrice de u dans la base eæ = (x, u(æ),..., un-1(:r)) est la matrice figurant 
les coordonnées dans ex de la famille de vecteurs [u{x),u (x),... ,un{x')^ ce qui donne2 3

/O •• • 0

Mateæ (u) =
1 (0) ai

JO) 1 &n—1 /

Notons que l’expression de cette matrice ne dépend pas du choix du vecteur x non nul.
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Exercice 16 **
On munit l’espace -Mn,i(R) du produit scalaire canonique défini par (X, Y} = tXY 
pour toutes colonnes X et Y.

(a) Montrer qu’un sous-espace vectoriel F de jMn)i(R) est stable par A si, et seule
ment si, F - est stable par *A.1

(b) Déterminer les sous-espaces vectoriels stables par l’endomorphisme u de R  
figuré dans la base canonique par la matrice

3

1. L’endomorphisme u étant diagonalisable, on verra dans le sujet 8 p. 207 que les sous-espaces
vectoriels stables par u sont ceux admettant une base de vecteurs propres.

/-3
A = -1 

\ 0

2 2\ 
0 2 • 
0 V

Solution

(a) méthode
En identifiant matrice carrée et endomorphisme canoniquement associé, affir
mer qu’un sous-espace vectoriel F de est stable par A G jMn(K)
signifie AX G F pour tout X e F.

Raisonnons par double implication.

( => ) Supposons le sous-espace vectoriel F stable par A. Pour tout X de F et tout Y 
de F3-, on a

(X, *AY} = lX *AY = \AX)Y - (AX, Y) = 0

car AX est élément de F tandis que Y appartient à F1-. Ainsi, tAY est élément de F1- 
et cet espace est donc stable par lA.

( 4= ) Supposons le sous-espace vectoriel F1- stable par lA. L’implication ci-dessus 
donne directement F — (F-L)± stable par A — t( M.).

(b) méthode
On étudie les sous-espaces vectoriels stables en discutant1 selon leur dimen
sion.

Soit F un sous-espace vectoriel stable par u.
Si dim F = 0 ou 3, l’espace F est {0} ou R3 que l’on sait être tous deux stables par u.
Si dim F — 1, F est une droite vectorielle et l’on sait que les droites vectorielles stables 

par un endomorphisme sont celles engendrées par les vecteurs propres. On est donc 
conduit à déterminer les vecteurs propres de u.

Enfin, si dim F = 2, F est un plan et l’étude qui précède assure qu’un plan vecto
riel P est stable par u si, et seulement si, sa droite normale D — P1 (pour le produit 
scalaire canonique de R3) est stable par l’endomorphisme u' canoniquement associé à la 
matrice lA. Il s’agit alors de déterminer les vecteurs propres de u'.
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Reste à déterminer les éléments propres mentionnés. Après quelques calculs, on obtient 
que le polynôme caractéristique de la matrice A est

Xa = (A — 1)(A + 1)(X + 2).

Les valeurs propres de A sont donc 1,-1 et —2. Sans calculs, on peut affirmer que les 
valeurs propres de *A sont identiques car xa = X*a- H suffit ensuite de déterminer les 
sous-espaces propres associés à chaque valeur propre. Après résolutions,

/1\
£i(A) = Vect 1 ,

\V
/0\

El ^A) = Vect 0 , 

V/

/2\
E-i(A) = Vect 11, 

\0/ 
/ i \

ELi^A) = Vect -1 , 
\ 0 /

/1\
E-2 (A) = Vect i 1 j, 

w 
/ 1 \

E_2ÇA) = Vect 1—2 . 
\ 1 * /

1. Pour le produit scalaire canonique, un vecteur normal (a, b, c) (0,0,0) détermine dans IR3 le plan
d’équation ax H- by + cz — 0.

Les droites vectorielles stables par u sont alors

Vect(l, 1,1), Vect(2,1,0) et Vect(l, 1,0).

Les plans vectoriels stables par u sont déterminés par un vecteur normal vecteur propre 
de u', ils ont pour équation1

z = 0, x — y = 0 et x — 2y + z - 0.

Exercice 17 **
Soit u un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel E non réduit au vecteur 
nul et S un sous-espace vectoriel de E stable par u et tel que E = S 4- Im(u).
Montrer S — E.

Solution

méthode
|| On vérifie E — S + Im(ufc) par récurrence sur k E N*.

La propriété est vraie par hypothèse pour k = 1.
Supposons la propriété vraie au rang k 1. On a immédiatement S + Im(ufc+1) C E. 

Inversement, soit x E E. Par hypothèse de récurrence, on peut écrire x = s + uk(a) 
avec s E S et a E E. Or, par hypothèse, on peut aussi écrire a = s' + u(6) avec s' E S 
et b E E. On en déduit

x = s + uk(s') 4-ufe+1(&) E S + Im(ufc+1)
' es '

car le sous-espace vectoriel S est stable par u. Ainsi, E c S + Im(ufe+1) puis on peut 
affirmer l’égalité par double inclusion.

La récurrence est établie.
En appliquant cette propriété avec k l’indice de nilpotence de u, on conclut E — S.
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4.7.2 Éléments propres d’un endomorphisme

Exercice 18 *
Soit u un endomorphisme de rang 1 d’un espace vectoriel réel E. Montrer qu’il existe 
un réel A valeur propre de u tel que u2 = Au. |

1. On verra dans le sujet 41 p. 175 que celle-ci correspond à la trace de u lorsque l’espace est de 
dimension finie.

2. Le résultat est même faux en dimension infinie. Si D désigne l’opérateur de dérivation sur R[X] et 
si I est l’opérateur déterminant le polynôme primitif s’annulant en 0, le réel 0 est valeur propre de I o D 
mais n’est pas valeur propre de D o I.

3. Ce résultat découle aussi de l’égalité xab — XBA établie dans le sujet 33 p. 168.

Solution

méthode
|| La droite Im(u) est stable par u.

L’endomorphisme u étant de rang 1 son image est une droite vectorielle. De plus, celle- 
ci est stable par u et donc engendrée par un vecteur propre (Th. 3 p. 121). Notons A la 
valeur propre1 associée. On a Im(u) C Ker(u — Aid#) donc (u — Aid#) o u = 0. On peut 
alors conclure u2 = Au.

Exercice 19 *
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie non 
nulle. Montrer que si A est valeur propre de uou , A est aussi valeur propre de v ou.

Solution
Soit A une valeur propre de u o u et o; un vecteur propre associé. Le vecteur x est non 

nul et satisfait l’égalité (u o u)(æ) = Ax. En appliquant v à cette relation, il vient

(u o u)(u(æ)) = u((u o u)(æ)) = v(Ax) = Av(x).

méthode
|| Il faut vérifier v(x) =4 0# pour affirmer que v(x) est vecteur propre de u o u.

Si A 0, l’égalité initiale u(u(x)) = Ax avec A 0 et x 0# entraîne u(x) 0#. On 
peut alors affirmer que v(x) est vecteur propre de v ou associé à la valeur propre A.

Si A = 0, on ne peut pas conclure aussi directement2.

méthode
0 est valeur propre d’un endomorphisme d’un espace de dimension finie si, et 
seulement si, celui-ci n’est pas bijectif.

Si 0 est valeur propre de u o v, on a det(u o v) = 0 et donc det(u o u) = 0 car 

det(v ou) — det(v) x det(u) = det(u o v).

On en déduit que 0 est aussi valeur propre de v o u.
Finalement, u et v jouant des rôles symétriques, on peut conclure que les endomor

phismes u o v et v o u ont exactement les mêmes 3 valeurs propres.
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Exercice 20 **
Soit A, B G .A4n(R) vérifiant AB — B A — A.

(a) Calculer À^B — BAk pour k G N.

On considère l’endomorphisme de A4n(lR) défini par <p(M) = MB — BM.

(b) A quelle condition la matrice Ak est-elle vecteur propre de ?

(c) En déduire que la matrice A est nilpotente.

Solution
(a) méthode

|| On commence par l’étude du cas n = 2 pour anticiper la relation attendue.

A2 B - B A2 = A(AB) — B A2 = A2 + AB A - B A2 = A2 + (AB - B A) A = 2A2.
=A+BA ' =A '

Par récurrence sur k G N, montrons AkB — BAk — kAk.
Pour k = 0, l’identité est vraie car A0 = In.
Supposons l’égalité vraie au rang k 0. Pour l’établir au rang suivant, on adapte le 

calcul vu ci-dessus

Ak+1B - BAk+1 = A(AkB) - BAk+1 = A(kAk + BAk) - BAk+1

= kAk+1 + ABAk - BAk+1 = kAk+1 + (AB - BA)Ak

= (k + l)Ak.

La récurrence est établie.

(b) Soit fc G N. L’étude ci-dessus donne ç?(Afc) = kAk. La matrice Ak est donc vecteur 
propre de 9? si, et seulement si, Ak 7^ On.

(c) méthode
En dimension finie, un endomorphisme n’admet qu’un nombre fini de valeurs 
propres.

Par l’absurde, si la matrice A n’est pas nilpotente, tout entier À; G N est valeur propre 
de l’endomorphisme <p. Or celui-ci n’admet qu’un nombre fini de valeurs propres. C’est 
absurde.

Exercice 21 **
Soit A une matrice élément de E — A^n(K). On introduit l’endomorphisme u de B 
défini par u(M) = AM pour tout M G B-

(a) Montrer que A et u ont les mêmes valeurs propres et préciser les sônOàpa^s
propres de u en fonction de ceux de A. .

(b) Que dire des éléments propres l’endomorphisme v de E défini par v(M) = MA? 
1
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Solution

(a) Soit àgR. Étudions l’équation u(M) — AM d’inconnue M E .A4n(R).

méthode
|| On étudie l’égalité AM — AM colonne par colonne.

Notons Ci,..., Cn les colonnes de la matrice M. Les colonnes de la matrice AM sont 
alors ACi ,.■■■, ACn et donc

AM = AM <=> V? 6 [1 ; n], AO, = ACj.

Si À n’est pas valeur propre de la matrice A, seule la colonne X nulle vérifie AX = AX. 
On a alors

AM = AM <=> M = On.

Le réel A n’est pas valeur propre de u.
En revanche, si A est une valeur propre de A, il existe des colonnes X non milles 

vérifiant AX = AX. Une matrice M constituée de telles colonnes est non nulle et véri
fie AM = AM : le réel A est valeur propre de u.

Finalement, les valeurs propres de u sont exactement celles de A. De plus, si A est une 
telle valeur, le sous-espace propre associé à la valeur propre A est constitué des matrices 
dont les colonnes appartiennent1 au sous-espace propre de A associé à la valeur propre A.

1. Ces colonnes peuvent être nulles et ne sont donc pas forcément vecteurs propres de A.

(b) Soit AeR. Étudions l’équation v(M) = AM d’inconnue M G A4n(R). Par trans
position

v(M) - AM <=> WM = A*M avec M/On <=» W0On.

On retrouve l’équation aux éléments propres de la question précédente avec la matrice 
transposée de A au lieu de A et l’inconnue *M au lieu de M. On en déduit que les valeurs 
propres de v sont les valeurs propres de *A, donc celles de A, et les vecteurs propres 
associés sont les matrices dont les lignes sont les transposées des colonnes appartenant 
au sous-espace propre de *A pour la même valeur propre.

Exercice 22 ** |

Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues de [0 ; +oo[ vers K. Pour tout f E E, I 
on définit une fonction : [0 ; +oo[ —> R par g

^(/)(0) =/(O) et = pour tout x > 0. I
•c Jo

. U- / .?■ ' / ' " ■

(a) Montrer que est un endomorphisme de E. I

(b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de p. I
-    WW y. »"J> ' 11 IIJ-' ' ' ‘ 1 J f
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Solution

(a) Soit f une fonction élément de E. La fonction F : x Jq f(t) àt est la primitive 
de la fonction continue f s’annulant en 0. Cette fonction est donc continue sur [0 ; +oo[ 
et la fonction ç?(/) est continue sur ]0 ; +oo[ par produit de fonctions qui le sont. Reste 
à justifier la continuité de </?(/) en 0.

méthode
|| On interprète </?(/) (x) comme un taux d’accroissement.

Pour x > 0, on peut écrire

—

On en déduit
> F'(0) = /(O) = v(/)(0).rc->0+

La fonction ç?(/) est donc continue en 0. Ainsi, l’application p est bien définie de E 
vers E. Enfin, la linéarité de p est immédiate car, pour A, /z G K et f, g E E, on observe 
p(Xf + /zp)(x) = Aç?(/)(x) + /j,p(g)(x) pour tout x > 0 et aussi pour x = 0.

(b) Soit A € K. Étudions l’équation ç?(/) = Xf d’inconnue f G E.
Analyse : Supposons f solution de cette équation. On a

1 fx
— / /(£) dt — Xf(x) pour tout x > 0. (*)
x Jo

méthode
On souhaite dériver cette relation. Afin de pouvoir justifier que la fonction f 
est dérivable, on traite le cas A = 0 séparément.

Cas : A — 0. L’équation (*) se simplifie en

[ f(t)dt = O.
Jo

Par dérivation, on obtient /(x) = 0, d’abord pour x > 0, puis aussi pour x = 0 par 
continuité de f. Une fonction solution est nécessairement la fonction nulle : 0 n’est pas 
valeur propre de p.

Cas : A 7^ 0.

méthode
|| On exprime une équation différentielle vérifiée par f.

En divisant les deux membres de (*) par A, on peut exprimer /(x) à l’aide du terme 
intégrale et affirmer que f est de classe C1 sur ]0 ; +oo[. En multipliant (*) par x puis en 
dérivant, on obtient

/(x) = Xxf'(x) + A/(x) pour tout x > 0
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donc

xf'(x) = af(x) avec a = —-—.
A

Ceci conduit à résoudre l’équation différentielle xy' = ay sur ]0;+oo[. Il s’agit d’une 
équation différentielle linéaire d’ordre 1 et, puisque

[ ot/ — dx = a In x
J x

sa solution générale est y(x) — Cealnx = Cxa avec C € R. La fonction f est donc de 
cette forme. La fonction f est aussi continue en 0 ce qui conduit à discuter selon le signe 
de a qui est encore celui de A(1 — A).

Si A < 0 ou A > 1, on a a < 0 et l’expression Cxa admet une limite finie en 0 si, et 
seulement si, C = 0. Dans ce cas la fonction f est nulle : un tel A n’est pas valeur propre 
de cp.

Si A G ]0 ; 1], l’expression Cxa admet une limite finie en 0 qui n’est autre que1 C0Q. 
Synthèse : Pour A G ]0 ; 1], la fonction f donnée par

1. Rappelons que pour un exposant réel a est défini par l’égalité x(y — ealnæ pour tout x > 0. On 
prolonge la fonction de x correspondante en 0 lorsque a 0 en posant 0a = 0 pour a > 0 et 0° — 1.

2. On observe aisément que est un endomorphisme de Rn[X] car cette application est linéaire
et l’on vérifie que <p transforme un polynôme de degré inférieur à n en un autre après une éventuelle 
simplification des termes

f(x) = Cxa avec C G R et a = —ç—

est définie et continue sur [0 ; +oo[. Par un rapide calcul intégral, on vérifie </>(/) — Af et 
l’on peut affirmer que la fonction f est non nulle dès que C / 0.

Finalement, les valeurs propres de <p sont les éléments de ]0 ; 1] et les vecteurs propres 
associés à A G ]0 ; 1] sont les fonctions suivantes définies sur [0 ; +oo[

x i-> Cx * avec C G R*.

Exercice 23 **
Soit n G N. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de l’endomor
phisme2 (p de Rn[X] défini par

<p(P) = (X2 - 1)P' - nXP.
----....... .......... ..... ................. '-T’’—’’’.............„„ , «hk Tfflur11 *" v

Solution
Soit A G R. Résolvons l’équation </?(P) = AP d’inconnue P G Rn[X].

<p(P) = AP <=> (X2 - I)P' - (nX + A)P = 0.

méthode
On recherche 3 les solutions polynomiales de degrés inférieurs à n à l’équation 
différentielle

(PA) : (x2 - l)y’ - (nx + X)y = 0.
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Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 que l’on sait résoudre sur chacun 
des intervalles ]—oo ; —1[, ] —1 ; 1[ et ]1 ; +oo[ pour lesquels le facteur de y' ne s’annule pas. 
À l’aide d’une décomposition en éléments simples, on a

nx + A , 
=xz — 1

1 f f n + A 
in—'

n — AA 
x +1J

drr = Ini \x
n-|-A n — A \Il 2 læ + Ij 2 j.

3. On peut aussi résoudre cette équation par l’unicité de la décomposition en éléments simples de 
P1 /P qui s’exprime comme une somme de termes a/(X — x) avec x € C racine de P et a € N* sa 
multiplicité.

4. En dimension infinie, un endomorphisme d’un espace complexe peut ne pas admettre de valeur 
propre comme l’endomorphisme du sujet 1 p. 129.

5. Voir sujet 13 p. 146.

La solution générale de l’équation (Ex) sur chacun des intervalles précédents s’exprime

y(x) = C |x — 1| 2 |æ + 1| 2 avec C € R.

Cette résolution invite à introduire, pour chaque A = n — 2k avec k G [0 ; n], le 
polynôme

Px = (X - l)n~k(X + l)fe G Rn[X].

On vérifie par le calcul l’identité <p(Px) = XPx avec Px 0 ce qui assure que A est valeur 
propre de et Px est vecteur propre associé. On détermine ainsi n + 1 valeurs propres 
distinctes pour l’endomorphisme <p. Or l’espace Rn[X] est de dimension n+ 1, il ne peut 
donc y avoir d’autres valeurs propres et celles-ci sont toutes simples (Th. 12 p. 124). De 
plus, chaque sous-espace propre de <p est de dimension 1.

Finalement, les valeurs propres de <p sont les n — 2k avec À; G [0 ; n]| et le sous-espace 
propre associé à la valeur n — 2k est la droite

Sn-2»:fe>) = Vect((X - + l)n+fc).

Soit u,v deux endomorphismes d’un espace vectoriel complexe de dimension finie 
non nulle.

(à) On suppose u o v = v oïl. Montrer que u et v ont un vecteur propre en commun.

(b) On suppose u o v = 0. Montres: que u et v ont un vecteur propre en commun.

Solution

(a) méthode
Tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle3 4 
admet au moins une valeur propre (Th. 11 p. 124).

Soit A une valeur propre de u. L’espace Ex(u) n’est pas réduit au vecteur nul et tout 
vecteur non nul de celui-ci est vecteur propre de l’endomorphisme u. De plus, cet espace 
propre est stable5 par v car u et v commutent. L’endomorphisme induit par v sur l’espace 
complexe Ex(u) de dimension finie non nulle admet donc une valeur propre. Le vecteur 
propre associé est alors un vecteur propre commun à u et v.
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(b) méthode
|| L’espace Im(r) est stable1 par v.

1. Un raisonnement analogue à celui proposé est possible en observant Ker(u) stable par v.

On auov = 0 et donc Im(v) C Ker(u). Par conséquent, tout vecteur non nul de Im(v) 
est vecteur propre de u associé à la valeur propre 0.

Si v n’est pas l’endomorphisme nul, l’espace complexe Im(t») est de dimension finie non 
nulle et l’endomorphisme induit par v sur celui-ci admet au moins un vecteur propre qui 
est alors vecteur propre commun à u et v.

Si v est l’endomorphisme nul, n’importe quel vecteur propre de u (et il en existe) est 
vecteur propre commun à u et v.

4.7.3 Éléments propres d’une matrice

Exercice 25 *
Soit n 2.

(a) Déterminer les valeurs propres de la matrice de _A/tn(C) suivante

avec (a,b)eCxC*.

(b) Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Solution
(a) méthode

|| On calcule le polynôme caractéristique de M.

Soit À e C. Par l’opération C± C± + C2 + • ■ ■ + Cn

Xm(A) —
(-6) X — a

X — (a + (n — 1)6) —b
X — (a + (n — 1)6) A — a

-b

(-6)

X— (a + (n — 1)6) ( 0 A — a

On retranche ensuite la première ligne à chacune des suivantes afin d’obtenir un déter
minant triangulaire

Xm(A) =

A — (a + (n — 1)6) —6
0 A — ci -F b

-b

(0)

A — a + b
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Les valeurs propres de M sont donc a + (n — 1)6 et a — b de multiplicités respectives 1 
et n — 1 1 (ces valeurs propres sont distinctes car b 0).

(b) méthode
|| On étudie les dimensions des sous-espaces propres de M par un calcul de rang.

La valeur propre a + (n — 1)6 est simple, le sous-espace propre associé est donc de 
dimension 1.

Par la formule du rang, la dimension du sous-espace propre associé à la valeur a — b 
est

dimKer(M — (a — 6)In) — n — rg(M — (a — 6)In) — n — rg

/b ••• 6\
: • I = n — 1.

’ I b^O
\b ••• b]

La somme des dimensions des sous-espaces propres est égale à n, la matrice M est 
donc diagonalisable (Th. 19 p. 127).

méthode
Il est quelquefois plus commode de calculer les valeurs propres d’une matrice 
carrée en étudiant l’équation AX — AX qu’en calculant son polynôme carac
téristique 1.

1. Le calcul du polynôme caractéristique %n est néanmoins possible : en développant le déterminant 
selon la dernière ligne, on obtient Xn(A) = (A— l)xn-i(A) — (A— l)n-2. Le calcul des premiers termes de
cette suite permet de conjecturer Xn(A) = (A — l)n — (n — 1)(A — l)n“2 ce que l’on vérifie par récurrence.

Notons A la matrice étudiée et considérons X une colonne de hauteur n et de coeffi
cients xi,...,xn. L’équation AX = AX équivaut au système

'xi + X2 H---- + xn = Aaq
xi + o?2 = Aa^

< .

+xn = Axn

soit encore

Xi H------ F xn

xx

= Aaq
= (A - l)æ2

= (A - l)xn.
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Cas : A — 1. On obtient une solution non nulle en vérifiant les conditions1

1. L’espace propre associé à la valeur propre 0 est l’intersection de deux hyperplans distincts, c’est
un espace de dimension n — 2 > 1.

xi = 0 et X2 + ■ ■ ■ + xn = 0.

Il suffit par exemple de prendre x2 = 1, X3 = — 1 et les autres valeurs milles.
Cas : A 1. Le système équivaut au suivant :

(n — l)xi = (A — l)2a?i 
æ2 = ^î

Pour xi = 0, la solution de ce système est nulle. Pour a?i 7^ 0, on forme une solution 
non nulle au système à condition que (A — l)2 = n — 1.

Finalement, la matrice admet trois valeurs propres

On peut aussi retrouver ce résultat en commençant par observer que rg(A — In) = 2 ce 
qui assure que 1 est valeur propre de multiplicité au moins n — 2. Les deux autres valeurs 
propres (a priori complexes) a et /3 se déduisent de la résolution des équations

tr(A) = (n — 2) x 1 + a + 0 et tr(A2) = (n-2) x l2 + a2 + /32.

Exercice 27 **
Soit n G N* et %n le polynôme caractéristique de

/O 1 (0)\

v°)
•• 1
1 0/

(a) Pour 0 € ]0 ; tt[, calculer un = yn(2cos0).

(b) Déterminer les valeurs propres de An. La matrice An est-elle diagonalisable?

(c) Déterminer les sous-espaces propres de An.
J'Sa®

Solution

(a) Le déterminant définissant un = xn(2cos0) est un déterminant tridiagonal.

méthode
On forme une relation de récurrence linéaire double vérifiée par les éléments 
de la suite (un).
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Pour n 3, on développe selon la première ligne

Un = 2 COS(#)

X.

2 cos# —1 (g)

-1 ••

(0) —1 2 cos#

— “Un — 1

-1 
0

-1
2 cos#

0 •••
-1

0

(0)

+ • -1 • •

-1

•

-1] 0 (0) -1 2 cos # [n-1]

On développe ensuite le second déterminant selon sa première colonne et l’on obtient 

un — 2 cos(0^Un—i Un—2-

La suite (un)n^i est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique 

r2 — 2 cos(#)r + 1 = 0

de discriminant A = —4sin2 0 < 0 et de racines distinctes e10 et e-16*. Il existe donc deux 
réels A et /z tels que, pour tout n 1,

un — Acos(n#) + /zsin(n#).

Sachant u\ = 2 cos# et = 4 cos2# — 1, on détermine les valeurs1 de A et p et l’on 
propose une expression simplifiée de un :

1. La relation de récurrence vérifiée par (uri) est compatible avec la valeur uq = 1 : il est plus facile 
de calculer A et /i à partir de uq et u± qu’à partir de u± et U2-

. „ cos# sin((n +
A — 1) ~ et Un — ; -

sin u sm 6

(b) Pour # G ]0 ; tt[,

Xn(2cos#)=0 <==> sin((n + 1)#) = 0 

<=> (n + 1)# = 0 [tt] .

Pour k E [1 ; n], les angles 0k = sont distincts dans ]0 ; tt[. Par stricte décroissance 
de la fonction cosinus sur [0;tt], les réels

. ' [h
A*; = 2 cos -----

sont des racines distinctes du polynôme caractéristique Xn '■ ce sont des valeurs propres 
de An. Cependant, la matrice An est de taille n, elle admet donc au plus n valeurs propres. 
Les valeurs Ai,..., An précédentes sont donc exactement les valeurs propres de An. Au 
surplus, cette matrice est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension 1 
(Th. 18 p. 126).
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(c) Étudions le sous-espace propre de An associé à la valeur propre A^ = 2cos(#fc) 
pour k e [1 ; îiJ- Soit X E A4n)i(R) une colonne de coefficients xi,... ,xn.

( X2 = 2cos(0fc)ori
AnX = AfcX <=> < Xj-i + Xj+i = 2cos(0k)xj pour j E |[2; n — 1].

I xn_-L = 2cos(0fc)a;n

méthode
|| On homogénéise le système en introduisant xq et xn+i égaux à 0.

AnX = XkX ■<=> x0 = Xn+i =0 et Vj E [[1 ;n]|, Xj-i +xj+i = 2cos(0fc)z,.

La suite finie (æjo^xn+i es^ a^ors une suite récurrente linéaire double d’équation ca
ractéristique

r2 — 2 cos(0fc)r + 1 = 0.

Les racines de cette équation sont e10fe et e~16k. Il existe donc deux réels a et tels que, 
pour tout j E [0 ; n + 1],

= a cos(jek) + /3 sin(j^fc) + /?sin

Les conditions xq = xn+i = 0 correspondent à a = 0 et, finalement,

a • (
Xj = p sm ------

3 Vn + 1
pour tout j E [1 ; n].

Le sous-espace propre de An associé à la valeur propre Xk est donc

EXk(An) = Vect = Vect
U(+f)/

Exercice 28 ***
Soit A = E JVÏn(R) une matrice1 à coefficients strictement positifs vérifiant

n
y ûij = 1 pour tout i E [1 ; nj.
J=i

(a) Montrer que 1 est valeur propre de A et que toute autre valeur propre complexe A
vérifie |A| 1.

(b) Établir que si A E C est une valeur propre de A vérifiant |A| = 1 alors A = 1.

(c) Montrer que l’espace propre associé à la valeur propre 1 est une droite.
'   '   '*/■". r1*'JZ' f u>’ w, »• r u.ÿ V! Ji.uuu.

1. La matrice A est stochastique, voir sujet 23 p. 92.
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Solution

(a) Considérons le vecteur colonne J = *(1 ... 1). On vérifie AJ = J avec J 0 
et donc 1 est valeur propre de A et J est vecteur propre associé.

Soit A une valeur propre de A et X — tÇx^ ... xn) un vecteur propre associé. 
L’égalité matricielle AX = XX donne, pour tout i G [1 ;n],

n
- Xxi. (*)

3=1

méthode
|| On considère l’indice pour lequel |otî| est maximal.

Soit io l’indice vérifiant
hio| = max |.

On a |:Ei01 7^ 0 car X n’est pas la colonne nulle et l’équation (*) pour i = Ïq donne

(**)

car la somme des coefficients de la ligne d’indice io de A est égale à 1. En simplifiant 
par |xi0| qui est strictement positif, on conclut |A| 1.

(b) On reprend les notations précédentes avec de plus |A| = 1. Il y a donc égalité dans 
l’inégalité (**).

méthode
Il y a égalité1 dans l’inégalité triangulaire complexe

1. Voir sujet 32 du chapitre 3 de l’ouvrage Exercices d’analyse MPSI dans la même collection.

1^1 + • • • + Zn\ < |zi| + • • • + \zn\

si, et seulement si, les points d’affixes zi,... ,zn figurent sur une même droite 
issue de l’origine. Cela signifie l’existence d’un réel 0 tel que z3 = |zj| e10 pour 
tout j e [1 ; n].

L’égalité dans la première inégalité de (**) donne l’existence d’un réel 0 tel que 

aioJx3 = Pour tout j e [I ;n].

a"‘O ’i \x31

L’égalité dans la deuxième inégalité de (**) entraîne

aio,j lX3 I = aio,3 kio I P°Ur t0Ut 3 e P ;«]■
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Par hypothèse, le réel di0,j est non nul pour tout indice j € [1 ;nj et donc

xj = læiole'0 pour tout j E [1 ; n].

Les xi,...,xn sont donc tous égaux et la colonne X est colinéaire à la colonne J vecteur 
propre associé à la valeur propre 1. On conclut A = 1.

(c) L’étude qui précède a montré qu’un vecteur propre associé à une valeur propre A 
vérifiant |A| = 1 est colinéaire à J. Les vecteurs propres associés à la valeur propre 1 sont 
donc tous éléments de Vect(J) et l’espace propre correspondant est de dimension 1.

4.7.4 Polynôme caractéristique

Exercice 29 *
Soit A e jMn(R) vérifiant det(A) < 0. Établir que A possède au moins une valeur' 
propre réelle.

Solution

méthode
|| Les valeurs propres de A sont les racines de xa (Th. 9 p. 123).

Le polynôme caractéristique de A est unitaire de degré n et son coefficient constant 
est (—l)ndet(A) :

Xa = Xn - tr(A)Xn-1 + • • • + (-l)n det(A).

Lorsque det(A) < 0, on a

(-l)nXx(0) = det(A) < 0 et lim (-l)nx>i(i) = +oo.t—>■ — oo

La fonction t XA(t) est continue sur l’intervalle ]—oo ; 0] et l’on peut appliquer le théo
rème des valeurs intermédiaires pour affirmer l’existence d’une racine au polynôme xa- 
Ainsi \ la matrice A possède une valeur propre dans ]— oo ; 0[.

Exercice 30 *
Deux matrices de Atn(K) ayant même polynôme caractéristique et même rang sont- 
elles nécessairement semblables ?

1. On peut aussi raisonner ainsi : le déterminant d’une matrice est le produit de ses valeurs propres 
complexes comptées avec multiplicité, si la matrice est réelle, les valeurs propres complexes sont deux à 
deux conjuguées et, en l’absence de valeurs propres réelles, le déterminant de A est positif car uniquement 
produit de facteurs AA.
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Solution

méthode
Il suffit que deux matrices triangulaires aient la même diagonale pour posséder 
le même polynôme caractéristique.

Pour n 2, considérons les matrices A = In et B — ln + Eij (avec i j dans [1 ; nj). 
Elles ont toutes deux (X — l)n pour polynôme caractéristique et sont inversibles donc 
de rang n. Cependant, elles ne sont pas semblables car une matrice semblable à In 
s’écrit P~1InP avec P inversible et est donc nécessairement égale à In.

1. Voir aussi le sujet 41 p. 175.

Pour n = 1, l’égalité du polynôme caractéristique entraîne l’égalité des matrices.

Exercice 31 **
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E de dimension n > 2.

(a) Exprimer le polynôme caractéristique de u en fonction de tr(u) lorsque 
rg(u) = l.

(b) Même question en utilisant aussi tr(u ) lorsque rg(u) = 2. I2

Solution
(a) méthode

Lorsqu’il n’est pas réduit au vecteur nul, le noyau d’un endomorphisme est le 
sous-espace propre associé à la valeur propre 0.

Par la formule du rang, dim Ker(u) = n — rg(u) = n —1^1 et 0 est donc valeur propre 
de u. De plus, le sous-espace propre associé est de dimension n — 1 et la multiplicité de la 
valeur propre 0 est donc au moins égale à n — 1 (Th. 14 p. 125). Ceci signifie que Xn-1 
divise le polynôme caractéristique de u. Or on sait aussi

Xu — Xn — tr(u)Xn-1 -I------ 1- (-l)n det(u)

et donc
X„ = Xn-tr(U)X’-1.

En substance, soulignons que tr(u) est valeur propre1 de u.

(b) méthode
|| On figure l’endomorphisme u dans une base adaptée à son noyau.

Par la formule du rang, dimKer(u) = n — 2. Considérons alors une base de E dont 
les n — 2 derniers vecteurs constituent une base du noyau de u. Les dernières colonnes de 
la matrice de u dans cette base sont milles et celle-ci s’écrit

(a b 0 • • 0\
c d 0 • • 0

M = * * • • avec a, b,c,d G R.

k* * 0 •
.. oj
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Pour À é R,

A — a —b 0 • ■ • 0
—c A — d 0 0

Xu(A) = * * A (0) = An-2 (A2 - (a + d) A 4- ad - bc)

* , (0) A
=tr(u)

1. Plus généralement, si Ai,...,An sont les valeurs propres complexes comptées avec multiplicité
d’une matrice figurant u, le coefficient de Xn~2 dans \u est la somme des doubles produits A^Aj. Celle- 
ci se déduit de la somme des Ai et de celle des A2 données respectivement par la trace de u et de u2. On 
trouve alors que, sans hypothèse sur le rang, le coefficient de Xn~2 dans \u est |((tru)2 — tr(u2)).

En calculant M2 à l’aide d’un produit par blocs, on a aussi tr(u2) = a2 4- 26c 4- d2 et 
donc

ad — bc = f(<z + d)2 — (a2 4- 2bc + d2 

= ^((tr(u))2 - tr(u2)}.

On peut alors conclure1

Xu = Xn~2 X2-tr(u)X +

Exercice 32 ** (Matrice compagnon)
Soit P = Xn + an-iXn~1 4------ F o-iAT 4- ao polynôme de K[X] et

—«o

-ai

^n—1 /

Exprimer le polynôme caractéristique de A en fonction de P.

Solution
Soit A € K. Calculons y>i(A) = det(AIn — A).

méthode
|| On peut commencer par étudier le cas n = 4.

On suppose n = 4 et l’on calcule le déterminant en faisant apparaître des zéros au
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début de la première ligne

A 0 0 «o
-1 
0

A 
-1

0
A

ai
«2

0 0 -1 A + 0,3

0 A2 0 a0 + ai A
-1 A 0 ai

Li <—Li 4- AL2 0 -1 A Û2
0 0 -1 A + 0,3

0 0 A3 clq + ai A + g^A^
-1 A 0 ai

Z/i ■<—Li 4-A2 L3 0 -1 A ^2
0 0 -1 A + 0,3

0 0 0 PW
-1 A 0 ai

L± •<—Li 4~ A3 L4 0 -1 A U2 •
0 0 -1 A + tt3

1. On peut aussi développer selon la dernière colonne en étant très attentif aux mineurs introduits.
2. On retient que tout polynôme unitaire de degré n peut se voir comme le polynôme caractéristique

d’une matrice carrée de taille n bien choisie.

On développe ensuite le déterminant selon la première ligne pour terminer le calcul

XaW = (~1)1+4P(A)
-1 
0 
0

À 0
-1 A
0 -1

= PW-

De façon générale, on calcule le polynôme caractéristique en taille n en commençant 
par réaliser l’opération1 L\ <— L\ + XL2 + • • • + A”-1 Ln

A

-1 ’ •
(0) a0

0 ••• •
-1 A

•• 0

(0)
P(A) 

ai

XaW =
(0) ' . A

-1
Q>n—2 

A + an-i (0)
A 
-1

&n-2 
A ~F an—1

On développe ensuite selon la première ligne

(0)

Finalement, le polynôme caractéristique 2 de A est égal à P.
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Exercice 33 **
Soit A et B deux matrices de A4n(K) et A € K. En multipliant à droite et à gauche 
la matrice

(ÀT£ e A, K)

par des matrices triangulaires par blocs convenables, établir1 Xab — Xb a-

1. On trouvera une autre démonstration de cette égalité dans le sujet 30 du chapitre 5 de l’ouvrage 
Exercices d’analyse MP.

2. Pour A G jMn,p(K) et BE jMp,n(K), on montre par le même procédé Xpxab = XnXBA‘

JTT»'? u^V.,Ui4» WWW',!»

Solution

méthode
On multiplie M par une matrice triangulaire par blocs afin d’obtenir un pro
duit lui aussi triangulaire par blocs.

D’une part,

/AIn AA / In 0n\ _  /AIn — AB A\
\ B In) y-B In ) \ 0n In/

D’autre part,

( In On \ /Ain A\ = /AIn A \
y-B AInJ In) \0n AIn — BA)

Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants 
des blocs diagonaux et donc

det(M) x 1 = xabW et An det(M) = XnXBA(X).

On en déduit XnXAB(X) = XnXBA(X) puis l’égalité des polynômes2 xab et Xba-

4.7.5 Matrices diagonalisables

Exercice 34 *
Soit a, &, c G R. La matrice suivante est-elle diagonalisable dans Aïs (R) ?

/ 0 —b c \
M = I a 0 — c 1 .

y—a b 0 /
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Solution
On calcule le polynôme caractéristique de M en A € R. Par développement du déter

minant selon sa première ligne

Xm(A) =

Le polynôme caractéristique de M est donc xm — X(X2 + (ab + bc + ca)).

1. Cette matrice est cependant diagonalisable dans C car y possède 3 valeurs propres distinctes.
2. On peut aussi calculer le polynôme caractéristique de M en s’inspirant du sujet 32 p. 166 mais ce 

n’est pas nécessaire.

méthode
|| On discute selon le signe du réel ô = ab + bc + ca.

Cas : ô < 0. La matrice M est diagonalisable car elle est de taille 3 et possède 3 valeurs 
propres distinctes : 0, et

Cas : ô > 0. La matrice M n’est pas diagonalisable dans1 A4 3 (R) car son polynôme 
caractéristique n’est pas scindé sur R.

Cas : ô = 0. La matrice M admet 0 pour seule et unique valeur propre. Si M est 
diagonalisable, elle est semblable à une matrice diagonale avec sur la diagonale ses valeurs 
propres, donc des 0. C’est alors la matrice nulle et la réciproque est immédiate. Ainsi, 
lorsque <5 = 0, la matrice M est diagonalisable si, et seulement si, a — b = c = 0.

Soit P = Xn (an^iXn-1 -I---- d-oiX + ao) unpolynôme unitaire réel de degré n.

Solution

(a) méthode
|| On étudie directement2 l’équation aux éléments propres MX = XX.

Soit A G R et X G A4n>i(R) une colonne de coefficients xq,xi,. .. ,xn_i. L’étude de
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l’équation MX = AX conduit à la résolution du système

Z xi = Axo
X2 = Axi

Xi = Axq 
x2 = A2x0

< : soit <
Xn — 1 ~ Axn — 2 xn_i = An~2x0

ÜqXo + • • T (ïn—iXn—i = Axn—i 0 = P(A)x0

1. Celles-ci sont nécessairement simples car P est de degré n.
2. La famille e est constituée de n = dim£? vecteurs de E et c’est une famille libre car formée de 

vecteurs propres associés à des valeurs propres deux à deux distinctes : ceci reproduit une démonstration 
possible du Th. 16 p. 126.

Si A n’est pas racine de P, la dernière équation donne xq = 0 et l’on en déduit la nullité 
de tous les coefficients de X : A n’est pas valeur propre de P.

Si A est racine de P, la dernière équation du système se simplifie ce qui permet de définir 
une solution non nulle à l’équation MX = AX : A est valeur propre et le sous-espace 
propre associé est

EX(M) = /

/ x0 \
Axq

yx^xj
= Vect

Vn-V

/ 1 \

x0 e K

(b) Tous les sous-espaces propres de M sont de dimension 1. La matrice M de jMn(R) 
est alors diagonalisable si, et seulement si, elle possède exactement n valeurs propres 
distinctes. Cela revient à dire que le polynôme P possède exactement n racines réelles 
distinctes1.

4.7.6 Endomorphismes diagonalisables

Exercice 36 *
Soit / un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E de dimension n > 1 admettant 
exactement n valeurs propres distinctes. À quelle condition portant sur un vecteur x 
de E peut-on affirmer que la famille (x, /(x),..., est une base de F ?

Solution
Notons Ai,..., An les n valeurs propres distinctes de f et ei,..., en des vecteurs propres 

associés. La famille e = (ei,..., en) est une base 2 de E1 dans laquelle la matrice de f est 
diagonale.

Soit x un vecteur de E.

méthode
|| On introduit les coordonnées du vecteur x dans la base e de diagonalisation.
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On peut écrire

x = xiei + ■ ■ ■ + xnen avec xi,..., xn E R.

Pour tout i G ona f(.£î) = car e; est vecteur propre associé à la valeur 
propre Ai. Par une récurrence immédiate, on en déduit = Xk&i pour tout k E N. 
On a donc

fk(x) = Afæiei H------ F A„xnen.

On peut alors étudier si la famille (x, f(x), ■ ■ •, est une base en calculant son
déterminant dans la base e :

dete(z,/(a;),.. .,/n x(a;)) = detMate(ar, /(z),..
X1 Ai^i A2o?i ■■ Ar'æi

— X2 A2Z2 A2a?2 ■■■

AnXn AnXn \n-l~

1. Voir sujet 33 p. 101.
2. Voir sujet 13 p. 146.

En factorisant Xi sur chaque ligne, on fait apparaître un déterminant de Vandermonde 
dont la valeur est connue1

dete^/fæ),...,/™-1^)) =aqx2---^n (Aj - A,).

La famille (x, f(x),..., /n-1(æ)) est donc une base si, et seulement si, X1X2 • • • xn 0. 
Les vecteurs x cherchés sont donc ceux n’ayant pas de coordonnées milles dans la base de 
diagonalisation e : x est la somme de vecteurs propres associés à chacune des n valeurs 
propres.

Exercice 37 **
Soit / un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel E de dimension n 1.

(a) Montrer qu’un endomorphisme g commute avec f si, et seulement si, les sous-
espaces propres de f sont stables par g. I

(b) On suppose de nouveau f diagonalisable et l’on note Ai,..., Am ses valeurs
propres et leurs multiplicités respectives. Montrer que l’ensemble des
endomorphismes qui commutent avec f est un sous-espace vectoriel de £(E) et 
donner sa dimension.

Solution

(a) ( <= ) Lorsque deux endomorphismes commutent, on sait que les sous-espaces 
propres de l’un sont stables 2 pour l’autre.

( => ) Supposons que tous les sous-espaces propres de f sont stables par g.
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méthode
On vérifie que les applications linéaires f o g et g o f sont égales sur chaque 
espace propre de f.

Soit À une valeur propre de f et x un vecteur de l’espace propre Ex(f)- On a fÇx) — Xx 
et donc par linéarité

(9 0 /)(z) = = 9^x) = Xg(x).

Aussi, g(x) est élément de E\(f) car l’espace Ex(f) est stable par g et donc

(/ 0 g'ïW = f(g(x)) = *g(x).

Ainsi, les deux applications linéaires f o g et g o f sont égales sur chaque espace propre 
de f. Or f est diagonalisable et l’espace E est donc la somme directe des sous-espaces 
propres de f. Ceci permet de décomposer n’importe quel vecteur de E en somme de 
vecteurs sur lesquels les applications f o g et g o f sont égales. On en déduit que ces 
applications linéaires sont égales sur E : les endomorphismes f et g commutent.

(b) méthode
La stabilité des espaces propres se traduit par une représentation matricielle 
diagonale par blocs.

L’endomorphisme f étant diagonalisable de valeurs propres Ai,..., Am, on peut écrire 
la décomposition en somme directe

E = Ei ® ® Em avec Ek = Exk (f) pour tout k E [1 ; m].

Les espaces Ek sont de dimension &k la multiplicité de la valeur propre Xk-
Considérons ensuite une base e adaptée à la décomposition précédente. Les endomor

phismes g qui commutent avec f sont ceux pour lesquels chaque espace Ek est stable. Ils 
correspondent1 aux endomorphismes dont la matrice dans e est de la forme

1. Un endomorphisme g qui commute avec f est aussi entièrement déterminé par les endomorphismes 
qu’il induit sur les espaces Ek : on peut mettre en correspondance l’ensemble des endomorphismes qui 
commutent avec f avec l’espace £(£i) x • • x £(E*m).

2. La dimension de cet espace correspond au nombre de matrices élémentaires Eij qui lui appar
tiennent.

C1 (0) \
avec Ak E jMafc(lK).

\ (°) aJ

L’ensemble des matrices de cette forme est un sous-espace vectoriel de A4n(K) de di
mension2 cni + - ■ ■ + <y^n- Par l’isomorphisme de représentation matricielle dans la base e, 
l’ensemble Cf des endomorphismes qui commutent avec f est un sous-espace vectoriel 
de £(E) de même dimension.
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Exercice 38 **
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E de dimension n > 1 possédant 
exactement n valeurs propres distinctes.

(a) Déterminer les dimensions des sous-espaces propres de f.
(b) Soit g un endomorphisme de E vérifiant g  ~ f- Montrer que g et f commutent.2

1. Voir sujet 37 p. 171.
2. Le morphisme de représentation matricielle dans la base e est une bijection qui transforme les

solutions de l’équation g2 = f en celles de l’équation X2 — D.

En déduire que lés vecteurs propres de f sont aussi des vecteurs propres de g.
(e) Combien y a-t-il d’endomorphismes g de E solutions de l’équation g2 = f ?

Solution

(a) L’endomorphisme f possède n valeurs propres en dimension n, il est donc diago- 
nalisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles (Th. 16 p. 126).

(b) Puisque g  = f, on peut écrire g ° f = g  — f ° g et donc les endomorphismes f 
et g commutent. Les sous-espaces propres de f sont stables  par g.

2 3
1

méthode
Les vecteurs propres d’un endomorphisme sont ceux engendrant une droite 
vectorielle stable (Th. 3 p. 121).

Soit x un vecteur propre de f associé à une valeur propre A. Le vecteur x est un vecteur 
non nul de la droite vectorielle Ex(f) et engendre donc celle-ci : E\(J) = Vect(a;). Or 
cette droite vectorielle est stable par g et donc x est vecteur propre de g (Th. 3 p. 121).

(c) méthode
|| Une base diagonalisant f diagonalise aussi les solutions de l’équation g2 = f.

L’endomorphisme f étant diagonalisable, on peut introduire e = (ei,..., en) une base 
de vecteurs propres dans laquelle la matrice de f est

avec Ai,..., An ses valeurs propres deux à deux distinctes.
Soit g un endomorphisme de E solution de l’équation g2 = f. L’étude qui précède 

assure que les vecteurs de la base e sont des vecteurs propres de p. La matrice de g dans 
cette base est donc diagonale.

Résoudre l’équation g2 = f revient alors à résoudre l’équation X2 = D d’inconnue X 
une matrice diagonale réelle : il y a autant2 d’endomorphismes g solutions que de ma
trices X diagonales vérifiant X2 = D. En notant Xi,..., xn les coefficients diagonaux de
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la matrice X, résoudre l’équation X2 = D équivaut à résoudre le système constitué des 
équations x2 — Xi pour i G |[1 ; nj.

1. On dit que l’endomorphisme u est semi-simple.

S’il existe un Xi strictement négatif, il n’y a pas de solutions réelles à l’équation x2 = Xi 
et il n’existe pas de matrices X telles que X2 = D.

Si tous les Ai sont positifs, chaque équation x2 = Ai admet deux solutions >/Xi et — y/Xî- 
Les matrices X solutions sont alors les

/±'/^ (0) \

\ (°) ±Æ/

Si aucune des valeurs propres n’est nulle, il y a 2n solutions. Si l’une des valeurs propres 
est nulle, celle-ci est forcément unique car les valeurs propres sont supposées deux à deux 
distinctes et il y a 2n-1 solutions.

Exercice 39 ***
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension finie non 
nulle vérifiant1 :

« Tout sous-espace vectoriel stable par u admet un supplémentaire stable ». :

Montrer que l’endomorphisme u est diagonalisable.

Solution
Commençons par exposer l’idée générale. Tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel 

de dimension finie non nulle possède au moins une valeur propre (Th. 11p. 124). On peut 
donc introduire A une valeur propre de u. L’espace Ex(u) est stable par u et possède par 
hypothèse un supplémentaire stable F. Si l’espace F est réduit au vecteur nul, on peut 
conclure que u est diagonalisable. Sinon, l’endomorphisme induit par u sur F possède au 
moins une valeur propre /z. Celle-ci est aussi valeur propre de u et l’espace E\(u) ® E^u) 
est stable par u. Il possède donc un supplémentaire stable G ce qui permet de répéter le 
raisonnement jusqu’à épuisement... Exprimons maintenant une résolution concise.

méthode
|| On introduit l’espace somme des sous-espaces propres de u.

Le sous-espace vectoriel F déterminé par

F - © EÀ(u)
AeSp(u)

est stable par u car somme de sous-espaces vectoriels stables. Par hypothèse, il admet un 
supplémentaire stable G. Si l’espace G n’est pas réduit au vecteur nul, l’endomorphisme 
induit par u sur G possède un vecteur propre qui sera aussi vecteur propre de u donc 
élément de F. C’est contradictoire car F et G sont en somme directe et seul le vecteur nul 
leur est commun. On en déduit G = {0#} puis F = E : l’endomorphisme u diagonalisable.
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4.7.7 Trigonalisation

Exercice 40 *
Montrer qu’une matrice triangulaire inférieure est trigonalisable et proposer une ? 
matrice réalisant cette trigonalisation. ;

Solution
Soit A une matrice triangulaire inférieure de A4n(K)

Son polynôme caractéristique est xa = (AT — Ai)... (X — An). Il s’agit d’un polynôme 
scindé sur K et l’on peut donc affirmer que la matrice A est trigonalisable (Th. 22 p. 128): 
Retrouvons ce résultat en proposant de plus une matrice de trigonalisation.

méthode
Il On forme une base trigonalisant l’endomorphisme a canoniquement associé 
|| à A en renversant l’ordre des vecteurs.

Notons e = (ei,...,en) la base canonique de KTO. La matrice A étant triangulaire 
inférieure, on a pour tout indice j G [1 ; n]|

a(ej) G Vect(ej,..., en).

Considérons alors la base renversée e' = (e{,..., e'n) avec e' = en+i_j, autrement dit, la 
base e' = (en,..., ei). La propriété (*) donne pour tout indice j

G Vect(eÇ,..., e'-).

Ainsi, la base e' trigonalise l’endomorphisme a (Th. 20 p. 127) et la matrice de passage P 
de la base e à la base e' (qui est une matrice de permutation) réalise une trigonalisation 
de la matrice A

A — PTP 1 avec P =
Ao) i\

et T =

Exercice 41 *
Montrer que la trace d’une matrice réelle de rang 1 en est valeur propre.
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Solution

méthode
La trace d’une matrice réelle est la somme de ses valeurs propres complexes 
comptées avec multiplicité1 (Th. 24 p. 128).

1. Il importe d’être précis : la trace n’est pas seulement « la somme des valeurs propres ».
2. Celle-ci peut d’ailleurs être égale à 0 : une matrice triangulaire supérieure stricte de rang 1 possède 0 

pour seule valeur propre.
3. Autrement dit, il existe une même matrice P 6 GLn(C) telle que P~rAP et P~1BP sont triangu

laires supérieures.
4. L’endomorphisme complexe a possède au moins une valeur propre. Le sous-espace propre de a 

associé est stable par b et l’endomorphisme que b y induit admet un vecteur propre : voir sujet 24 p. 157.

Soit A G A4n(R) une matrice de rang 1. Par la formule du rang son noyau est un sous- 
espace vectoriel de dimension n — 1. Or le noyau d’une matrice est aussi le sous-espace 
propre associé à la valeur propre 0. Celle-ci est donc de multiplicité au moins égale à n — 1. 
Cependant, la matrice A possède exactement n valeurs propres complexes comptées avec 
multiplicité, il en reste donc encore une à déterminer2. La trace de A étant la somme 
de toutes les valeurs propres complexes comptées avec multiplicité, on peut affirmer que 
cette trace détermine la dernière valeur propre de A et celle-ci est réelle.

Notons que l’on peut aussi résoudre ce sujet en observant que la matrice A est sem
blable à

A3 • • • 0 aA

\0 • • • 0 anJ

Exercice 42 **
Soit A,B e A4n(C) vérifiant AB = B A.

(a) Montrer que les matrices A et B ont au moins un vecteur propre en commun.
(b) Établir que les matrices A et B sont simultanément  trigonalisables.3

Solution

(a) On introduit les endomorphismes a et & de Cn canoniquement associés aux ma
trices A et B. Ceux-ci commutent et possèdent  donc un vecteur propre en commun.4

(b) On raisonne par récurrence sur la taille n G N* des matrices.
Pour n = 1, la propriété est entendue car une matrice de taille 1 est triangulaire.
Supposons la propriété vérifiée au rang n — 1 1 et considérons A, B G A4n(C)

vérifiant AB — B A.

méthode
Le premier vecteur d’une base de trigonalisation (ou la première colonne d’une 
matrice de trigonalisation) est un vecteur propre.

Soit ei un vecteur propre commun aux endomorphismes a et b canoniquement associés 
aux matrices A et B : a(ei) = Aiei et 6(ei) = /ziei avec Ai,/ii G C. Le vecteur ei
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n’est pas nul, on complète celui-ci en une base e de Cn et l’on forme la matrice de 
passage P E GLn(C) de la base canonique à la base e. Par la formule changement de 
base, on obtient

Puisque les matrices A et B commutent, les matrices P-1 AP et P-1 BP commutent aussi 
et un calcul par blocs donne A'B' = B' A'. Par hypothèse de récurrence, il existe alors une 
matrice Q' E GLn_i(C) telle que Q'~lA'Q' et Q,~1B,QI sont toutes deux triangulaires 
supérieures :

1. Cette résolution est essentiellement basée sur l’existence d’un vecteur propre commun et sur la 
propagation de l’hypothèse au rang inférieur grâce à un calcul par blocs. Si l’on suppose AB = On, on 
peut établir l’existence d’un vecteur propre commun (voir sujet 24 p. 157) et justifier à nouveau que les 
matrices sont simultanément trigonalisables.

\ (°) M„/

Considérons ensuite la matrice inversible

1 0
0 Q'-1

Un calcul par blocs donne alors 

et l’on obtient un résultat analogue pour l’expression de Q 1(-P 1BP^Q.
Finalement, la matrice R = PQ E GLn(C) trigonalise simultanément A et B. La 

récurrence est établie1.

Exercice 43 ***
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel complexe E de dimension 
finie n > 1 vérifiant

uov — v ou = v.

(a) Montrer que le noyau de v n’est pas réduit au vecteur nul.
(b) En déduire u possède un vecteur propre dans Ker(v).
(c) Établir qu’il existe une base de trigonalisation commune à u et v dans laquelle 

la matrice de v est triangulaire supérieure stricte.
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Solution

(a) Par l’absurde, si Ker(z;) = {0#} on peut affirmer que l’endomorphisme v est 
inversible et écrire

v~l O UOV — ldi; + U.

1. On peut aussi raisonner comme dans le sujet précédent et former une matrice de trigonalisation 
convenable de A et B à partir de l’introduction d’une matrice trigonalisant Af et Bf. La démarche 
exposée ici correspond au point de vue vectoriel de ce raisonnement.

=v+vou

En considérant la trace des deux membres, on obtient l’absurdité

tr(u) = tr(u) + dim E car tr(v-1 o (u o v)) = tr((u o v) o v-1) = tr(u).

Ainsi, le noyau de v n’est pas réduit au vecteur nul.

(b) méthode
|| Le noyau de v est stable par u.

En effet, si x appartient à Ker(v), u(a?) en est aussi élément car

v(u(x)) = u(v(xY) — v(x) — u(0e) — 0e — Ofî.

On peut alors introduire l’endomorphisme induit par u sur l’espace complexe Ker(v) qui 
est de dimension finie non nulle. Cet endomorphisme induit admet un vecteur propre qui 
est vecteur propre de u.

(c) On raisonne par récurrence sur la dimension n 1 de l’espace E.
Pour n = 1, il n’y a rien à démontrer.
Supposons la propriété établie au rang n — 1 1.
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace complexe E de dimension n véri

fiant uov — vou = v. L’étude qui précède permet d’introduire un vecteur propre ei de u 
appartenant au noyau de v. On complète ce vecteur non nul en une base e = (ei,...,en) 
de l’espace E. Les matrices de u et v dans la base e sont de la forme

'4=(o æ) et s=(o B') avec A1 eCXB'e A1„_1(C).

méthode
On applique l’hypothèse de récurrence aux endomorphismes1 figurés par les 
blocs A' et B1.

Notons E' l’espace engendré par les vecteurs de la famille e' = (e2,... , en). Les ma
trices A' et B' figurent dans la base e' des endomorphismes u' et v'. Ceux-ci ne sont pas 
des endomorphismes induits par u et v sur l’espace E' car on ignore si ce dernier est
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stable. Cependant, si l’on introduit p la projection sur E' parallèlement à Vect(ei), on 
peut écrire

L’égalité u o v — v o u = v donne AB — B A = B. Après calculs par blocs, on en 
déduit A'B' — B'A! = B' et donc u' ov' — v'ou' — u'. Par hypothèse de récurrence, il existe 
une base (e^,.. •, e^) de l’espace E' dans laquelle les matrices des endomorphismes u' et v' 
sont respectivement triangulaire supérieure et triangulaire supérieure stricte :

^at(e^)...)eÇi)(u ) —

Considérons alors la famille (ei, e'2,..., e^) qui est une base de E et formons la matrice 
des endomorphismes u et v dans celle-ci. Pour tout j G |2 ; n], les relations (*) donnent ■

u(e') = ) + aj.ei et v(e') = v'(e') +/3j.ei avec aj,/3j€C

et donc

et Mat(eiiezv..;<)(u) =
V°) ' 0

La récurrence est établie1.

1. On observe que l’endomorphisme v est nilpotent (voir sujet 20 p. 153).

4.7.8 Applications de la réduction

Exercice 44 *
On étudie l’équation (E): M2 — M — A d’inconnue M € avec

(a) Diagonaliser la matrice A en précisant une matrice de passage P.
(b) Soit M € AÏ2(R) solution de (E). Justifier que la matrice P-1 MP est diagonale.
(c) Déterminer toutes les matrices solutions de l’équation (E).
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Solution
(a) Le polynôme caractéristique de A est xa = X2 — 8X + 12 de racines 2 et 6. La 

matrice A est de taille 2 et possède deux valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable. 
Après résolution, ses sous-espaces propres sont

1. Plus généralement, seule les matrices diagonales commutent avec une matrice diagonale à coeffi
cients diagonaux deux à deux distincts.

2. Cette équation de degré 2 en l’inconnue M présente plus de deux solutions car le produit matriciel
n’est pas intègre. L’équation M2 — I2 possède quant à elle une infinité de solutions!

E2(A) = Vect et Eq(A) = Vect ( .
\ Zi /

On peut donc diagonaliser la matrice A en écrivant

A = PDP 1 avec P = f
\ Zi

1
2 et

(b) méthode
|| On observe que P~1MP et D commutent.

En multipliant l’égalité M2 - M = A par P à droite et P-1 à gauche, on obtient

P~1M2P -P^MP = D avec P~lM2P = (P~XMP)\

La matrice X = P 1 MP vérifie alors l’équation X2 —X = D et par conséquent commute 
avec D car

XD = X(X2 -X) =X3 -X2 = (X2 - X)X = DX.
En introduisant les coefficients de X, on a

DX = XD = 6b\ v (a b\„ , avec A = , .6a/ \c d J

L’égalité DX = XD entraîne alors b = c = 0 et la matrice X est diagonale1.

(c) L’étude qui précède assure que les solutions de l’équation M2 — M = A sont à 
rechercher uniquement parmi les matrices de la forme M = PXP~x avec X matrice 
diagonale. On a alors

M2-M = A <=> X2-X = D

x — 2 ou x = —1 
< y = 3 ou y = -2.

«S
 H I 

1 
«c
i S II
 
II
 

Oi
 b

O

avec x et y les coefficients diagonaux de

Les matrices M solutions sont les quatre2 matrices = PXiP 1 pour i E [1 ; 4j avec

0
—2/ ’
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On obtient

„, Z5/2 l/4\ . . ( 0 -1\ ., Z1 1\ , ,, Z-3/2 —1/4\5/2J ’ M2 ~ y—4 0 J ’ Ms ~ y 4 -3/27'

(S):

Exercice 45 **
On considère trois suites réelles (xn), .(yn) et (zn) vérifiant, pour tout n G N,

a;n+i = 2xn + yn + zn
Vn+l — ~ Vn "b zn
zn+l ~ "b J/n Zn-

À. quelle condition sur (xo,yo,zo), ces trois suites convergent-elles?

Solution
Pour n G N, introduisons la colonne Xn de coefficients xn, yn et zn. Le système (S) se 

traduit par l’équation matricielle Xn+i = AXn avec

Z2 i 1 \
A= 1 -1 1 .

V 1 “V
Une récurrence immédiate donne alors Xn — AnXo ce qui soulève le problème du calcul 
de An.

méthode
On réduit la matrice A afin de déterminer un changement d’inconnues per
mettant de découpler les relations de récurrence.

Après calculs, le polynôme caractéristique de A est Xa = (X + 2) (X2 — 2X — 2) de 
racines —2 et 1 ± \/3. La matrice A possède 3 valeurs propres et est de taille 3, elle est 
donc diagonalisable et peut s’écrire A = P DP"1 avec

D —
0 0 \1 + a/3 0
0 1 - \/3/

et une matrice P inversible qu’il n’est pas nécessaire de déterminer pour le moment.
La relation Xn+i = AXn peut alors se relire P~iXn+i = DP~1Xn ce qui se relit 

encore Kn+i — DYn avec Yn — P~1Xn. En notant un,vn,wn les coefficients de Yn, on 
obtient le système

Un+l — 2îtn
vn_|-i = (1 + \/3)vn 
wn+i = (1 - \/3)wn

et donc
Un = (-2)nu0
vn = (1 + V3)nv0 
wn = (1 - A/3)nw0.

Si les suites (xn), (yn) et (zn) convergent, les suites (un), (vn) et (wn) convergent 
aussi car Yn — P~xXn et la réciproque est encore vraie puisque Xn = PYn. Or les deux
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suites ((—2)n) et ((14- \/3)n) divergent tandis que ((1 — \/3)n) converge vers 0. Les 
trois suites (xn), (yn) et (zn) sont donc convergentes si, et seulement si, uq = vq = 0. 
Cela signifie encore que Xq = PYq appartient au sous-espace propre associé à la valeur 
propre 1 — \/3. Après détermination de celui-ci, on aboutit à la condition

xq — (1 - Vtyyo - (1 - \/3)zo-

Exercice 46 **
Soit n 2. Montrer que les matrices

sont simultanément diagonalisables1.

( CbQ Cb± ' • • Ojti —

Af (ao? «1, • • • , Gn-l) ~ Un—1 • • • ,

: ai
\ Ui • • • an—i ag /

avec (a0, ai,, <2n-i) € Cn

Solution

méthode
On exprime M(ao, ûq,..., an-i) à l’aide de la matrice J = M(0,1,0,..., 0) et 
de ses puissances.

Considérons la matrice

/° 1 (°A

J = Af(0,1,0,... ,0) =
0 (0) 1

V 0 •• 0/

En posant le produit matriciel, on obtient

/O 0 1 (Oiï

J1 2 = 0 1 = JW(0,0,1,0,... ,0)

1 (0) 0
\0 1 0 • •• oj

1. On dit que les matrices d’une famille sont simultanément diagonalisables lorsqu’il existe une même
matrice inversible P permettant de les diagonaliser.

et l’on peut aisément anticiper le résultat obtenu pour J3, J4, etc. Cependant, pour 
calculer avec « élégance » les puissances de J, on introduit l’endomorphisme j de Cn
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qui lui est canoniquement associé. En notant ei,...,en les vecteurs de la base canonique 
de Cn, la lecture des colonnes de J donne

j(^2) ^1) • • • 5 J(en) —l-

En adoptant une notation circulaire consistant à poser efc = eg lorsque k = £ [n], on peut 
écrire j(eJ = e^-i pour tout indice i. On a alors j2(e;) = Ci-2, J3(ei) = 6^-3, etc. Par 
récurrence sur k Ç. [0 ; n — 1J, on montre — ei-k et l’on obtient

1. La transposée de J est une matrice compagnon (sujet 32 p. 166) dont le polynôme caractéristique 
est connu. 2ik7r

2. Rappelons que désigne e n pour tout k G Z.
3. Au chapitre suivant, on parle de polynôme en une matrice. En anticipant sur cette notion, on peut 

écrire M(ao,ai,... ,an-i) — Q(J) et A(ao,ai,. • • ,an-i) =

k valeurs
Ainsi, on peut écrire

n~ r
A/ (ûq, • • • i 1) = O'k'J •

k=0

Il suffit alors de savoir diagonaliser J pour en déduire une diagonalisation de ses puis; 
sances puis de Af(do,ai,... ,an-i).

Calculons le polynôme caractéristique de J en A € C. En développant le déterminant 
selon la première colonne1

X -1 (0) A (*) -1 (0)
XjW =

0 (0) •. -1
= A

(0)'' À
+ (-l)n+2 X

(*) -1
= An - 1

-1 0 • •• A [ni
[n-1] [n—1]

Le polynôme caractéristique de J est donc Xj = Xn — 1. Ses racines sont les racines2 
n-ièmes de l’unité cuq, ...,wn_i : il y en a exactement n ce qui assure que la matrice J 
de A4n(C) est diagonalisable. On peut donc écrire J — P DP-1 avec P inversible et D 
matrice diagonale de coefficients diagonaux les coi pour i allant de 0 à n — 1. On a 
alors Jk — PDkP~r puis

PM(a0, ai,, an_i)P-1 = PA(a0,ai,..., an_i)P-1

avec A(ao,ai,..., an-i) la matrice diagonale de coefficients diagonaux les pour i 
allant de 0 à n — 1 où Q désigne le polynôme 3 donné par

Q — q,q + ai X + • • • + an-]Xn 1.

Ainsi, la matrice de passage P diagonalise toutes les matrices Af(ao,ai,... ,an-i).
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Exercice 47 ** I
Soit P un polynôme unitaire de degré n 1 à coefficients entiers : g

P = Xn + o>n—iXn 1 + * ’ • H- d\X + clq avec ao, ai,..., an_1 € Z. I

On note Ai,..., Xn les racines complexes de P comptées avec multiplicité.
(a) Déterminer une matrice à coefficients entiers dont le polynôme caractéristique 

est P.

(b) En déduire que, pour q G N*, le polynôme unitaire Pq dont les racines sont 
exactement les Af,..., A9 est à coefficients entiers.

(c) Déterminer Pz lorsque P = X3 — 3X 4-1.

Solution

(a) méthode
|| On introduit une matrice compagnon1.

1. Voir sujet 32 p. 166.

Considérons la matrice
/O

1

^(0)

—Cio

-ai

Celle-ci est à coefficients entiers et son polynôme caractéristique est exactement P.

(b) méthode
|| Les valeurs propres complexes de Ag sont les A9 avec A valeur propre de A.

Les valeurs propres de A comptées avec multiplicité sont exactement les racines du 
polynôme P — xa- Dans le cadre complexe, la matrice A est trigonalisable semblable à 
une matrice triangulaire supérieure T où figurent sur la diagonale ses valeurs propres

‘71

La matrice Aq est alors semblable à

/A?
Tg — I

\ (o) A«
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Les valeurs propres de Aq sont donc les A’,..., A£. Celles-ci sont les racines comptées 
avec multiplicité de son polynôme caractéristique et, ce dernier étant unitaire, il s’agit 
du polynôme Pq. Cependant, la matrice A est à coefficients entiers et, par produit, la 
matrice Aq l’est aussi. Son polynôme caractéristique Pq est alors lui aussi à coefficients 
entiers1.

1. De manière générale, le déterminant d’une matrice se calcule dans l’anneau de ses coefficients.
2. 5x,y désigne le symbole de Kronecker, égal à 1 si x = y et 0 sinon.

(c) On introduit la matrice compagnon A associée au polynôme X3 — 3X + 1 puis on 
calcule le polynôme caractéristique de son carré en développant directement selon une 
rangée

/O 0 -1\ /O -1 0 \
A = 1 0 3 , A2 = 0 3 -1

\0 1 0 / \1 0 3 /

puis
p2 = Xa2 = X3 - 6X2 + 9X - 1.

4.7.9 Nilpotence

Exercice 48 *
Soit A, B ê Atn(^) vérifiant AB = B A avec A nilpotente. Calculer tr(AB).

Solution

méthode
Une matrice nilpotente est semblable à une matrice triangulaire stricte (Th. 26 
p. 129) et est donc de trace nulle.

Puisque la matrice A est nilpotente de taille n, on sait An = On. Or les matrices A 
et B commutent et l’on a donc aussi

(AB)n = AnBn = On.

On en déduit que la matrice AB est nilpotente. Elle est donc semblable à une matrice 
triangulaire supérieure où figurent uniquement des zéros sur la diagonale : on peut di
rectement calculer sa trace

tr(AB) = 0.

Exercice 49 *
Soit n > 2 et A = G A4n(K) avec2 a^j = <5îj+i pour tous i,j € [1 ;n].
Existe-t-il une matrice B 6 A/ln(IK) vérifiant B2 = A?
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Solution

méthode
|| L’indice de nilpotence d’une matrice est inférieur à sa taille.

Visualisons les coefficients de la matrice A

(° (oA

1 /■

1 Oy

La matrice A est triangulaire inférieure stricte donc nilpotente. Pour déterminer son 
indice de nilpotence, on introduit a l’endomorphisme de Kn qui lui est canoniquement 
associé. En notant ei,..., en les vecteurs de la base canonique de Kn, on a

a(ei) = 62, a(e2) — 63, ..., a(en_i) = en et a(en) — Oru.
Par récurrence sur k 1, on obtient

k( \ _ fej+k si j + k^n 
10]£n sinon.

On en déduit an = 0 et an-1 0. Ainsi, l’endomorphisme a est nilpotent d’indice n 
exactement. Il en est de même pour la matrice A.

Par l’absurde, s’il existe une matrice B € A4n(K.) tel que B2 = A, celle-ci est nilpotente 
car B2n = An = On. Son indice de nilpotence étant nécessairement inférieure à sa taille, 
on a aussi Bn = On et donc An-1 = B2n~2 = On car 2n — 2 n. C’est absurde.

1. Une démonstration alternative consiste à étudier les noyaux itérés (sujet 12 p. 82). Si B2 = A 
alors dimKer(B2) = 1 donc dimKer(B) = 1 puis dimKer(Bfc) — 1 pour tout fc 1 ce qui contredit 
An =On-

2. L’espace E étant de dimension n, la nilpotence de v assure vn — 0.

Il n’existe donc pas1 de matrice B de carré égal à A.

Exercice 50 ** :
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace réel E de dimension n 1. On suppose ï 
que u et v commutent et que v est nilpotent. Montrer det(u 4- -y) = det(u). J

Solution
Discutons selon que u est inversible ou non.
Cas : u est inversible. On peut factoriser det(u) dans le calcul de det(u + u) et écrire 

det(u + v) = det(u o (Id# 4- u-1 o = det(u) det(Id£; 4- w) avec w = u-1 o v.

Puisque les endomorphismes u et v commutent, il en est de même pour les endomor
phismes u-1 et v. On en déduit la nilpotence2 de w car

wn = (u-1 o u)n = (u-1)n o vn = 0 car vn = 0.
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méthode
Tout endomorphisme nilpotent d’un espace de dimension finie peut être figuré 
par une matrice triangulaire supérieure stricte (Th. 25 p. 129).

Introduisons une base de E dans laquelle la matrice de w est égale à une matrice 
triangulaire supérieure T. Par représentation matricielle dans cette base, on a

1
det(Id£ + w) = det(In + T) =

On en déduit det(u + v) = det(u).
Cas : u non inversible.

méthode
|| Puisque u et v commutent, le noyau de u est stable1 par v.

1. Voir sujet 13 p. 146.
2. Dans le cadre complexe, le sujet peut se résoudre en exploitant la commutation de u et v pour 

réaliser une trigonalisation simultanée : voir sujet 42 p. 176.

L’endomorphisme u n’étant pas inversible, l’espace Ker(u) n’est pas réduit au vec
teur nul. De plus cet espace est stable par v ce qui permet d’introduire l’endomor
phisme v' induit par v sur Ker(u). Tout comme v, l’endomorphisme v' est nilpotent 
et 0 est son unique valeur propre. Ainsi, il existe dans Ker(u) un vecteur non nul an
nulant v. Ce vecteur annule aussi u + v qui n’est donc pas inversible. On conclut2 à 
nouveau det(u + v) = 0 = det(u).

Exercice 51 ***
Soit A e .A4n(R).
Montrer que A est nilpotente si, et seulement si, tr(Ap) — 0 pour tout p & |[1 ; n]|.

Solution
( ==> ) Supposons la matrice A nilpotente. Elle est semblable à une matrice triangulaire 

supérieure stricte T et donc tr(A) = tr(T) = 0. Aussi, pour tout p € [[1 ;n]|, Ap est 
semblable à Tp et donc tr(Ap) = tr(Tp) = 0.

( 4= ) Supposons tr(Ap) — 0 pour tout p € [1 ; n]|.

méthode
|| On montre que 0 est la seule valeur propre complexe de A.

Notons Ai,...,An les valeurs propres complexes comptées avec multiplicité de la ma
trice A. La matrice A est semblable dans A4n(C) à une matrice triangulaire T dont les 
coefficients diagonaux sont les valeurs précédentes. Pour tout p 6 |[1 ;nj, la matrice Ap 
est semblable à Tp et donc

n
tr(A»)=tr(T’)=£A’ = 0.

i=l
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On peut alors dire que (A15..., An) e Cn est solution du système

f Ai 4- A2 + • • • + An = 0
I ^1 + A2 H---- + A2 = 0

1. Présentons une démarche alternative. On suppose par l’absurde l’existence d’une solution non nulle. 
On simplifie tous les Xi nuis du système (Sn) et l’on regroupe ensemble ceux qui sont égaux afin de 
former des équations du type (Ek)• Af ai +----- F A^am = 0 avec des Xi non nuis deux à deux distincts
et &i E N*. Les équations (£*i),..., (2?m) forment un système d’inconnues les ai,, am. Or ce système 
est de Cramer car sa matrice est liée à une matrice de Vandermonde. Sa seule solution est alors la solution 
évidente (ai,..., am) — (0,..., 0) : c’est absurde !

(Sn) • <

A? + A? + --- + A” = 0.

L’élément (Ai,...,An) = (0, ...,0) est évidemment solution de (Sn). Montrons par 
récurrence1 sur n € N* qu’il n’y en a pas d’autres.

Pour n = 1, l’affirmation est immédiate.
Supposons le résultat vrai au rang n — 1 1. Soit (Ai,..., An) une solution de Sn.

On introduit le polynôme P = (X — Ai)... (X — An). Les racines de P étant les Aj, la 
somme P(Ai) 4- • • • 4- P(An) est nulle. Aussi, en introduisant les coefficients ak de P, on 
peut écrire P = ao 4- aiX + a2X2 4------F anXn et alors

n n n n

0 = P(Ai) = na,Q 4- ai ' Aj 4-a2 ' A2 4- • • • 4- an A™ .
i=l i=l j=l i=l

=0 =0 =0

On en déduit que le coefficient constant ao est nul et donc P possède une racine nulle. 
Quitte à redéfinir l’indexation des Ai, on peut supposer An = 0 et simplifier les équations 
du système (En) pour affirmer que (Ai,..., An_i) est solution du système (Sn~i). Par 
l’hypothèse de récurrence, on obtient alors Ai = • • • = An_i = 0 et l’on peut conclure.

La récurrence est établie.
Finalement, 0 est la seule valeur propre complexe de la matrice A. La matrice A est donc 

semblable dans jMn(C) à une matrice triangulaire supérieure stricte, elle est nilpotente.

4.8 Exercices d'approfondissement

Exercice 52 *
L’ensemble des matrices diagonalisables de est-il convexe?

Solution
Lorsque n = 1 toutes les matrices de jMi(R) sont diagonalisables et l’ensemble Xti(R), 

qui s’identifie à la droite réelle, est convexe. Montrons que pour n 2 cette propriété 
n’est plus vraie en commençant par étudier le cas n = 2.
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méthode
On choisit une matrice non diagonalisable M et l’on détermine deux matrices 
diagonalisables A et B dont M est le milieu.

La matrice 

n’est pas diagonalisable car 0 est sa seule valeur propre alors que ce n’est pas la matrice 
nulle. Les matrices

sont diagonalisables car possèdent chacune deux valeurs propres distinctes. Enfin, 

*f=i(A + B)e|A;B]

et donc [A ; B] n’est pas entièrement inclus dans l’ensemble des matrices diagonalisables. 
On peut généraliser cet exemple aux matrices de taille n 3 en complétant les matrices 

précédentes de blocs nuis :

(M 0\ 1/4/ , o/x ./ (A 0\ L D, (B 0\
M=U o) = 2(j4+B) avec U o)etB=to 0/

Ainsi, l’ensemble des matrices diagonalisables de A4n(R) n’est pas une partie convexe 
lorsque n 2. En revanche, il s’agit d’une partie connexe par arcs L

Exercice 53 *
Soit A, B e Mn(K)- de ranS ** Qdè

AM = MB.

Montrer que le PGCD de x& r’

Solution

méthode /j
Une matrice de rang r est équivalente à la matrice Jr = I n I de même 
type. ' '

On peut introduire des matrices inversibles P et Q de taille n telles que M = QJrP~1. 
La relation AM = MB donne alors

1. Voir le sujet 19 du chapitre 5 de l’ouvrage Exercices d7analyse MP.

CJr = JrD avec C — Q~\AQ et D — P-1 BP.

On écrit les matrices C et D par blocs

Ç/’2) et ^’2) avec Ci i, Dx i e A4r(K).
\C>2,1 ^2,2/ Ma,2/
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En opérant des produits par blocs, l’égalité CJr = JrD donne

C*ltl C^2,l On — r,r et = Or,n—r-

Les matrices C et D sont donc triangulaires avec un bloc d’indice (1,1) identique. Les 
matrices A et B étant respectivement semblables à C et D, on obtient

Xa = Xc = XCi,iXc2,2 et Xb = Xd = XdiaXd2,2
avec XCi.i = polynôme de degré r.

On peut alors conclure que les polynômes xa et xb possèdent un facteur commun de 
degré au moins r et donc que leur PGCD est de degré au moins égal à r.

Exercice 54 ** |

Une matrice A = E est dite magique si les sommes de ses coefficients
par ligne et par colonne sont toutes égales. On note J la colonne de -MTCji(R) dont 
tous les coefficients sont égaux à 1.

(a) Montrer que la matrice A est magique si, et seulement si, J est vecteur propre 
de A et de *A.

(b) Vérifier que l’ensemble A4Qn des matrices magiques de taille n est une sous- 
algèbre de .A4n(]R). Que dire de l’inverse d’une matrice magique inversible?
On introduit le produit scalaire canonique1 sur l’espace A4n,i(K) et les espaces

1. Le produit scalaire de deux colonnes X, Y de A4n,i(K) est donné par (X, Y) = lXY.
2. Le calcul tJAJ détermine la somme de tous les coefficients de A, somme qui peut être organisée

par ligne ou par colonne.

D = Vect(J) et H = D1-.
(c) Montrer qu’une matrice A de A4n(^) est magique si, et seulement si, elle laisse

stable les espaces D et H. I
(d) En déduire la dimension de l’algèbre des matrices magiques de A^n(K.). I

Solution

(a) Les coefficients de la colonne AJ sont les sommes des coefficients de A sur chaque 
ligne. Les coefficients de la colonne *A J sont les sommes des coefficients de A sur chaque 
colonne. Si la matrice A est magique, ces différentes sommes sont toutes égales à une 
même constante s et donc

AJ = sJ et *AJ = s J avec J 0.

On en déduit que J est vecteur propre de A et de lA.
Inversement, si J est vecteur propre de A et de lA respectivement associé aux valeurs 

propres A et /z, on a AJ = XJ et *AJ = /zJ. Les valeurs A et g sont nécessairement égales 
car 2 *

*JAJ = *J(AJ) = X*JJ = nX et *JAJ = 4 ( *A J) J = /z V J = n/z.
On en déduit que les sommes des coefficients de A sur chaque ligne et sur chaque colonne 
sont toutes égales : la matrice A est magique.
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(b) L’ensemble A4Çn des matrices magiques de taille n est une partie de l’algèbre 
des matrices carrées A4n(]K). La matrice unité In est magique et, pour tous A,/z E K et 
tous A, B E A4£7n, on vérifie par un simple produit que la colonne J est vecteur propre 
des matrices AA + p,B et AB ainsi que de leurs transposées : MtGn est une sous-algèbre 
de Ain (K).

Soit A une matrice magique inversible. Montrons que son inverse est aussi une matrice 
magique.

méthode
On introduit l’application qui a M € AAQn associe AM et l’on montre qu’il 
s’agit d’un isomorphisme d’espaces vectoriels1.

1. On peut aussi remarquer que AJ = s J (avec s nécessairement non nul) entraîne = A~lJ et 
l’on a une égalité analogue pour la transposée.

2. Voir sujet 16 p. 150.

L’application ip proposée est définie au départ de l’espace MÇn et à valeurs dans 
lui-même. Cette application est linéaire et aussi injective car, pour tout M E A4Qn,

AM = On => A~1AM = Qn
=> M = On.

Puisque l’espace M.Qn est de dimension finie, l’application est un automorphisme 
de MQn. Par surjectivité, il existe une matrice B E A4Çn telle que AB = In. Cette 
matrice B est nécessairement l’inverse de A et donc A-1 E A4Çn.

(c) La droite vectorielle D est stable par A si, et seulement si, J est vecteur propre 
de A. L’hyperplan H est stable par A si, et seulement si  sa droite normale H - = D est 
stable par ÉA, c’est-à-dire si, et seulement si, J est vecteur propre de A. La résolution 
de la première question assure alors que la matrice A est magique si, et seulement si, les 
deux espaces D et H sont stables par A.

2 1
l

(d) méthode
La stabilité de deux espaces supplémentaires se lit matriciellement par une 
représentation diagonale par blocs dans une base adaptée (Th. 2 p. 120).

Les espaces D et H sont supplémentaires dans A4n>i(R). Si l’on introduit une base 
adaptée à l’écriture A4n,i(R) = D ® H, l’étude au-dessus assure qu’une matrice A est 
magique si, et seulement si, l’endomorphisme canoniquement associé à A est représenté 
dans cette base par une matrice de la forme

avec a E R et M E Afn_i(R).

Un tel endomorphisme est alors entièrement déterminé par ses restrictions aux espaces D 
et H qui sont des endomorphismes. L’espace des matrices magiques est donc isomorphe 
à £(£>) x £(H) ce qui détermine sa dimension :

dimA4t/n = (dimD)2 + (dimH)2 = 1 + (n — l)2.

a 0 \ 
0 M)
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Exercice 55 ***
Soit n 2. Déterminer les valeurs propres de la comatrice de A e jMn(C) en fonction 
de celles de A._______

Solution
La matrice A est complexe, elle est admet donc n valeurs propres comptées avec mul

tiplicité que nous notons Ai,..., An.
La comatrice de A est la matrice des cofacteurs de A et celle-ci vérifie :

t(Com(A))A = det(A)In. (*)

méthode
|| On commence par étudier le cas où la matrice A est inversible.

Supposons la matrice A inversible. On peut exprimer la comatrice de A en fonction de 
son inverse

Com(A) = det(A)f (A-1).

Les valeurs propres de A sont nécessairement non milles et sont les inverses des valeurs 
propres de A. En effet1, A est trigonalisable et l’on peut écrire avec P inversible

1. Une résolution par les éléments propres est aussi possible : AX = XX <=> A-1 Y = avec 
Y = AX et Y / 0 si, et seulement si, X / 0.

2. Rappelons que si l’on peut extraire d’une matrice A une matrice carrée inversible de taille p alors 
rg(A) p.

De plus, les valeurs propres d’une matrice sont aussi celles de sa transposée. On en déduit 
que les valeurs propres de Com(A) comptées avec multiplicité sont les

det(A) det(A)
— ----,...,——----- avec det(A) = Ai... An.

Ai An

Après simplification de ces fractions, on obtient que les valeurs propres de Com(A) sont 
tous les produits possibles de n — 1 facteurs choisis parmi les n valeurs propres de A.

Supposons maintenant la matrice A non inversible. La matrice A est donc de rang 
inférieur à n — 1. Si rg(A) n — 2, tous les déterminants des matrices de taille n — 1 
extraites de A sont nuis2. Les cofacteurs de A sont alors tous nuis et la comatrice de A 
est nulle : 0 est son unique valeur propre et celle-ci est de multiplicité n. Il reste à étudier 
le cas rg(A) = n — 1.

Lorsque rg(A) = n — 1, la matrice A possède n — 1 valeurs propres non milles et une 
valeur propre nulle. Quitte à redéfinir l’indexation de celles-ci, on peut supposer An = 0.

Le déterminant de A étant nul, la relation (*) devient

4 (Com(A))A = On.
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L’image de A est donc incluse dans le noyau de t(Com(A)). On en déduit

dimKer(Com(A)) - dimKer^(Com(A))^ rg(A) = n — 1.

Lorsqu’il n’est pas réduit au vecteur nul, le noyau correspond au sous-espace propre 
associé à la valeur propre 0. On en déduit que 0 est valeur propre de Com(A) de mul
tiplicité au moins n — 1. Puisque la trace d’une matrice complexe est la somme de ses 
valeurs propres comptées avec multiplicité, p, = tr(Com(A)) détermine la dernière valeur 
propre1 restant à calculer.

1. Voir le sujet 41 p. 175 pour une démonstration détaillée dans un cadre analogue.
2. Il suffit de choisir e inférieur à la valeur absolue des valeurs propres réelles négatives de A, s’il y 

en a.
3. La trace est la somme des coefficients diagonaux et chacun est une fonction polynomiale en e car 

déterminant d’une matrice extraite de A -F £ln.
4. Une démonstration moins directe est aussi possible et plus rapide. Lorsque deux matrices sont

méthode
|| On introduit la comatrice de Ae = A 4- eln avec e qui tend vers 0+.

Soit e > 0. Les valeurs propres de la matrice A£ sont les Ai 4- E,, An_i 4- e et e car, 
en reprenant les notations qui précèdent,

P~xAeP = P}AP 4- eln

Pour e > 0 petit2, aucune de ces valeurs propres n’est nulle et la matrice Ae est inversible. 
On en déduit que les valeurs propres de Com(Ae) sont 

det(A£) det(A£) det(Ae) 
Ai 4- e An—i -F e e

avec
det(A£) = (Ai 4- e) ... (An_i 4- e)e.

On peut alors calculer la trace de la comatrice de Ae

tr(Com(Ae)) = + ■ • • +' Ai4-e An_i4-E e
Enfin, la trace de la comatrice de Ae est une fonction continue de e car polynomiale3. 
On a donc par passage à la limite

x .. (det(A£) det(A£) det(A£) \ ./z = tr(Com(A)) = hm x v £> 4- • • • + -—4- —= Ai... An~i.
' ' £->o+ \ Ai 4- e An_i 4- e e J

—>0 —>0 —>Ai...An_i

En résumé, dans tous les cas, les n valeurs propres de Com(A) sont tous les produits 
possibles 4 de n — 1 facteurs choisis parmi les n valeurs propres de A.
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Exercice 56 *** (Théorème de Perron)
Soit x = (xi,...,xn) et y = (2/1,, yn) deux éléments de Rn. On écrit x < y pour 
signifier xz yt pour tout i € |[1 ; n]| .
On étudie une matrice A carrée de taille n dont tous les coefficients sont strictement 
positifs et l’on introduit le compact K = {(æi,... ,xn) 6 R™ | æi H---- + xn = 1}.

(a) Pour x G K, justifier que l’on peut introduire

0(x) = max{û € R+ | ax C Ar}. 
?

(b) Montrer qu’il existe y 6 K tel que 0{x) 0(y) pour tout x & K. \
(c) Montrer que y est vecteur propre de A associé à la valeur propre y = 0(y). j
(d) Etablir que les valeurs propres complexes A de A vérifient |A| < y. j
(e) Vérifier que les éléments de y sont tous strictement positifs puis que l’espace |

propre complexe associé à la valeur propre y, est de dimension 1. ;

Solution
(a) Soit x = (xi,... ,xn) un élément de K. On a ax < Ax si, et seulement si, pour 

tout i Ç. [1 ;n],
n.

axi = [ax]i [Ar]i = y^ajjXj.
j=i

Lorsque Xi est nul, cette inégalité est assurément vérifiée car les et les x} sont 
positifs. Lorsque Xi n’est pas nul, cette inégalité est vérifiée si, et seulement si,

. [Ar];
a 1

Xi
Sachant que x n’est pas le vecteur nul, au moins l’un des Xi est non nul et donc

(b) méthode
On montre l’existence de la borne supérieure des 0(x) pour x parcourant K 
avant d’établir que celle-ci est un max.

L’ensemble O — {0(x) | x e K} est une partie non vide de R. De plus, pour tout 
x = (æx,...,xn) G K, si a?j0 désigne le plus grand élément parmi xi,...,xn, on a

6(x) = _L Xj ^aio,j M
xi0 xi0 j=1 j=1

^xiQ

semblables, on peut montrer que leurs comatrices le sont aussi (voir sujet 40 p. 110). De plus, la comatrice 
d’une matrice triangulaire supérieure est triangulaire inférieure. En trigonalisant la matrice A, les valeurs 
propres de sa comatrice sont les cofacteurs diagonaux de la matrice triangulaire formée.
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avec

(
n \

7 l«i J I • 
j=l /

L’ensemble 0 est donc une partie non vide et majorée de R ce qui autorise à introduire sa 
borne supérieure que nous notons p. Vérifions que celle-ci est un max. Par la réalisation 
séquentielle1 d’une borne supérieure, on peut introduire une suite (xfc) d’éléments de K 
telle que 0(xk) converge vers p. La partie K étant compacte, on peut extraire de la 
suite (a?fc) une suite convergeant dans K. Quitte à ne conserver de la suite (xk) que les 
termes déterminant une suite convergente, on peut supposer que (æfc) converge vers un 
élément y de K.

1. Voir Th 15 du chapitre 6 de l’ouvrage Exercices d’analyse MPSL
2. Voir sujet 32 du chapitre 3 de l’ouvrage Exercices d’analyse MPSL

Pour tout k G N, on a 0{xk)Xk Axk- Par passage à la limite des inégalités larges 
coordonnées par coordonnées, on obtient py < Ay. On en déduit p < 0(y) puis l’éga
lité p = 0(y) car p est la borne supérieure des valeurs prises par 0.

(c) Posons z = Ay — py. Par construction, les éléments du vecteur z sont tous positifs.

méthode
|| Par l’absurde, on suppose z non nul et l’on étudie y' e K colinéaire à Ay.

Si z n’est pas nul, tous les éléments du vecteur Az sont strictement positifs car les 
coefficients de la matrice A sont strictement positifs et les éléments du vecteur z sont 
positifs avec au moins l’un d’eux non nul. On peut alors introduire e > 0 assez petit tel 
que eAy < Az ce qui se relit

(p + é)Ay < A(Ay).
Enfin, on choisit A G R+ tel que y' = AAy soit élément de K. Ceci est possible car Ay est 
un vecteur non nul dont tous les éléments sont positifs ce qui permet de prendre A égal à 
l’inverse de la somme de ceux-ci. On a alors (p 4- e).y' Ay' et donc p + e > p. 
C’est absurde car contredit la définition de p comme borne supérieure des 6(x) pour x 
parcourant K.

On en déduit que z est le vecteur nul et donc Ay = py avec y 0r« .
(d) Soit A une valeur propre complexe de A et x = (æi,... ,xn) G Cn un vecteur 

propre associé. Sans perte de généralité, on peut supposer |3q | 4- • • • 4- |xn| = 1 quitte 
à considérer un vecteur colinéaire à x. Introduisons aussi x+ = (|aq |,..., \xn |) qui est 
élément de K. Pour tout i G [[1 ;nj,

|A| |æi| = |Aæi| =
n

aij \xj i •
j=i

w

Ceci donne |A| x+ Ax+ et donc |A| < 0(x+) < p.
De plus, si |A| est égal à p, il y a égalité2 dans chacune des inégalités précédemment 

écrites. En particulier, #(:r+) = p ce qui entraîne que x+ est vecteur propre associé à
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la valeur propre y comme on l’a démontré pour le vecteur y précédemment. De plus, il 
y a aussi égalité dans l’inégalité triangulaire (*) ce qui signifie que les complexes cn,jXj 
figurent sur une même demi-droite issue de l’origine. Les a,ij étant positifs, ceci revient 
à dire qu’il existe ip G R tel que Xj = |x7| elç> pour tout j G [1 ; n]|. Le vecteur x est alors 
colinéaire à x+ et est donc associé à la même valeur propre y.

En résumé, les valeurs propres complexes de A vérifient |A| C y et seule la valeur A = y 
satisfait l’égalité.

(e) Le vecteur y est non nul et ses éléments y\,..., yn sont tous positifs. De plus, la 
matrice A est à coefficients strictement positifs et donc les éléments de Ay sont strictement 
positifs. Ceux de y le sont alors aussi.

Soit x = (aq,..., Xn) € Cn un vecteur propre associé à la valeur propre y.

méthode
On montre que x et y sont colinéaires en formant un vecteur combinaison 
linéaire de x et y dont tous les coefficients sont des réels positifs sauf un qui 
est nul.

Par l’étude du cas d’égalité dans la question précédente, on peut affirmer que x est co
linéaire au vecteur x+ = (|aq|,..., |rcn|). Sans perte de généralité, on peut donc supposer 
les éléments Xi du vecteur x tous réels positifs. Considérons ensuite le vecteur

z = Xiy - ylx

avec i G [1 ; n]| déterminé de sorte que

Xi ( Xi A— = max — .
Vi \ yj J

Les éléments du vecteur z sont positifs et celui d’indice i est nul par construction. Or, 
par combinaison linéaire de vecteurs propres, Az = yz. Si z n’est pas le vecteur nul, 
tous les éléments de Az sont strictement positifs, notamment celui d’indice i ce qui est 
absurde. On en déduit que le vecteur z est nul et donc x et y sont colinéaires.

Finalement, l’espace propre associé à la valeur propre y est de dimension1 1.

1. Cette étude généralise celle déjà menée dans le sujet 28 p. 162.



CHAPITRE 5

Réduction Algébrique

K désigne un sous-corps de C, u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimen
sion quelconque et n désigne un entier naturel non nul.

5.1 Polynômes d’un endomorphisme

5.1.1 Valeur d’un polynôme en un endomorphisme
Soit P un polynôme de K[X] :

N
P= ^akXk = a0 + a1X + --- + aNXN avec N deg(P).

fc=O

Définition
On appelle valeur du polynôme P en u l’endomorphisme1 de E1 donné par

1. Les puissances de u se comprennent comme des itérés de composition : uk = uo • • • ou (k facteurs).
2. Il ne faut pas écrire P(u(x)) : les puissances de u(x) n’ont a priori aucun sens.

n
P(u) = akuk = aolds + o,\u + • • • + awuN.

k=0

La valeur de P = X3 — 2X + 1 en u est P(u) = u3 — 2u + Id#.
La valeur de l’endomorphisme P(u) en un vecteur x de E se note2 P(u)(æ).
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Théorème 1
L’application

. r K[X] -> C(E)
“■ \ P^P(u)

est un morphisme de K-algèbres.
L _____________ _____ /

Par le morphisme <1>U, une factorisation

X3 - 2X + 1 = (X - 1)(X2 + X - 1)

donne l’identité
u3 — 2u + Id# = (u — Ids) o (u2 4- u — Id#).

Plus généralement, toute identité polynomiale se transpose aux endomorphismes.

5.1.2 Polynôme en un endomorphisme
Définition

Il On dit qu’un endomorphisme v de E est un polynôme en u lorsqu’il existe P G K[X] 
|| tel que v — P(u).

Pour À G K et et G N, (u — Aid#)1* est un polynôme en l’endomorphisme u.
Définition

On appelle algèbre engendrée par l’endomorphisme u l’ensemble K[u] des polynômes 
en u :

K[w] d= {P(u) | P & K[X]} = Vect{un | n G N}.

—-——-------------------------- ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ,

Théorème 2
K[u] est une sous-algèbre commutative de £(E). Celle-ci contient l’endomorphisme u 
et est incluse dans toute sous-algèbre de £(E) contenant u.

.  ■ . ■ ■ - .________ __ _________________________________________________ J

En particulier, les polynômes en u commutent avec u.

5.1.3 Polynômes annulateurs
Définition

|| On appelle polynôme annulateur de u tout polynôme P G K[X] vérifiant P(u) = 0.
Le polynôme nul annule tout endomorphisme.
Le polynôme X2 — X est annulateur des projections vectorielles.
✓ - --- --------- —---——----- -—•——--- 1-----1 -...... ■ ■" ■■ V

Théorème 3
L’ensemble des polynômes annulateurs de l’endomorphisme u est un sous-espace 
vectoriel et un idéal de K[X].

Si un polynôme P annule u, les polynômes multiples de P annulent aussi u.
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Si A est valeur propre de u alors, pour tout polynôme P de K[X], le scalaire P(A) est 
valeur propre1 de P(u) associé aux mêmes vecteurs propres. On en déduit le résultat qui 
suit :

1. Voir sujet 1 p. 202.

Théorème 4
Les valeurs propres de u figurent parmi les racines de ses polynômes annulateurs.

Cependant, un polynôme annulateur de u peut admettre des racines qui ne sont pas 
valeurs propres de u.

5.1.4 Polynômes annulateurs en dimension finie
On suppose l’espace E de dimension finie.

Théorème 5 (Théorème de Cayley-Hamilton)
Le polynôme caractéristique Xu est annulateur de u.

L’ensemble des polynômes annulateurs de l’endomorphisme u est alors un idéal de K[X] 
non réduit au polynôme nul. Il existe donc un unique polynôme unitaire IIU tel que les 
polynômes annulateurs de u sont exactement les multiples de IIU.
Définition

|| Ce polynôme est appelé polynôme minimal de l’endomorphisme u.
Le polynôme üu est annulateur de u et diviseur du polynôme caractéristique Xu- C’est par 
conséquent un polynôme de degré d inférieur à n dont les racines dans K sont exactement 
les valeurs propres de u.

Si P est un polynôme de K[X] et si R est le reste de la division euclidienne de P par le 
polynôme minimal üu, on vérifie P(u) = R(u) avec deg(P) < deg(IIu). On en déduit :

Théorème 6
Si d est le degré du polynôme minimal IIU, la famille (idjj, u,..., est une base 
l’algèbre K.[u] des polynômes en w.

5.1.5 Polynômes d’une matrice carrée
Soit A une matrice de jMn(K) et P un polynôme de K[X] :

N
P = ^akXk = a() + alX + --- + aNXN avec N > deg(P). 

k=0
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Définition
On appelle valeur du polynôme P en A la matrice de A4n(K) donnée par

N
P(A) — G>k^ — aoln + <11A + ’ • • + Un.

k=0
Si la matrice A est triangulaire, les coefficients diagonaux de P(A) sont remarquables :

/Ai (*)\ /P(Ai) (*) \
Pour A — I •. I , P(A) =1 • • I .

v°) A J \ (0) P(An)/

Si A est la matrice dans une base e d’un endomorphisme u d’un espace E de dimension 
finie, P(A) figure l’endomorphisme P(u) dans la même base.

Les résultats qui précèdent se transposent aux matrices :

Théorème 7
L’application

f K[X] -> Atn(K)
| PhP(A)

est un morphisme de K-algèbres.
I ... ■

L’image K [A] du morphisme est une sous-algèbre commutative de A4n(K)- Ses élé
ments sont les polynômes en A. Celle-ci est incluse dans toute sous-algèbre de A"tn(K) 
contenant A.

Le noyau du morphisme est un sous-espace vectoriel et un idéal de KfX]. Celui-ci 
regroupe les polynômes vérifiant P(A) = On. Ces derniers sont les polynômes annulateurs 
de A.

Théorème 8
Les valeurs propres de A figurent parmi les racines de ses polynômes annulateurs.

Encore une fois, il est possible qu’une racine d’un polynôme annulateur ne soit pas valeur 
propre de la matrice qu’il annule.

Théorème 9 (Théorème de Cayley-Hamilton)
Le polynôme caractéristique xa est annulateur de A.

X.......... .. ...... ■ - ■ ' _______ ■ ' ■ .

Enfin, on peut introduire le polynôme minimal de A : celui-ci est unitaire, annulateur et 
tout polynôme annulateur de A en est multiple, notamment le polynôme caractéristique. 
Comme pour le polynôme caractéristique, ses racines sont exactement les valeurs propres 
de A.
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5.2 Réduction et polynômes annulateurs

5.2.1 Lemme de décomposition des noyaux

Théorème 10 (Lemme de décomposition des noyaux)
Si Pi,..., Pm sont des éléments de KfX] deux à deux premiers entre eux de produit 
égal à P,

m
Ker(P(tt)) = © Ker(Pfc(u)).

k. _     '  < _    - -  -■ ■ - - - ■ - ■ • - •- ■ ■- ■ - : -     - -- -■■ ■■ __■ - .   j
En particulier, si Ai,..., Am sont des valeurs propres deux à deux distinctes de u, on 
retrouve que les sous-espaces propres associés sont en somme directe puisque les poly
nômes X — Afc sont deux à deux premiers entre eux.

5.2.2 Diagonalisabilité
Dans la suite, l’espace E est supposé de dimension finie.

Théorème 11
On a équivalence entre :
(i) u est diagonalisable ;

(ii) u anfiule un polynôme scindé sur K à racines simples ;
(iii) le polynôme minimal de u est scindé sur K à racines simples.

Le polynôme minimal de u est alors le produit des (X — A) avec A parcourant les valeurs 
propres de u.

Ce résultat se transpose aux matrices carrées :

Théorème 12
Une matrice A de A4n(K.) est diagonalisable si, et seulement si, elle annule un poly
nôme scindé sur K à racines simples.

5.2.3 Trigonalisabilité

Théorème 13
On a équivalence entre :
(i) u est trigonaüsable ;

(n) u annule un polynôme scindé sur K ;
(iii) le polynôme minimal de « .est scindé sur K.
De plus, l’espace E est alors la somme directe de sous-espaces stables par u sut chacun 
desquels u induit la somme d’une homothétie et d’un endomorphisme nilpotent.
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Ce résultat se transpose aux matrices carrées. En particulier, lorsque A E A4n(K) est 
trigonalisable, celle-ci est semblable à une matrice diagonale par blocs où chaque bloc 
diagonal est de la forme AIa + N avec A valeur propre de A, a sa multiplicité et N une 
matrice nilpotente de taille a.

5.2.4 Réduction d’un endomorphisme induit
Si F est un sous-espace vectoriel stable par l’endomorphisme u, on peut introduire l’endo
morphisme induit uf- Le polynôme minimal de celui-ci est alors un diviseur du polynôme 
minimal de u.

Théorème 14
Soit F un sous-espace vectoriel stable par un endomorphisme u.
a) Si u est diagonalisable, l’endomorphisme induit up l’est aussi;
b) Si u est trigonalisable, l’endomorphisme induit up l’est aussi.

U . _____ _________ . ___ ... _____ _________  ______... _ ■ ■ ■ . .. ___ . _____ ■■ _____ - ■ ■ - ■ ___ . ____ J

Lorsqu’un endomorphisme est diagonalisable, ses sous-espaces stables sont exactement 
ceux admettant une base de vecteurs propres1.

1. Voir sujet 8 p. 207.
2. Il importe d’interpréter correctement P(u)(x) lorsque P = Xk. Ce n’est pas F(u(æ)) = (u(x)}k ce 

qui signifierait une puissance pour une multiplication qui n’est pas introduite. Il faut plutôt comprendre 
uk(x) = (îz o • • • o u)(x) (composition à k facteurs).

5.3 Exercices d’apprentissage

5.3.1 Polynômes d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

Exercice 1
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et P un polynôme de ŒC[AC].
Montrer que si A e K est une valeur propre de u, P(A) est une valeur propre de P(u).

Solution
Soit A EK une valeur propre de u et x 0# un vecteur propre associé.

méthode
|| On montre P(u)(a?) = P{X}x en commençant par le cas P = Xk.

Vérifions l’égalité2 uk(x) = Ak.x par récurrence sur k € N.
Pour k = 0, l’application u° est l’endomorphisme Idg puisqu’il s’agit du neutre pour 

le produit de composition. Sachant de plus A0 — 1, l’égalité uQ(x) = A°x est vraie.
Supposons la propriété établie au rang k 0. Au rang suivant, on obtient par linéarité

ufc+1(a;) = (uoufc)(a?) = u(ufc(a?)) = u(Afcx) = Àku(x) = Afe+1or.

La récurrence est établie.
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Poursuivons en décrivant le polynôme P par l’introduction de ses coefficients

P — o,q + aiX + • • • + a^XN avec ao,..., G K et N deg(F).

L’endomorphisme F (a) est alors F = aold£ + aiu + -- - + a^uN et donc

N N / N \
F(u)(x) = ^(afcufc(x)) = ^(akXkx) = ^afcAfc x = P(X)x. 

k=0 fc=0 \Æ=0 /

Sachant le vecteur x non nul, on peut affirmer que F(A) est valeur propre de F(u) associée 
au vecteur propre x.

Finalement, lorsque A est valeur propre de u, F(A) est valeur propre de F(u) associée 
aux mêmes vecteurs propres.
------------  ------------------------ - —- . > y

Exercice 2 |
Montrer qu’un endomorphisme nilpotent d’un espace non réduit au vecteur nul ad- I 
met une et une seule valeur propre qui est 0. I

Solution
Ce résultat est déjà connu en dimension finie (Th. 25 p. 129). Il s’agit ici de le retrouver 

sans hypothèse de dimension. Soit u un endomorphisme nilpotent d’un espace E non 
réduit au vecteur nul. Introduisons p € N* tel que up — 0.

méthode
|| Les valeurs propres sont racines des polynômes annulateurs (Th. 4 p. 199).

L’égalité up = 0 signifie que le polynôme Xp est annulateur de l’endomorphisme u. Les 
valeurs propres de u figurent donc parmi ses racines. On en déduit que seul 0 peut être 
valeur propre de u. Inversement, vérifions que 0 est valeur propre de u.

méthode
0 est valeur propre d’un endomorphisme si, et seulement si, celui-ci n’est pas 
injectif.

Par l’absurde, si l’endomorphisme u est injectif, les compositions uou, uouou, etc. sont 
toutes injectives car la composition de deux injections définit une injection. Cependant, 
l’application up n’est pas injective car c’est l’application nulle. C’est absurde.

On en déduit que u n’est pas injectif, c’est-à-dire que 0 est valeur propre de u.

Exercice 3
Soit u un endomorphisme bijectif d’un espace de dimension finie n 1. Montrer que 
son inverse u-1 est un polynôme en u.
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Solution

méthode
Il Le théorème de Cayley-Hamilton (Th. 5 p. 199) détermine1 un polynôme 
|| annulateur de u permettant d’exprimer u~1.

1. On peut aussi introduire le polynôme minimal de u sachant que 0 n’en est pas racine.

Le polynôme caractéristique de u peut s’écrire

Xu = Xn + an_iXn-1 -F---- F a\X -F clq avec ao = (—l)n det(u) 7^ 0.

L’égalité Xu(u) = 0 donne alors

Un + Q,n—]Un 1 T • • ■ 4~ Q^U ~F flgld^; = 0.

En réorganisant les membres, on obtient

un + an_i«n-1 H------ F a^u — -aold^.

En composant par l’application u-1 à gauche (ou à droite), il vient

u"-1 + an-iun~2 H------ F aild# = -agu-1

puis
u-1 = —— (un-1 + an-iun~2 H------ F ailds) G K[u].

tto

Exercice 4 I

(a) Déterminer le polynôme minimal de chacune des matrices réelles suivantes.

/1 —2\ /1 —1\ 1 —
A = ( ; . , B = P _ et C = 1 3 -1 .

■/ \< à / \ 1 1 1 /

(b) Exploiter ces polynômes minimaux pour exprimer An, Bn et Cn pour n 6 N.

Solution

(a) méthode
Le polynôme minimal d’une matrice (resp. d’un endomorphisme) est un divi
seur du polynôme caractéristique qui a les mêmes racines.

Le polynôme caractéristique de A est xa = X2 — 5X+6 = (X — 2) (X — 3). Le polynôme 
minimal II/i le divise et ses racines sont 2 et 3 : on en déduit IIa = {X — 2) (X — 3).

Le polynôme caractéristique de B est xb = %2 ~ 4X -F 4 = [X — 2)2. Le polynôme 
minimal Ils le divise et 2 est sa seule racine. Le polynôme Ils peut donc être égal 
à X — 2 ou (X — 2)2. Cependant, le polynôme X — 2 n’annule pas B car B 2.I2. On 
en déduit Ils = (X — 2)2.
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Après quelques calculs, le polynôme caractéristique de C est xc — (X — 2)2(X — 3). 
Le polynôme minimal Ile le divise et ses racines sont 2 et 3. Le polynôme Ile peut donc 
être égal à (X — 2){X — 3) ou (X - 2)2(X - 3). En évaluant (X — 2)(X — 3) en C, on 
constate que ce polynôme est annulateur et donc Ile = (X — 2) (X — 3).

(b) Soit n E N.

méthode
On détermine le reste de la division euclidienne de Xn par le polynôme mini
mal.

Pour calculer An, on pose la division euclidienne de Xn par le polynôme IIx. Celle-ci 
s’écrit

Xn — (X - 2)(X - 3)Qn + Rn avec Qn, Rn E R[X] et deg(Æn) < 2.

En notant an et bn les coefficients du polynôme 7?n, l’égalité ci-dessus devient

Xn = (X - 2)(X - 3)Qn + anX + bn. (*)

Pour déterminer an et bn, on évalue (*) en les racines 2 et 3 afin d’éliminer le facteur Qn. 
Ceci produit le système

( 2an + bn = 2n
(3an + bn - 3n.

Après résolution, (*) devient

Xn = (X - 2)(X - 3)Qn + (3n - 2n)X 4- (3.2n - 2.3n). (**)

On évalue alors (**) en la matrice A pour obtenir

An = (A - 2I2)(A - 3I3)Qn(A) + (3n - 2n) A + (3.2n - 2.3n)l2

= 3n(A — 2I2) + 2n(3I2 - A) car (A - 2I2)(A - 3I3) = üa(A) = On.

Pour calculer Bn, on opère de façon semblable en réalisant la division euclidienne 
de Xn par (X - 2)2

Xn = (X — 2)2Qn + anX + bn avec an, bn E R et Qn E R[X]. (A)

Pour déterminer an et bn, on évalue (A) en la racine 2 et l’on dérive (A) avant d’évaluer 
à nouveau en 2. On forme ainsi le système

( 2an + bn — 2n
[ an = n2n~1.

Après résolution, (A) devient

Xn = (X - 2)2Qn + n2n~1X - (n - l)2n. (AA)
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Pour terminer, on évalue (AA) en la matrice B pour obtenir

Bn = n2n~1B — (n — l)2nI2.

Enfin, le polynôme minimal de C étant celui de A, le calcul de Cn se résout en éva
luant (**) en C :

Cn = 3n(C - 2I2) + 2n(3I2 - C).

5.3.2 Réduction et polynômes annulateurs

Exercice 5
Soit u un endomorphisme d’un espace réel E vérifiant u3 = Idg. Justifier que les 
espaces Ker(tt — Idg) et Ker(u2 -F- u 4- Idg) sont supplémentaires.

Solution

méthode
L’application du lemme des noyaux (Th. 10 p. 201) avec un polynôme annu- 
lateur permet de réaliser une décomposition en somme directe d’un espace.

Le polynôme X3 — 1 = (X — 1) (X2 + X + 1) est annulateur de u et les facteurs X — 1 
et X2 + X + 1 sont premiers entre eux1. On peut appliquer le lemme des noyaux et 
conclure

E = Ker(u3 — Idg) = Ker(tt — Idg) ® Ker(u2 + u + Idg).

Exercice 6
Soit <p une forme linéaire non nulle sur un espace E de dimension finie, a un vecteur 
de E et f l’endomorphisme de E déterminé par

/(x) = <p(a)x — ip(x)a pour tout x G E.

Calculer fof et former une condition nécessaire et suffisante portant sur a et <p pour 
que / soit diagonalisable.

Solution
Pour x G E, on obtient

(/ ° /)(æ) = /(/O)) = f(<p(a)x - <^(æ)a)
= <p(a)/(^) ~ ¥>&) f(a) = <p(a)f(x).

=0^;

Par conséquent, f o f =

1. Pour que deux polynômes de K[X] soient premiers entre eux, il faut et il suffit qu’ils n’aient pas 
de racines complexes en commun.
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méthode
Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si, il annule un polynôme 
scindé à racines simples (Th. 11 p. 201).

Le polynôme P — X2 — <p(a)X — X(X — <^(a)) est annulateur de f.

1. L’étude des éléments propres de f montre que ç>(a) est valeur propre d’espace propre Ker(ç?) tandis 
que 0 est valeur propre d’espace propre Vect(a).

2. Un endomorphisme diagonalisable dont A est la seule valeur propre est Aid# (voir sujet 5 p. 134).

Cas : 0. Le polynôme P est scindé sur K et à racines simples : l’endomor
phisme / est diagonalisable1.

Cas : ç?(a) — 0. Le polynôme P est égal à X2 ce qui ne permet plus de conclure aussi 
immédiatement. Cependant, 0 est la seule racine de ce polynôme et donc la seule valeur 
propre possible (Th. 4 p. 199) de f. On en déduit que f est diagonalisable si, et seulement 
si2, f est l’endomorphisme nul. Sachant que l’expression de f se simplifie en f(x) = <p(x)a 
lorsque ç?(a) = 0 et sachant que la forme linéaire <p est non nulle, l’endomorphisme f est 
diagonalisable si, et seulement si, a est le vecteur nul.

En résumé, f est diagonalisable si, et seulement si, ç>(a) 7^ 0 ou a = O#.

Exercice 7 I
Soit A une matrice de ?Mn(R) vérifiant A3 + A2 -|- A = On. Montrer que le rang de A I 
est pair et que sa trace est un entier. |

Solution
Le polynôme X3 + X2 + X — X (X2 + X + 1) est annulateur de A. Il n’est pas scindé 

sur R mais peut s’écrire X(X — j)(X — j2) dans C[X] avec j — e217r/3.

méthode
La matrice A est diagonalisable dans jMn(C) car annule un polynôme scindé 
sur C à racines simples (Th. 12 p. 201).

Dans A4n(C), la matrice A est semblable à une matrice diagonale D où, sur la dia
gonale, figurent ses valeurs propres comptées avec multiplicité. Les valeurs propres de A 
sont racines du polynôme annulateur X(X — j)(X — j2), ce ne peut donc qu’être 0, j 
et j2 = j. Notons p, q et r les multiplicités de chacune, quitte à ce que celles-ci soient 
milles si les valeurs associées ne sont pas valeurs propres. La matrice A étant réelle, les 
multiplicités des valeurs propres conjuguées sont égales et donc q = r. Le rang et la trace 
de la matrice A étant égaux au rang et à la trace de D, on conclut

rg(A) = 2q G 2N et tr(A) = p x 0 -I- qj + qj2 = -q G Z.
--------------- ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -----

Exercice 8
Soit u un endomorphisme diagonalisable d’un espace E de dimension finie n 1.
Montrer qu’un sous-espace vectoriel de E est stable par u si, et seulement si, il 
possède une base formée de vecteurs propres de u.
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Solution

( <= ) Soit F un sous-espace vectoriel possédant une base (ei,..., ep) formée de vec
teurs propres de u. Pour tout j € [1 ;p], on peut écrire u(e7) = Xj&j E F en introdui
sant Xj la valeur propre associée au vecteur propre e3. Par combinaison linéaire, on a 
alors u(x) E F pour tout x E F. Ainsi, un sous-espace vectoriel possédant une base de 
vecteurs propres est stable.

( ==> ) Soit F un sous-espace vectoriel stable par u. On peut introduire u' l’endomor
phisme induit par u sur F.

méthode
Les endomorphismes induits par un endomorphisme diagonalisable sont dia- 
gonalisables (Th. 14 p. 202).

Puisque u est diagonalisable, l’endomorphisme induit u' l’est aussi et il existe une base 
de F formée de vecteurs propres de u'. Or les vecteurs propres de u' sont des vecteurs 
propres de u et l’on peut conclure.

5.4 Exercices d’entraînement

5.4.1 Polynômes d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

Exercice 9 *
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension n 1.
On suppose qu’il existe un vecteur xq E E tel que la famille (xo, u(xq), ..., un-1(æo)) 
est libre. Montrer que les polynômes en u sont les seuls endomorphismes qui com
mutent avec u.

Solution
On sait déjà que les polynômes en u commutent avec u. Inversement, considérons v 

un endomorphisme commutant avec u. La famille (xq, u(xq), ..., un-1(xo)) étant libre 
et formée de n = dim E vecteurs de E, c’est une base de E. On peut alors écrire

v{xq) — (LqXq + aiu(a?o) + • • • + ûn-i«n-1(æo) avec clq, ai,..., an~i E K.

Ceci invite à introduire l’endomorphisme w = aold# + ayu + • • • 4- an-iun-1 qui est un 
polynôme en u et à vérifier v = w.

méthode
On peut montrer que deux applications linéaires sont égales en observant 
qu’elles prennent les mêmes valeurs sur les vecteurs d’une base.

Par construction, les applications v et w sont égales en le vecteur xq. Plus généralement, 
pour k E [0 ; n — 1J, on peut écrire en exploitant la commutation de v et w avec uk

v(ufc(x0)) = ufc(u(x0)) = ufc(w(x0)) = w(ufc(x0)).
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Les applications linéaires v et w sont donc égales sur chacun des vecteurs de la base 
(xo, u(æo)) • • •, wn-1(æo))> elles sont donc égales sur E. Finalement1, v E K[u].

1. La liberté de la famille (æo, ^(æo)> • • •, ^n-1(æo)) entraîne que le polynôme minimal de u est de 
degré au moins égal à n et donc égal à n. L’espace K[u] des endomorphismes qui commutent avec u 
est donc de dimension n (voir sujet 19 du chapitre 8 de l’ouvrage Exercices d'algèbre et de probabilités
MPSF).

'----------------------------------------------------------------- - ,

Exercice 10 *
Soit A, B € A4n(K). On suppose qu’il existe un polynôme P E K[X] vérifiant

AB = P(A) et P(0)/0.

Montrer que A est inversible et que A et B commutent.

Solution

méthode
On transforme l’égalité AB = P (A) afin de déterminer une matrice C telle 
que AC = In.

Le polynôme P peut s’écrire

P — P(0) -F d]_X + • • • + CLpjXN avec Uj,..., u/y E K.

L’égalité AB = P(A) donne alors

AB = P(0)In H- d]A + • • • + dpfA^

et donc
aÇb — (ailn 4- d%A + • • • + a^AN = P(0)In.

On en déduit que A est inversible et son inverse est

A 1 = p^qJ ~ (°iln + a2A + • • • + dwAN .

En reprenant les calculs en sens inverse, l’égalité A-1A = In donne B A = P(A) et l’on 
peut conclure que A et B commutent.

5.4.2 Polynômes annulateurs

Exercice 11 *
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel réel. On suppose qu’il existe un 
polynôme P annulateur de u. dont 0 est racine simple. Montrer Ker(u) = Ker(u2).
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Solution
L’inclusion Ker(u) C Ker(u2) est toujours vraie. Il s’agit d’établir l’inclusion réci

proque. Soit x e Ker(u2).

méthode
|| Le polynôme annulateur P s’écrit P — aX + X2Q avec a / 0 et Q € K[X].

L’égalité P(u)(x) = 0g donne

au(x) + (u2 o Q(uf)(x) — 0e- (*)
Les endomorphismes u2 et Q{u) commutent et donc

(u2 oQ(u))(x) — (Q(u) ou2)(x) = Q(u)(u2(x)) = Q(u)(0E) = 0E-

L’égalité (*) devient au(x) = 0e et donc u(x) = 0E car a 7^ 0. Ainsi, x e Ker(u) et l’on 
peut conclure Ker(u) = Ker(u2) par double inclusion.

Exercice 12 ** .I
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E. On suppose qu’il existe deux j 
polynômes P, Q E K[X] premiers entre eux vérifiant (PQ)(w) = 0. I

(a) On suppose l’espace E de dimension finie. Montrer |

Ker(P(u)) © Im(P(u)) = E.

(b) On ne suppose plus l’espace E de dimension fini. Le résultat précédent est-il |
encore vrai ? J

Solution

(a) Les polynômes P et Q étant premiers entre eux, le lemme de décomposition des 
noyaux (Th. 10 p. 201) assure que les espaces Ker(P(u)) et Ker(Q(u)) sont en somme 
directe. Or l’égalité Q(u) o P(u) = (PQ)(u) = 0 donne Im(P(u)) C Ker(<2(u)) et les 
espaces Ker(P(u)) et Im(P(u)) sont donc aussi en somme directe. De plus, la formule 
du rang appliquée à l’endomorphisme P(u) donne

dimKer(P(u)) + dimIm(P(u)) = dimP

et donc
Ker(P(u)) © Im(P(u)) = E.

(b) Vérifions que le résultat précédent demeure en dimension quelconque. Comme ci- 
dessus, on sait déjà que les espaces Ker(P(u)) et Im(P(u)) sont en somme directe. Il 
reste à établir que leur somme est égale à E. Soit x un élément de E.

méthode
Les polynômes P et Q étant premiers entre eux, on peut introduire des poly
nômes V et W vérifiant PV + QW = 1 et produire une démonstration proche 
de celle du lemme de décomposition des noyaux (Th. 10 p. 201).
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En évaluant la relation PV + QW — 1 en u, on obtient l’identité

IdE = P(u) o V(u) + Q{u) o lE(u).

En calculant en le vecteur x, il vient alors

x = a + b avec a = P(u) o V(u)(æ) et b = Q(u) o lV(u)(a:).

On a immédiatement a E Im(P(u)) car a = P(u)(p) avec y — V(u)(x). On a aussi b 
élément de Ker(P(u)) puisque

P(u)(6) = (PQ)(u) o W{u){x) = 0E car PQ(u) = 0.

Ainsi, tout vecteur de E s’écrit comme la somme d’un vecteur de Im(P(u)) et d’un 
vecteur de Ker(P(u)) et l’on peut conclure à l’égalité

Ker(P(u)) ® Im(P(u)) = E.

Exercice 13 **
Soit A, p E R et p, g, f trois endomorphismes d’un espace vectoriel réel E vérifiant

{
f = Xp + pq
f2 = X2p + p2q
f3 = A3p + p3q.

Exprimer fn en fonction de A, p, p et q pour tout n € N*.

Solution

méthode
On détermine un polynôme annulateur de f à partir duquel on calcule fn par 
une division euclidienne.

Par élimination de p, à l’aide de la première et de la deuxième équation d’une part, et 
de la deuxième et troisième équation d’autre part, on a

f2 - A/ = p(p - A)g et f3 - A/2 = p2(p - A)g.

En combinant ces deux équations, on élimine q et l’on parvient à

(f3 - - i*(f - a/) = f3 - (A + m)/2 + Am/ = 0.

Ainsi, le polynôme P = X3 — (A + p)X2 + XpX = X(X — X)(X — p) est annulateur de f.
Soit neN*. On réalise la division euclidienne de Xn-1 par (X — A)(X — p) :

Xn i = (X — A)(X — p)Qn H- Rn avec Rn — anX + bn et an, bn E R.

En multipliant cette relation par X, on obtient

Xn = X(X - A)(X - p)Qn + anX2 + bnX. (*)
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En évaluant en /, il vient

fn = anf2 + bnf = (anX2 + bnX)p + (tzn/z2 + bnp)q.

1. On peut aussi étudier le polynôme minimal de f : celui-ci est de degré inférieur à 3, divise X4 — X2
et 1,-1 en sont racines, il est nécessairement scindé à racines simples.

Or en évaluant (*) en À et /z, on obtient aussi

anÀ2 + bnX = Xn et anp2 + bnp = pn.

On peut donc conclure

fn = Xnp + pnq pour tout n 1.

5.4.3 Réduction et polynômes annulateurs

Exercice 14 *
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E de dimension 3.
On suppose que 1 et —1 sont valeurs propres de f et que J4 = /2. Montrer que f 
est diagonalisable.

Solution

méthode
|| La relation /4 = f2 détermine un polynôme annulateur de f.

Le polynôme X4 — X2 — X2(X - 1)(X + 1) est annulateur de f. Ce polynôme est 
scindé mais n’est pas à racines simples... On étudie1 les valeurs propres de f. Celles-ci 
sont racines du polynôme annulateur X4 —X2 et donc Sp(/) C {0,1, —1}. Aussi, 1 et — 1 
sont par hypothèse valeurs propres. Deux cas sont alors possibles.

Cas : Sp(/) — {0,1, —1}. L’endomorphisme f est diagonalisable car possède 3 valeurs 
propres en dimension 3.

Cas : Sp(/) = {1,-1}. L’endomorphisme f est inversible car 0 n’en est pas valeur 
propre. On peut alors simplifier la relation f4 = f2 en composant par f~l et affir
mer f2 = Id#. Le polynôme X2 — 1 = (X — 1)(X + 1) est donc annulateur de f, il est 
aussi scindé à racines simples et, par conséquent, f est diagonalisable (Th. 11 p. 201).

Exercice 15 *
Soit A e A43(R) vérifiant A3 = I3 et A I3.

(a) Déterminer les valeurs propres réelles de A.
(b) Déterminer les valeurs propres complexes de A.
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Solution

(a) méthode
|| Les valeurs propres sont racines des polynômes annulateurs (Th. 8 p. 200).

Le polynôme X3 — 1 annule A et 1 est sa seule racine réelle donc la seule valeur propre 
réelle possible de A. Cependant, la matrice A est réelle et de taille impaire, elle possède1 
donc au moins une valeur propre. On en déduit que 1 est l’unique valeur propre réelle 
de A.

1. Le polynôme caractéristique de A est réel et de degré impair, il possède au moins une racine réelle.
2. Rappelons j = e217r/3 et j = j2.

(b) Dans C, le polynôme X  — 1 possède trois racines complexes qui sont les racines 
troisième  de l’unité 1, j et j . Le spectre complexe de A est donc inclus dans {1, j, j }. 
De plus, comme on l’a vu au-dessus, 1 est valeur propre de A. Aussi, la matrice A étant 
réelle, ses valeurs propres sont deux à deux conjuguées et donc

3
2 2 2

j e Spc(A) <=> j2 e SPc(A).

Ainsi, le spectre complexe de A est égal à {1} ou à {1, j, j2}. Cependant, la matrice A 
est diagonalisable dans jMs(C) car annule X3 — 1 = (X — 1)(X — j)(X — j2) qui est un 
polynôme complexe scindé à racines simples (Th. 12 p. 201). Par l’absurde, si 1 est la 
seule valeur propre de A, la matrice A est semblable à la matrice I3 et donc égale à I3. 
Le sujet exclut cette possibilité et l’on peut conclure

SPcG4) = {MJ2}-

Exercice 16 *
Soit M € A4n(R) vérifiant M2 — tM = In. Montrer que M est diagonalisable.

Solution

méthode
|| On détermine un polynôme annulateur scindé à racines simples (Th. 12 p. 201).

On réorganise les membres afin de séparer M et

*M = M2 - In.

On élève au carré chaque membre

(W)2 = (M2 - In)2 = M4 - 2M2 + In.

Or
(W)2 = \m2) = \tM + In) = M + In

et donc
M + ïn = M4-2M2+ In.
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On en déduit que le polynôme X4 — 2X2 — X est annulateur de M. Or

1 I 1 —
X4-2X2 ~ X = X(X+ V)(X-a)(X -/3) avec a = - et /3 =-----—.

=x2—x—i

La matrice M annule un polynôme réel scindé à racines simples, elle est donc diago- 
nalisable dans

Exercice 17 **

(a) Déterminer toutes les matrices de A4n(C) vérifiant

Mn = In et tr(M) = n.

(b) Déterminer toutes les matrices de A4n(C) vérifiant

M(M-In)3 = On et tr(Af) = 0.

Solution

(a) Soit M une matrice solution.

méthode
La trace de la matrice complexe M est la somme de ses valeurs propres comp
tées avec multiplicité.

La matrice M annule le polynôme Xn — 1. Les valeurs propres de M figurent donc 
parmi les racines de ce polynôme : ce sont des racines n-ièmes de l’unité. Or toutes les 
racines n-ièmes ont une partie réelle inférieure à 1 et seule la racine 1 est de partie réelle 
égale à 1. Par l’absurde, si l’une des valeurs propres de M est différente de 1, la partie 
réelle de tr(M) est strictement inférieure à n ce qui contredit l’hypothèse tr(M) = n. On 
en déduit que seul 1 est valeur propre de M et celle-ci est de multiplicité n.

Enfin, M est diagonalisable car annule le polynôme Xn — 1 qui est scindé sur C et à 
racines simples. On peut alors conclure M = In car 1 est son unique1 valeur propre.

1. Voir sujet 5 p. 134.

La réciproque est immédiate.

(b) Soit M une matrice solution. Celle-ci annule le polynôme X(X — l)3. Les valeurs 
propres de M ne peuvent donc qu’être 0 ou 1. Or la trace de M est nulle et celle-ci 
est la somme des valeurs propres de M comptées avec multiplicité. On en déduit que 
seule 0 est valeur propre de M et celle-ci est de multiplicité n. Cependant, on ne peut 
pas conclure aussi rapidement que dans l’étude précédente car on ignore si la matrice M 
est diagonalisable.

méthode
|| Si A n’est pas valeur propre de M, la matrice M — AIn est inversible.
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Puisque 1 n’est pas valeur propre de M, la matrice M — In est inversible. En multipliant 
par son inverse, on peut simplifier la relation M(M — In)3 = On pour obtenir M = On.

1. On peut aussi appliquer la formule du binôme en écrivant M = ( o a) + (o o ) °ù les deux matrices 
introduites commutent et la seconde est nilpotente d’indice 2.

2. On considère séparément k = 0 afin de ne pas écrire A-1 puisque l’on ignore si A est inversible.

La réciproque est immédiate.

Exercice 18 **
Soit A, B E vérifiant AB = B A et M la matrice de <M2n(^) donnée par

(A B\ 
M= 0 A '

I

(a) Montrer que pour tout polynôme P de R[X]

PM=(P^ P'^B
P(Â)

(b) Énoncer une condition nécessaire et suffisante portant sur A et B pour que M 
soit diagonalisable.

Solution

(a) Montrons par récurrence1 l’égalité

Mk = (Ak
\ 0

kAk-1B 
Ak

pour tout2 k E N*.
Pour k — 1, l’égalité est vérifiée. Supposons celle-ci vraie au rang k 1.

Ak kAk~xB 
0 Ak

Mk+1 = MMk =(A B
\ 0 A

Ak+1 kAkB + BAk 
0 Ak+1

Or A et B commutent et donc BAk = Ak B puis

Mt+i = M‘+1 (k + l)AkB
Afc+1

l
I

!

La récurrence est établie.
Considérons ensuite P = dQ + a^X H---- 4- a^XN un polynôme réel. On a

P(M) = &ol2n 4" d\M 4- • • • + a^MN
N
E kdkAk~lB 
k—1 

N 
E akAk 
k=0

E akAk 
k=0

0

P(A) P' 
0

(A)B 
P(A)
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(b) méthode
|| On analyse la diagonalisabilité de M à l’aide d’un polynôme annulateur.

Supposons que M est diagonalisable. La matrice M annule un polynôme réel P scindé 
à racines simples. Les calculs qui précédent montrent que A annule alors ce polynôme et 
donc A est nécessairement diagonalisable. Au surplus, on a P'(A)B = On.

méthode
On montre que la matrice B est nulle en vérifiant que la matrice P'(A) est 
inversible.

En notant Ai,..., An les valeurs propres de A comptées avec multiplicité, les matrices A 
et P'(A) sont respectivement semblables à

D =
/Ai

jo)

(0) \
et P'(P) = 

A„/ \ (°)

Or les valeurs propres de A sont racines de P et ce polynôme n’admet que des racines 
simples. On en déduit que les coefficients P'(Ai),..., P'(An) sont tous non nuis et la 
matrice P'(A) est inversible. L’identité P'(A) B = On donne1 alors B = On.

1. Une variante élégante est la suivante. Les polynômes P et P’ sont premiers entre eux car sans 
racines complexes en commun. On peut écrire une relation de Bézout 1 = U P + VPf. En évaluant 
celle-ci en A et en multipliant par B, on conclut B — U(A)P(A)B 4- V(A)P/(A)J3 = On. En fait, P'(A) 
est inversible d’inverse V(A).

2. Aussi, si P est une matrice inversible diagonalisant A, la matrice Q = ( p ) diagonalise M.

En résumé, si M est diagonalisable, A est diagonalisable et B est nulle.
Inversement, si A est diagonalisable et B nulle la matrice M est diagonalisable car un 

polynôme annulateur de A scindé sur R à racines simples annule aussi2 M.

Exercice 19 **
Soit A e A4n(R)- À quelle condition la matrice M de A^2n(R) suivante est-elle 
diagonalisable ?

M —
ï11' ’J' ” ‘'.... . ... "s’V" v11"®1' AT'.z-’ ' J' Hy.

0 
-2A 3A) :

Solution

méthode
On exploite une diagonalisation de la matrice 
par blocs.

1\
3/ afin de diagonaliser M

Après études des éléments propres, on peut écrire

0 = P f1
-2 3/ \0 avec
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Réalisons une extension par blocs de la matrice P en considérant

In \ 
~ l T 21 / ’

Par le calcul d’un produit par blocs, on vérifie que Q est inversible d’inverse

zt —1   ( ^In In \
\ -I I /\ -“-n An /

Toujours par produit par blocs, on obtient

m'=q-'mQ=(a0 °Ay

Soit II un polynôme réel. On vérifie1

1. La démarche est semblable à celle déjà détaillée dans le sujet 18 p. 215 : on vérifie par récurrence 
l’identité lorsque le polynôme est Xn avant de généraliser à tout polynôme par combinaison linéaire.

2. La matrice A est la matrice d’un endomorphisme induit par un endomorphisme figuré par M, 
celui-ci est donc diagonalisable lorsque M l’est.

n(M') = 0 
n(2A)) •

Les polynômes annulateurs de M (qui sont aussi annulateurs de M') annulent la ma
trice A : si M est diagonalisable, M annule un polynôme scindé sur R à racines simples 
et la matrice A l’annule aussi, elle est diagonalisable2.

Inversement, si A est diagonalisable, on peut introduire une matrice R E GLn(R) 
telle que A = RD R-1 avec D matrice diagonale de taille n. En considérant la matrice
inversible

on a

0\
RJ d’inverse S 1

(QS)~ÏMQS = (D °j
\ U uU /

et donc M est diagonalisable.
Finalement, la matrice M est diagonalisable si, et seulement si, la matrice A l’est.

(c) On suppose f2 diagonalisable et f inversible.. Montrer que f est diagonalisable.

(d) On suppose f2 diagonalisable et Ker(/) = Ker(/2). Montrer à nouveau que f
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Solution

(a) Supposons f diagonalisable et introduisons e = (ei,..., en) une base de E formée 
de vecteurs propres de /. La matrice de f dans cette base est

avec Ai,..., An les valeurs propres de f respectivement associées aux vecteurs ei,...,en. 
La matrice de /2 dans la base e est alors

2. Cette étude reprend dans le cadre vectoriel celle du sujet 7 p. 136.
3. La matrice A est choisie triangulaire non diagonale avec des coefficients diagonaux identiques afin 

qu’elle ne soit pas diagonalisable. Au surplus, cette matrice est choisie non inversible car les questions 
de la suite du sujet soulignent que si f est inversible, la diagonalisabilité de /2 entraîne celle de f.

et donc f2 est diagonalisable1. De plus, les matrices D et D2 ont le même rang cardes 
éventuels zéros figurant sur la diagonale d’une matrice figurent aux mêmes places sur la 
diagonale de l’autre. Ainsi, rg(/) = rg(/2) et, puisque l’inclusion de Ker(/) dans Ker(/2) 
est connue, on peut conclure2 Ker(/) = Ker(/2).

(b) L’endomorphisme de C  canoniquement associé à la matrice suivante convient2 3

Celui-ci n’est pas diagonalisable car 0 est sa seule valeur propre alors que ce n’est pas 
l’endomorphisme nul. Cependant, son carré est l’endomorphisme nul qui est diagonali
sable.

(c) Supposons f  diagonalisable.2

méthode
|| On forme un polynôme annulateur de f à partir du polynôme minimal de f2.

Soit P le polynôme minimal de f2. Celui-ci est scindé sur C et à racines simples car f2 
est diagonalisable. De plus, 0 n’est pas racine de P car 0 n’est pas valeur propre de f2 
puisque f, et donc aussi /2, est inversible. On peut alors écrire

1. Plus généralement, une base diagonalisant un endomorphisme f diagonalise aussi les polynômes 
en f.
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avec Ai,, Am des complexes deux à deux distincts et non nuis. L’égalité P(/1 2 * * *) = 0 
donne

1. Si l’on écrit A = |A| e10, les racines carrées complexes de A sont ô =
2. L’argumentation suivante est aussi possible. Par dérivation d’un produit Q1 est la somme des

2X (X2 — Afc) pour j allant de 1 à m. Une racine de Q annule l’un des facteurs X2 — A^ et donc
tous les termes de la somme donnant Q' sauf un : les polynômes Q et Q1 sont sans racines communes et
les racines de Q sont donc simples.

m

=0
k=l

et donc
m

q=ii(x2~m
fc=l

est un polynôme annulateur de f. Montrons que celui-ci est à racines simples.
Soit k G [l ; m]. Le complexe non nul Xk possèdent1 deux racines carrées distinctes 8 k 

et — 8k permettant d’écrire la factorisation

X2 — Xk = (X — 8k)(X + ôk) avec 8k / 0.

On a alors
m

Q = +
fc=l

Le polynôme Q est à racines simples2 car les 61,...,8m et les —<5i,..., — 8m sont deux à 
deux distincts puisque, s’ils ne sont pas opposés, ils sont de carrés distincts.

Finalement, f est diagonalisable.

(d) Supposons f2 diagonalisable et Ker(/) = Ker(/2). Introduisons de nouveau P 
le polynôme minimal de f2. Celui-ci est toujours à racines simples mais 0 peut en être 
racine. Si ce n’est pas le cas, on retrouve l’étude précédente où f est inversible. Sinon, 
on écrit

m

P = XjpX-Ak)
k=l

avec Ai,..., Am les valeurs propres non milles de f2. L’égalité P(/2) = 0 donne alors
m m

f2 ° n(^2 _ =f2 ° w)=°avec Q=jj(^2-Afc).
fc=i fc=i

Ainsi, on a Im(Q(/)) C Ker(/2). Or, par hypothèse, les noyaux de f et f2 sont égaux 
et donc Im(Q(/)) c Ker(/). Ceci donne la relation simplifiée f o Q(/) = 0.

Enfin, comme au-dessus, on introduit un complexe 8k de carré Xk et l’on peut affirmer 
que f est diagonalisable car annule le polynôme scindé sur C à racines simples suivant :

m

fc=l
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5.4.4 Théorème de Cayley-Hamilton

Exercice 21 * (Endomorphisme unipotent)
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension n 1. On 
suppose que f possède 1 pour seule valeur propre.
Justifier que l’endomorphisme f — Id# est nilpotent.

Solution

méthode
On calcule1 le polynôme caractéristique de f que l’on sait annulateur (Th. 5 
p. 199).

1. On peut aussi trigonaliser l’endomorphisme f et observer que f — Id# est alors figuré par une 
matrice triangulaire supérieure stricte.

Puisque 1 est la seule valeur propre de l’endomorphisme f, c’est aussi la seule racine 
de son polynôme caractéristique dans C. Or celui-ci est unitaire de degré n et est scindé 
sur C, il s’écrit Xf = (X — l)n. Le théorème de Cayley-Hamilton assure que ce polynôme 
annule f et donc (f — Id#)n = 0. L’endomorphisme f — Id# est nilpotent.

Exercice 22 **
Soit A, B, M trois matrices de telles que AM = MB avec M On.

(a) Montrer que pour tout P € C[X], on a P(A)M ■— MP (B).
(b) Montrer que A et B ont au moins une valeur propre en commun. I

Solution

(a) méthode
On vérifie l’identité pour P = Xk avec k € N avant de généraliser à tout 
polynôme.

Montrons par récurrence AkM = MBk pour tout k e N.
Lorsque k — 0, la relation AQM = MB0 se relit simplement M = M. Supposons la 

propriété vraie au rang k 0. Au rang suivant, on a

Ak+1M = A(AkM) = A(MBk) - (AM)Bk = (MB)Bk = MBk+1.

La récurrence est établie.
Considérons ensuite P un polynôme de C[X]. En introduisant ses coefficients on peut 

écrire
N

P = a0 + aiX + • • • + aNXN = ^akXk
k=0

et alors
N N

P(A)M = ^akAkM = '£akMBk = 
k=0 k=0
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(b) méthode
|| On considère le polynôme P = Xb qui est annulateur de B (Th. 9 p. 200).

Pour P = xb-, la relation P(A)M = MP(B) entraîne P(A)M = On. La matrice P(A) 
ne peut être inversible car sinon M = (P(A)} lP(A)M = On ce que le sujet exclut. 
On en déduit la nullité du déterminant de P {A). Or l’étude est menée dans le cadre des 
nombres complexes et le polynôme caractéristique de B peut donc s’écrire

1. Le résultat du sujet 53 p. 189 permet de proposer une alternative à la démarche suivie ici.
2. Le polynôme yy est unitaire, scindé et ses racines sont les Ai,..., Xm de multiplicités ai,..., am.
3. Voir sujet 9 p. 79 et sujet 12 p. 82.

n

P = - Ai)
i=l

avec Xi les valeurs propres de B comptées avec multiplicité. L’égalité det(F(4)) = 0 
donne alors

(n \ n

n - Ajn) = n det(x - w=°-
i=l / i=l

Par conséquent, il existe i € [1 ; n]] tel que det(A — AJn) = 0. Le scalaire Xi est alors 
valeur propre de A : les matrices A et B ont une valeur propre commune1.

Soit f un endomorphièniq4?ün éèpaee vèôforfelcoDiplexe B de dimension finie n > 1
vérifiant ar1; A-'■-' ,•• •«

rg(/ - ÿ^g)2 À 6 Sp£f)..

Montrer que f diagonalisâble. ,

Solution
Soit Ai,..., Xm les valeurs propres de f de multiplicités respectives ai,..., am- On 

peut écrire
m

k=l

car f est un endomorphisme d’un espace complexe et son polynôme caractéristique est 
donc scindé2 sur C. Ce polynôme est annulateur de f et les facteurs (X — Ajt)“fc sont 
deux à deux premiers entre eux. Le lemme de décomposition des noyaux donne alors

m

E = Ker(X/(/)) = © Ker(/ - AtIdÈ)“‘. (.)
fc=l

méthode
|| En dimension finie, un endomorphisme u tel que rg(u) = rg(u2) vérifie3 
|| aussi Ker(u) = Ker(u2) et donc Ker(u) = Ker(u2) = Ker(u3) = • • •.



222 Chapitre 5. Réduction Algébrique

Soit k G [[1 ; m] et u = f — À/Jdg. L’hypothèse d’étude donne rg(u) = rg(u2) ce qui 
permet d’affirmer Ker(u) = Ker(u2) = Ker(uQfc). L’égalité (*) devient alors

1. L’ensemble des matrices de trace nulle est un hyperplan car il s’agit du noyau de la trace qui est
une forme linéaire non nulle.

m
E= © Ker(/-AtId£)

fc=l

qui signifie que l’espace E est la somme directe des espaces propres de f : l’endomor
phisme f est diagonalisable.

5.4.5 Polynôme minimal

Exercice 24 *
Soit a un réel et L l’endomorphisme de Adn(R) (avec n 2) défini par

L(M) = aM + tr(M)In.

(a) Déterminer les éléments propres de L.
(b) En déduire le polynôme minimal de L.

Solution

(a) Si la matrice M est de trace nulle, on a L(M} — aM et inversement. Le réel a est 
donc valeur propre de L et le sous-espace propre associé est l’hyperplan1 des matrices 
de trace nulle.

Aussi, L(In) = (a + n)In et donc a + n est valeur propre de L associée au vecteur 
propre In. Puisque la somme des dimensions des espaces propres est inférieure à la di
mension de l’espace, il ne peut y avoir d’autres valeurs propres et l’espace propre associé 
à la valeur propre a + n est la droite vectorielle engendrée par In.

(b) méthode
Lorsqu’un endomorphisme est diagonalisable, son polynôme minimal est le 
produit des X — A avec A parcourant ses valeurs propres.

L’endomorphisme L est diagonalisable car la somme des dimensions de ses sous-espaces 
propres est égale à la dimension de .A4n(R). Le polynôme minimal de L est donc

nL = (X-a)(X-(a + n)).'

Exercice 25 **
Montrer que le polynôme minimal et le polynôme caractéristique d’une matrice réelle 
ont les mêmes facteurs irréductibles.

—,-------- ----------------- •> 1 >-----r-—„ .,.v,........... ........................ .......... ....... ........... .
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Solution
Soit A e A4n(R). Puisque le polynôme 11,4 divise le polynôme caractéristique xa, 

les facteurs irréductibles de Il ,4 se retrouvent dans xa- Inversement, considérons P un 
facteur irréductible de xa-

méthode
Les polynômes irréductibles réels sont les polynômes de degré 1 et ceux de 
degré 2 sans racines réelles.

Quitte à considérer un polynôme associé, on peut supposer le polynôme P unitaire.
Si le polynôme P est de degré 1, il s’écrit X — A auquel cas A est une racine de xa 

donc une valeur propre de A. Celle-ci est alors racine du polynôme minimal car celui-ci 
est annulateur de A. Ainsi, P = X — A est un facteur irréductible de Il a-

Si le polynôme P est de degré 2 sans racines réelles, il s’écrit (X — A)(X — A) avec A 
un nombre complexe non réel. Le nombre A est alors une valeur propre complexe de A 
et c’est donc une racine complexe du polynôme annulateur Dans la décomposition 
en facteurs irréductibles réels de 11,4, il existe un facteur irréductible Q G R[X] dont A 
est une racine complexe non réelle. Celui est nécessairement de degré 2 et A en est aussi 
racine. Ce facteur Q est donc associé à P et l’on peut affirmer que P divise I!^.

Exercice 26 **
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n 1.
Montrer que la multiplicité de A € K en tant que racine du polynôme minimal 
est le plus petit entier naturel p vérifiant

Ker(u - AIdE)p = Ker(u - AIdF)p+1. / ' :
.... .......

Solution
Notons a la multiplicité de A en tant que racine du polynôme minimal IIU. On peut 

écrire üu = (X — X)aQ avec Q un polynôme de K[X] vérifiant Q(A) 0.
Montrons par double inclusion l’égalité Ker(u — Aid#)" = Ker(u — AId£;)a+1, c’est-à- 

dire Ker(v“) = Ker(va+1) en introduisant l’endomorphisme v = u — Aid#.
L’inclusion Ker(v“) C Ker(va+1) est bien connue. Etudions l’inclusion réciproque.

méthode
On introduit1 une relation de Bézout exprimant que les polynômes X — A et Q 
sont premiers entre eux.

1. Il est aussi possible d’écrire Q — Q(A) + ai(X — A) + a,2(X — A)2 + • • ■ et montrer l’inclusion en
adaptant l’étude du sujet 11p. 209.

Les polynômes X — A et Q sont premiers entre eux car A n’est pas racine de Q. On 
peut donc introduire deux polynômes V et W de K[X] vérifiant

1 = V(X - A) + WQ.

On multiplie cette relation par (X — A)a pour écrire

(X - A)Q = V(X - A)a+1 + wnu.
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En évaluant cette identité en l’endomorphisme u, il vient

va = (u - AIdE)a = V(u) o(u — AIdE)a+1 + IV(u) o nu(u) = V(u) o uq+1.

Par conséquent1, Ker(ua+1) C Ker(v“).
En résumé, le plus petit entier p qui vérifie Ker(u — AIdE)p = Ker(u — AIdE)p+1 est 

inférieur à a car a vérifie ce type d’identité. Inversement, considérons le plus petit entier p 
tel que Ker(u — AIdE)p = Ker(u —AIdE)p+1, autrement dit, tel que Ker(vp) = Ker(vp+1).

méthode
Lorsque Ker(vp+1) = Ker(vp), on a aussi2 Ker(vp+fc) = Ker(t>p) pour tout 
k G N.

En particulier, Ker(vp) = Ker(v“). Montrons alors que (X —A)PQ est annulateur de u. 
L’égalité

nu(u) = (u - AIdE)a O Q(u) = Qe
donne Im(Q(w)) C Ker(u — AIdE)a et donc Im(Q(w)) c Ker(u — AIdE)p. On en déduit

(w - AIdE)p o Q(u) = 0E.

Le polynôme (X — X)PQ est donc annulateur de u et le polynôme minimal IIU le divise. 
On conclut p a puis p = a.

Exercice 27 ** |

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension finie n > 1. I 
On note Ai,...,Am les valeurs propres sans répétitions de u et O!i,...,am leurs 
multiplicités respectives. Montrer que, pour tout k e [1 ;m],

dimKer(u - AfeIdE)afc = a*. |

Solution
Avec les notations introduites, le polynôme caractéristique de u s’écrit

m

k=l

Par le théorème de Cayley-Hamilton, le polynôme caractéristique de u est annulateur 
de u. Les facteurs (X — Afc)Qfc étant deux à deux premiers entre eux, on peut appliquer 
le lemme des noyaux et écrire 3

m
E = Ker(xu(u)) = ® Ker(u - AfcIdE)afc.

k=l

1. Avec des notations entendues, si f = g o h, on a Ker(Zi) C Ker(/).
2. Voir sujet 12 p. 82.
3. Les espaces Ker(u — ^k^E)ak se nomment les sous-espaces caractéristiques de u.
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méthode
Le polynôme caractéristique de u peut être calculé par la matrice diagonale 
par blocs que l’on obtient lorsque l’on figure u dans une base adaptée à la 
décomposition en somme directe précédente.

Chaque espace Ker(u — AkIdg)Qfc est stable par u car u et (u — Afcld#)0* commutent. 
Dans une base adaptée à la décomposition en somme directe précédente, la matrice de u 
est diagonale par blocs et ses blocs diagonaux figurent les endomorphismes Uk induits 
par u sur les espaces Ker(u — Afcld#)0^. Autrement dit, la matrice de u dans cette base 
adaptée est de la forme

P1 (0)
M =

\ (0) Am 

avec Ak matrice représentant Uk- On peut alors calculer le polynôme caractéristique de u 
à l’aide des polynômes caractéristiques des endomorphismes induits Uk

m m

Au X.M XAfc | | Xttfc •
k—1 fc=l

Fixons ensuite un indice k E J1 ;m]. Le polynôme (X — Ak)ak annule l’endomorphisme 
induit Uk et donc A* est sa seule valeur propre. Le polynôme caractéristique de l’en
domorphisme Uk est scindé sur C et s’écrit donc (X — Ak)@k avec /3fc la dimension de 
l’espace Ker(u — AfcId^)Qfc.

Finalement,
m

X.=n<x - a‘)a •
fc=l

Par unicité de la décomposition d’un polynôme complexe en facteurs irréductibles, on 
conclut, pour tout k G [1 ; m],

dimKer(u - AfcIds)afc = (3k - otk.

Bcéfëiàë 2$*** ...........

Soit y, un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension finie non 
nulle de polyndine minimal IIU. . : ■

- 'Ex* Justifier l’existm^ d^wr irnique polynôme 1% yftffiaûtj

? \ : P(u)(x) Pi I P.

(b) Soit $ et y deux vecteurs de E. On suppose que Px et Py sont premiers entre 
eux/W^&Wînêr Px+y

(c) Sôit A une valeur propre de u et a. sa multiplicité dans le polynôme minimal ÏIU. 
Montrer l’éjdMtenee d’un. vecteur x G E tel que Px = (X — A)a. ■.

(d) Conclure qu’il existe un vecteur x de E tel que Px — ILU. I
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Solution

(a) Commençons par établir l’unicité du polynôme Px. Supposons Px et Qx deux 
polynômes solutions. Puisque Px se divise lui-même, on a Px(u)(x) = 0# et donc Qx 
divise Px. Un raisonnement symétrique donne que Px divise Qx et donc Px = Qx car ces

• deux polynômes sont unitaires. Montrons maintenant l’existence du polynôme Px.

méthode
On vérifie que l’ensemble des polynômes P tels que P(u)(a?) = 0e est un idéal 
de C[X] non réduit au polynôme nul.

Posons
/I = {PeC[X]|P(«)(a;) = 04.

La partie Ix est non vide et non réduite à l’élément nul car le polynôme minimal IIU 
lui appartient. Si P et Q sont deux éléments de Ix, le polynôme P + Q appartient à Ix 
car

(F + Q)(u)(;r) = P(u)(x) + Q(u)(ar) = 0e.
De plus, si R est un polynôme quelconque de C[X], le polynôme PR appartient aussi 
à Ix car

(FF)(w) = (F(w) o P(u))(x) = F(u)(P(u)(a;)) = F(u)(0e) = 0E.

Ainsi, Ix est un idéal de C[X] et il existe un polynôme Px € C[X] tel que Ix = FæC[X] 
(Th. 7 p. 39). Ce polynôme Px n’est pas nul car Ix n’est pas réduit au polynôme nul et, 
quitte à le multiplier par une constante bien choisie, on peut supposer Px unitaire.

(b) Montrons par double divisibilité que Px+y est le produit PxPy.
D’une part, par linéarité

(PxPy)(u)(x + y) = (PxPy)(u)(x) + (PæPy)^)^)
= (Py(u) O px(u))(x) + (Px(u) O Py(u))(y)
= Py(u)(PX(u)(x)) + Pæ(u)(Py(u)(î/)) = 0E

=0£; =Ojs
et donc Px+y divise PxPy.

D’autre part, en écrivant x = x + y — y, on a Px diviseur de Px+yP-y avec P_y = Py. 
Or Px est premier avec Py et le lemme de Gauss assure que Px divise Px+y. Un raison
nement symétrique donne que Py divise aussi Px+y. Enfin, les polynômes Px et Py sont 
premiers entre eux et l’on peut affirmer que leur produit PxPy divise encore Px+y-

On peut alors conclure Px+y = PxPy car ces deux polynômes sont unitaires et se 
divisent mutuellement.

(c) Par définition de o, le polynôme minimal üu s’écrit (X — X)aQ avec Q(A) 0.
Un vecteur tel que voulu est à chercher dans Ker(u — AId#)a. Soit x un vecteur 

de Ker(u — Aldgp. Le polynôme P — (X — A)Q vérifie P(u}{x) = 0# et donc Px le
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divise. Ainsi, le polynôme Px s’écrit (X — X)@x avec /3X a (l’entier (3X dépendant du 
choix de a;).

méthode
Par l’absurde, s’il n’existe pas de vecteurs x tels que &x — a, on contredit la 
minimalité1 du polynôme IIU.

1. Cette étude entre en résonance avec celle du sujet 26 p. 223.
2. On a même l’égalité car l’inclusion en sens inverse est toujours vraie.

Supposons que pour tout vecteur x de Ker(u — AIdjs)“ la valeur de j3x est strictement 
inférieure à a. On a donc ftx a — 1 et par conséquent (u — Ald#)"-1^) = O#. On 
dispose alors de l’inclusion 2

Ker(u - Aids)" C Ker(u - Aids)*-1.

Or IIu(u) = 0 donne Im(Q(u)) C Ker(u — Aid#)0 et donc Im(Q(u)) C Ker(u — AId^)Q-1. 
Ainsi, (X — X)a~1Q est annulateur de u. C’est absurde car le polynôme minimal IIU ne 
le divise pas !

Finalement, il existe un vecteur x dans E tel que Px = {X — A)a.

(d) Le polynôme minimal de u s’écrit dans C[X]
m 

n»=n<x - 
fc=l

avec Ai,, Am les racines sans répétitions de IIU (ce sont aussi les valeurs propres de u) 
et ou,..., am leur multiplicités respectives. L’étude qui précède assure l’existence pour 
tout k € [1 ; m]| d’un vecteur Xk pour lequel PXk = (X — Ak)afc. Ces polynômes étant deux 
à deux premiers entre eux, l’application répétée du résultat de la question (b) assure que 
le vecteur x = xi H- • • - + xm convient.

5.4.6 Applications

Exercice 2Ô *
Soit A la matrice donnée par

A-/1
A-\l v’

(a) Dét^mmer le polynôme minimal de la matrice A.
On étudie l’équation M2 — M == A d’inconnue M G Ma (K). |

(b) Justifier que les solutions de cette équation sont diagonalisables et déterminer 
les valeurs\proprfes possibles de: celles-ci.

(c) Déterminer lés matrices M solutions par l’introduction d’un polynôme annula
teur.
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Solution

(a) Le polynôme minimal IIx divise le polynôme caractéristique xa — X(X — 2), il 
possède les mêmes racines et est unitaire : Llyi = X  — 2X.2

(b) Soit M G A42(R) une matrice solution. L’égalité A  - 2A = A(A — 21?) = O2 
donne (M  - M)(M  - M - 2I2) = O2 et donc

2
2 2

1. Si Sp(M) = {0,1}, les valeurs propres de M2 — M sont toutes deux égales à 0 : on ne retrouve pas
les deux valeurs propres de A. Ceci explique pourquoi cette situation conduit à une incompatibilité.

P = (X2 - X) (X2 - X - 2) = X(X - 1)(X + 1)(X - 2)

est annulateur de M. Celui-ci est scindé sur R et à racines simples et la matrice M est 
donc diagonalisable. De plus, les valeurs propres possibles de M sont les racines de P, à 
savoir les nombres 0,1, —1 et 2.

(c) Soit M G A4 2 (R) une matrice solution. Celle-ci est diagonalisable et ses deux 
valeurs propres ne peuvent être égales. En effet, si la matrice diagonalisable M ne possède 
qu’une seule valeur propre A, celle-ci est semblable à AI2, donc égale à AI2, or cette 
dernière n’est pas solution de l’équation.

méthode
Si A et /z sont les deux valeurs propres de M alors {M — AI2XM — /ZI2) = O2 
car M est diagonalisable.

Cas : Sp(M) = {0,2}. On a conjointement M2 — 2M = O2 et l’équation M2 — M = A. 
On en déduit M = A en faisant la différence de ces deux relations.

Cas : Sp(M) = {0, -1}. On a M2 + M = O2 et M2 - M = A donc M = -|Æ
Cas : Sp(Af) = {0,1}. On a M2 — M = O2 et M2 — M = A ce qui est incompatible1.
Les cas Sp(M) = {1,-1}, Sp(M) = {1,2} et Sp(M) = {—1,2} sont analogues et 

conduisent respectivement à M = I2 — A, M = | A +12 et une incompatibilité.
Inversement, les matrices proposées sont solutions. On peut le vérifier par le calcul ou 

en reprenant le raisonnement en sens inverse : on détermine pour chaque cas les valeurs 
propres de M en fonction de celles de A ce qui propose un polynôme annulateur de M à 
partir duquel on retrouve l’équation M2 — M — A.

Exercice 30 **
Soit (un) une suite réelle vérifiant, pour tout n G N,

Wn+3 + 4un+2 + + 2un = 0.

Pour tout n G N, on pose Xn G A43j(R) la colonne de coefficients un,un+i,un+2-
(a) Déterminer une matrice A G A4s(R) telle que Xn+i = AXn.

(b) Exprimer un en fonction de uo, «i, u2 et n G N.
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Solution

(a) Pour tout n G N

(
Wn+l
Un+2

^n+3

1 o \ / un \ / 0 1 0
0 1 I I un+i I = AXn avec A — I 0 0 1
ô \Un+2 / \ 2 5 4

(b) Par récurrence, il vient Xn = AnXo pour tout n G N. Ceci invite au calcul de An.

méthode
|| On calcule An à partir d’un polynôme annulateur et d’une division euclidienne.

Après quelques calculs1, on obtient xa = (A + 1)2(X + 2) et l’on sait par le théorème 
de Cayley-Hamilton que ce polynôme est annulateur2 de A. Soit n G N. La division 
euclidienne de Xn par xa s’écrit

1. On pourra initier le calcul du polynôme caractéristique par la transformation Ci Ci — C2 + C3.
2. Il s’agit même de son polynôme minimal car la matrice A n’est pas diagonalisable (voir sujet 35 

p. 169).

Xn = xaQ + R avec R = aX2 + bX + c et a,b,c G R.

Pour rendre les calculs qui suivent plus simples, on exprime plutôt le reste R dans la base 
de Taylor formée des polynômes 1, (X + 1) et {X + l)2

R = a(X + l)2 + fi(X + 1) + 7 avec a, ^,7 G R.

On détermine ensuite a, fi et 7 en évaluant l’identité

X" = XaQ + a(X + l)2 + + 1) + 7 (*)

en —2, en —1 et en dérivant (*) avant d’évaluer à nouveau en —1. On forme ainsi le 
système

((*-£ + 7= (-2)n
< 7 = (~l)n
( fi = n(—l)n-1.

On en déduit

R = (—l)n(2n - n - 1)(X + l)2 + + 1) + (-l)n.

Enfin, en évaluant (*), en la matrice A

An = (-l)n(2n - n - 1)(A +13)2 + (—l)n-1n(A +13) + (-l)nI3.

Il suffit alors de calculer la première ligne de A + I3 et de (A +13)2 pour pouvoir expri
mer un en fonction de uq,Ui et U2 :

un = (—l)n((2n - 2n)u0 + (2n+1 - 3n - 2)tq + (2n - n - l)u2).
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Exercice 31 **
Soit u et v deux endomorphismes diagonalisables d’un espace vectoriel E de dimen
sion finie non nulle. Montrer que u et v commutent si, et seulement si, u et v sont 
simultanément1 diagonalisables.

1. Ceci signifie l’existence d’une base de diagonalisation commune aux endomorphismes u et v.
2. Voir sujet 13 p. 146.
3. Une conséquence de ce résultat est que les endomorphismes combinaisons linéaires de u et v sont 

d iagonalisables.

Solution

( <= ) Supposons qu’il existe une base e de l’espace E dans laquelle les endomor
phismes u et v sont figurés par des matrices diagonales Du et Dv. Les matrices diagonales 
commutent entre elles et donc DUDV — DVDU puis u o v = v o u : les endomorphismes u 
et v commutent.

( ==> ) Supposons que les endomorphismes u et v commutent.

méthode
Lorsque deux endomorphismes commutent, les sous-espaces propres de l’un 
sont stables 2 pour l’autre.

Notons Ai,...,Xm les valeurs propres deux à deux distinctes de l’endomorphisme u. 
Celui-ci étant diagonalisable, on sait

E — E\i (u) ® • • • ® E\m (u).

Pour tout k E [1 ; mj, l’espace propre Exk (u) est stable par v. L’endomorphisme v étant 
diagonalisable, l’endomorphisme qu’il induit sur l’espace Exk (u) est aussi diagonalisable 
(Th. 14 p. 202). On peut donc former une base ek = (e^,... , e£fc) de l’espace Exk(u) 
(avec ak la dimension de Exk(u)) constituée de vecteurs propres de v. Celle-ci est aussi 
constituée de vecteurs propres de u puisque les vecteurs non nuis de Exk (u) sont vecteurs 
propres associés à la valeur propre A&. Enfin, en considérant la famille obtenue en accolant 
les différentes bases e1,..., em, on constitue une base de E car E est la somme directe 
des espaces Exk(u). Cette base est formée de vecteurs propres communs à u et v, c’est 
une base de diagonalisation commune3.

Exercice 32 **
Soit u un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel complexe E de di
mension finie n 1. On étudie l’équation v2 = u d’inconnue v G £(E).

(a) Montrer qu’il existe au moins un endomorphisme v de E solution.
(b) Justifier que l’on peut déterminer une solution vq qui soit un polynôme en u.
” ------------------ -------------- '“■'"“V1---------------------------- > •    7—   
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Solution

(a) Soit e = (ei,..., en) une base de vecteurs propres de u. La matrice de u dans cette 
base est de la forme

Mi
D =

avec Ai,..., An les valeurs propres de u comptées avec multiplicité.

méthode
Il On détermine une solution en introduisant des racines carrées des nombres 
|| complexes Ai,..., An.

Soit j G [1 ;n]. Le complexe A? peut s’écrire Xj = |Aj|e16>Jr avec un argument 6j G R. 
Posons alors p,j — x/fÂJe1^/2 de sorte que /z2 = Xj. Enfin, considérons l’endomorphisme v 
figuré dans la base e par la matrice suivante

1. Pour réaliser cette interpolation, il importe que les points Ai,..., Am où l’on impose les valeurs 
du polynôme soient deux à deux distincts : c’est pour cette raison que l’on ne considère plus les valeurs 
propres comptées avec multiplicité de peur que, pour deux valeurs propres identiques, on impose des
racines carrées complexes différentes à cause du choix arbitraire de l’argument.

(Mi

(0) P”n)

Par construction, A vérifie A2 = D et l’on a donc v2 = u. L’endomorphisme v est solution 
de l’équation étudiée.

(b) méthode
On définit un polynôme interpolateur qui envoie les valeurs propres de u sur 
des racines carrées complexes de celles-ci.

Introduisons de nouveau Ai,..., Xm les valeurs propres de u, mais cette fois-ci sans répé
titions, quitte à introduire leurs multiplicités ai,..., am. Comme au-dessus, en considé
rant les modules et arguments des A&, on peut définir des /z*, complexes vérifiant /z2 = Xk- 
Par interpolation1 de Lagrange, on peut introduire un polynôme P tel que P(Xk) = /Zfc 
pour tout k G Considérons enfin l’endomorphisme vq = P(u). Dans une base
adaptée à la supplémentarité de ses sous-espaces propres, l’endomorphisme u est figuré 
par la matrice D suivante
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L’endomorphisme vq est alors représenté dans cette base par la matrice

/■f*(Ai)IQ1 (g) \ / (g) \
A = P(D) = =

\ (0) P(Am)IQm/ \ (0)

Comme au-dessus, on a par construction A2 = D et donc Vq = u. Ainsi, uo est une 
solution de l’équation qui a la particularité d’être un polynôme en u.

Exercice 33 ***
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E de dimension finie non nulle.
Montrer qu’il existe une droite vectorielle ou un plan vectoriel stable par u.

'"A '11 > j u,. i .i "2 i  . 

1. En fait, P est un plan car x n’est pas vecteur propre de u puisque P est un polynôme sans racines
réelles annulateur de l’endomorphisme induit par u sur Ker(F(u)).

Solution

méthode
On détermine un polynôme irréductible réel P tel que Ker(P(u)) n’est pas 
réduit au vecteur nul.

Le polynôme caractéristique de u peut s’écrire Xu = P1P2 • • • Pm avec Pi,p2, - ■ •, Pm 
une liste pouvant comporter des répétitions de polynômes irréductibles unitaires de R[X]. 
Puisque Xu(u) — Pi(u) o • • • oPm(u) = 0, les endomorphismes Pfc(u) ne peuvent être tous 
injectifs. Il existe donc au moins un indice k € [1 ; m]| tel que Ker(Pfc(u)) n’est pas réduit 
au vecteur nul. Introduisons alors x un vecteur non nul de ce noyau et discutons selon le 
degré du polynôme irréductible Pfc.

Si le polynôme Pfc est de degré 1, il s’écrit Pfc = X — A. Dans ce cas, x est vecteur 
propre de u associé à la valeur propre A et la droite D = Vect(x) est stable par u.

Si le polynôme Pfc est de degré 2, il s’écrit Pfc — X2 + (J.X + u avec /12 — 4z/ < 0. Le 
vecteur x vérifie alors u2(rr) + p,u(x) + vx — 0# et donc u2(æ) appartient au sous-espace 
vectoriel P — Vect(æ, u(æ)). Ce dernier est alors stable par u car l’image par u d’une 
combinaison linéaire de x et u(x) est une combinaison linéaire de u(x) et u2(æ), c’est donc 
un élément de P. Enfin, la dimension de P est inférieure1 à 2 et cela suffit à affirmer 
l’existence d’une droite ou d’un plan stable par u.

5.5 Exercices d’approfondissement

Exercice 34 *
Soit A une matrice carrée de taille 2 à coefficients entiers. On suppose que An = I2 
pour une certaine valeur de n e N*. Montrer que A12 = I2.
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Solution

méthode
Les valeurs propres de A sont des racines de l’unité dont la somme est un 
entier.

La matrice A est diagonalisable dans A42 (G) car annule le polynôme Xn — 1 qui est 
scindé sur C à racines simples. De plus, les valeurs propres de A sont racines de ce 
polynôme, ce sont des racines de l’unité.

Si les deux valeurs propres de A sont réelles, ce ne peuvent être que 1 et —1. Les 
spectres de A possibles sont alors

{1}, {-1} et {1,-1}. (*)

Si A possède une valeur propre À complexe non réelle, A est aussi valeur propre de A 
car la matrice A est à coefficients réels. La trace de A vaut alors A + A = 2 Re A et c’est 
un entier car A est à coefficients entiers. Puisque A est une racine de l’unité non réelle, 
on a |Re(A)| < 1 et donc tr(A) G [[—1 ; 1]|. Aussi, le déterminant de A vaut AA = |A|1 2 = 1 
et, selon la valeur de la trace de A, les polynômes caractéristiques1 de A possibles sont

1. Le polynôme caractéristique d’une matrice carrée A de taille 2 est X2 — tr(A)X + det(A).
2. La valeur 12 correspond au PPCM des ordres dans (U, x) des valeurs propres possibles.
3. Lorsque A — 0, l’équation étudiée peut ne pas avoir de solutions, voir sujet 49 p. 185.

X2-X + l, X2 + l, et X2 + X + l.

Les spectres de A respectifs sont alors

{i, — i}, et (**)

Dans tous les cas listés dans (*) et (**), les valeurs propres A vérifient2 A12 = 1. Il 
suffit alors de diagonaliser la matrice A dans A42(C) pour vérifier A12 = I2.

Exercice 35 *
Soit E un espace vectoriel complexé’dêM&iWsionfinie fr > 1.

(a) Montrer qu’il existe un polynôme réel vérifiant vT+x = Pn(x) + O(xn) 
quand le réel a; tend vers 0.

(b) Établir que Xn divise alors le 1.

(c) Soit f un endomorphisme de E nilpotent- Montrer qu’il existe un endomor
phisme g de E vérifiant g  = Id# + f.2

(d) Soit maintenant f un endomorphisme de E ne possédant qu’une seule valeur 
propre A non nulle . Montrer qu’il existe un endomorphisme g de E vérifiant g  — f.3 2
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Solution

(a) méthode
|| On écrit un développement limité de + x quand x tend vers 0.

La fonction x y/1 + x est de classe C°° sur l’intervalle ] — 1 ; +oo[ contenant 0. Elle 
admet donc un développement limité à tout ordre en 0. En particulier, un développement 
limité à l’ordre n donne l’écriture1

y/1 + z = ao+aiæ +---- 1-an_ixn~1 4- anxn + o(xnYX—>0 v S x
= Pn(æ) =O(æ")

Ceci détermine un polynôme réel Pn de degré inférieur à n — 1 convenable.

(b) Par élévation au carrée

p2(z)æ=Jx/ÎTïï+O(<))2 = l+æ + 2yT+^ x O(xn)+O(xnf

=O(xn)

et donc
P^-z-læ^O^).

méthode
|| On introduit a la multiplicité de 0 en tant que racine de P^ — X — 1.

On peut écrire P% — X — 1 = XaQ avec Q(0) 0 et donc

xaQ(x\ — O(xn) puis xa~nQ(x) = 0(1).
x—>0 v 7 x-^0

x^0

Nécessairement a — n 0 car sinon la fonction en premier membre n’est pas bornée au 
voisinage de 0. On peut alors affirmer que 0 est racine de multiplicité au moins n du 
polynôme P^ — X — 1 et donc que Xn divise celui-ci.

(c) Puisque f est un endomorphisme nilpotent d’un espace de dimension n, on sait 
que fn =0. Le polynôme Xn annule alors f et donc annule aussi P% — X — 1 qui est un 
multiple de Xn. L’endomorphisme g .= Pn{f) vérifie alors

92 = p£(f) = f + idE.

(d) Puisque E est un espace vectoriel complexe, on peut affirmer que le polynôme 
caractéristique de f est scindé. Or A est sa seule racine et donc Xf — (X — A)n. En vertu 
du théorème de Cayley-Hamilton, on a alors

(/ - AIdB)n = 0.

1. Pour la suite de l’étude, il n’est pas nécessaire d’exprimer exactement les coefficients
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Introduisons ensuite un complexe1 /z G C* vérifiant /z2 * = À et l’endomorphisme

1. En écrivant A = |A| e10, le nombre /z = ^/lAje10/2 convient.
2. Autrement dit, il existe une matrice P & GLn(R) telle que P"1 MP est diagonale pour toute

matrice M de G.

c/ = /zPn(7i) avec /i = ^(/- AIdE) = À/- Id£.
/Z2 /Z2

Puisque l’endomorphisme h est nilpotent, les calculs de la question précédente permettent 
de conclure

g2 = [j?P2 (h) = g,2 (h + IdE) = f.

Exercice 36 **
Soit G un sous-groupe de (GLn(R), x) tel que M2 = In pour tout M e G.

(a) Montrer que le groupe G est commutatif.
(b) Etablir que les éléments de G sont simultanément  diagonalisables.2
(c) En déduire Card(G) < 2n.
(d) Application : Montrer que (GLn(R), x) et (GLm(R), x) sont isomorphes si, et 

seulement si, n = m.

Solution

(a) Pour tout élément A de G, on a A"  = A car A  = ITC. Pour tous A et B dans G, 
on a AB G G donc

1 2

AB = (AB)"1 = B^A'1 = B A.

Le groupe G est commutatif.

(b) Les éléments de G annulent le polynôme X  — 1 = (X — 1)(A 4-1) qui est scindé 
à racines simples. Les matrices appartenant à G sont donc diagonalisables et seules 1 
et —1 peuvent en être valeurs propres.

2

Montrons par récurrence forte sur la taille n 1 des matrices l’existence d’une même 
matrice P inversible de taille n les diagonalisant toutes.

Pour n = 1, il n’y a rien à démontrer.
Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 1. Soit G un sous-groupe de GLn(R)

dont tous les éléments M vérifient M2 = In. S’il n’existe pas d’autres éléments dans G 
que In et —In, la propriété est acquise. Sinon, il existe un élément A G G différent de In 
et de — ïn. Pour cette matrice 1 et —1 sont valeurs propres.

méthode
On traduit matriciellement que les sous-espaces propres associés aux valeurs 
propres 1 et —1 de A sont stables par tous les éléments de G.
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Puisque A2 = In, la matrice A est semblable à une matrice diagonale où figurent sur 
la diagonale ses valeurs propres 1 et —1. Il existe donc une matrice inversible P vérifiant

1. Un calcul par blocs assure que l’application M Mi est un morphisme du groupe (G, x) vers le
groupe (GLr(ÏÏC), x) et Gr est l’image de ce morphisme donc un sous-groupe. Il en est de même pour G".

P~lAP = avec r G [l;n- 1J.

Soit M un élément de G. On peut écrire par blocs

P~1MP= \M3
m2\
m4)

avec Mi et M4 des matrices carrées de tailles respectives r et n — r.
Puisque A et M commutent, les matrices P-1 AP et P~rMP commutent ce qui en

traîne la nullité des blocs M2 et M3. De plus, sachant M2 = In, on a aussi M2 = Ir 
et M2 = ln—r- Les ensembles G' et G" constitués respectivement des matrices Mi et M4 
obtenues lorsque M parcourt G sont alors des sous-groupes1 de respectivement GLr(R) 
et GLn_r(R), dont les éléments sont de carrés égaux à la matrice identité. Par hypothèse 
de récurrence, il existe Q' matrice inversible de taille r telle que Q'~lM'Q' est diagonale 
pour toute matrice M' dans G'. Il existe aussi Q" matrice inversible de taille n — r telle 
que l’on dispose d’une propriété analogue pour les matrices M” de G". Posons alors

0

Q") inversible et d’inverse

Pour tout M G G, un calcul par blocs assure que (PQ) XM(PQ) est diagonale : les 
matrices de G sont toutes diagonalisables par la matrice de passage PQ.

La récurrence est établie.

(c) Par une même matrice de passage, les matrices appartenant à G sont semblables 
à des matrices diagonales dont les coefficients diagonaux ne peuvent être que 1 et —1. Il 
n’existe que 2n matrices de ce type dans jMn(R), on en déduit Card(G) 2n.

(d) Supposons qu’il existe un isomorphisme de (GLn(R), x) vers (GLm(R), x). Consi
dérons l’ensemble G formé des matrices diagonales M de jMn(R) vérifiant M  = In. 
L’ensemble G est un sous-groupe de GLn(R) de cardinal exactement 2n. Par l’isomor
phisme l’ensemble G' = <p(G) est un sous-groupe de GLm(R) dont tous les éléments 
sont de carrés égaux à l’identité car, pour tout M G G,

2

V>(M)2 = V(M2) = 95(I„) = I„.

Par l’étude qui précède, on peut affirmer 2n — Card(G/) 2m. On en déduit n C m. 
Un raisonnement symétrique donne l’inégalité complémentaire et donc n = m.

Réciproquement, si n = m, les deux groupes sont évidemment isomorphes.
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Exercice 37 ***
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension n 1. 
On note Ai,...,Xm les valeurs propres sans répétitions de u et ai,...,am leurs 
multiplicités respectives. On suppose que les sous-espaces propres de u sont tous de 
dimension 1.

(a) Soit k G [1 ; mj. Montrer que, pour tout p G [1 ; <Xfc]|, le noyau de (u — Xkld.E)p 
est de dimension p.

(b) ^oit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Montrer qu’il existe un 
polynôme unitaire Q de C[X] tel que F = Ker(Q(u)).

(c) Combien l’endomorphisme u possède-t-il de sous-espaces vectoriels stables ?

Solution

(a) méthode
Si u et u sont deux endomorphismes de E, on sait1

1. Voir sujet 15 p. 85.

dimKer(u o u) < dimKer(îz) 4- dimKer(u).

Par la propriété ci-dessus, on montre pour tout p G N

dimKer(u — AfcIdJe)p+1 dimKer(u — Afclds)p + dimKer(u — Afeld^). (*)

Une récurrence facile donne alors -1

dimKer(u — Aklds)p < p.

Le polynôme caractéristique de u est scindé sur C et s’écrit
m

xu=n(*-**)“*•
k—1

Par le théorème de Cayley-Hamilton, ce polynôme est annulateur de u. Les facteurs 
(X — Xh)ak étant deux à deux premiers entre eux, on peut appliquer le lemme des noyaux 
et écrire

m
E= ® Ker(u-AfcId£)afe.

On a donc 
m

dimE = dimKer(u — A^Id#)0^

mais aussi m
dim E = deg(xJ -

k=i
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On en déduit1 que, pour tout k G [1 ; m],

1. Cette propriété est aussi établie de façon générale dans le sujet 27 p. 224.

dimKer(u — Afcld£)“fc = ak-

De plus, la comparaison (*) entraîne alors

dim Ker(u — A^Id#)*7 = p pour tout p G fl ; Qfc].

(b) Soit F un sous-espace vectoriel stable par u. On peut introduire u' l’endomor
phisme induit par u sur F. Le polynôme caractéristique Q de u' divise Xu et peut donc 
s’écrire

m

Q = H (X - ^k)0k avec (3k G [0 ; a a, J pour tout k G [1 ; m]].
k=l

De plus, le théorème de Cayley-Hamilton assure que le polynôme Q annule u' et donc

F C Ker(Q(u)).

Or le lemme de décomposition des noyaux donne

m
Ker(Q(u)) = © Ker(u - AjJds)^

k=l

et l’étude de la question précédente assure alors

m

dimKer(Q(w)) = ~ deg(Q) = dim F.
k=l

Par inclusion et égalité des dimensions, on conclut Ker(Q(u)) = F.

(c) L’étude qui précède assure que les sous-espaces stables par u sont de la forme

m
F = © Ker(w - AfeIdF)^fc 

fc=i

avec, pour tout k G [1 ; mj, /3k G [0 ; a/J qui s’identifié à la multiplicité de Ak pour 
l’endomorphisme induit par u sur F. Inversement, un tel espace est stable par u et l’on 
peut définir une correspondance bijective entre les sous-espaces vectoriels F stables par u 
et les éléments

(Æi,- • -,Ân) G [0 ; ai] x • • • x [0;aTO].

Il y a donc exactement (ai + 1)... (am + 1) sous-espaces vectoriels stables par u.
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Exercice 38 *** (Décomposition de Dunford)
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie non nulle dont le 
polynôme caractéristique est scindé. On souhaite établir l’existence et l’unicité d’un 
couple (d, n) d’endomorphismes de E avec d diagonalisable et n nilpotent vérifiant

u~ d + n et don = no d.

On note Ai,...,Am les valeurs propres sans répétitions de u et leurs
multiplicités respectives.

(a) Justifier
E = 0 KerCu-AfcldE)^.

k=l

Etablir que les projecteurs1 Pk associés à cette écriture sont des polynômes en u.

1. L’endomorphisme Pk est la projection sur Ker(u — Afcld#)0'' parallèlement à la somme directe des 
autres noyaux.

2. Les espaces correspondent aux sous-espaces caractéristiques de u.

(b) On pose d = Aipi H------ F Xmpm et nA== u — d. Vérifier que le couple (d, n) est
solution du problème posé.

(c) Montrer que c’est le seul couple possible.

Solution

(a) Le polynôme caractéristique de u s’écrit

m

k—1

Par le théorème de Cayley-Hamilton, Xu est annulateur de u et les facteurs {X — Xk)Qk 
étant deux à deux premiers entre eux, on peut appliquer le lemme des noyaux pour écrire 
la décomposition en somme directe

m
E = ® Fk avec Fk = Ker(u — A/Jd#)0^. 

fc=i

Etudions la projection pk sur l’espace 2 Fk parallèlement à l’espace Gk égal à la somme 
directe des Fj pour j k.

E = Fk®Gk avec Gk = ® Ker(u — Add#)^.

Par le lemme de décomposition des noyaux, on a aussi

= Ker(Q(u)) avec Q= JJ (X - Aj)a<

j/fc
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méthode
On exprime que Q et (X — Afc)Qfc sont premiers entre eux par une relation de 
Bézout.

Puisque Afc n’est pas racine de Q, les polynômes Q et (X — Afc)Qfc sont premiers entre 
eux. On peut alors introduire deux polynômes V et W tels que

1 = VQ+ W(X — Xky*k.

En évaluant cette identité en u, on obtient

Id£ = V(u) o Q(«) + IT(u) o (u - Afcldg)^.
=P =<7

Pour x G E, posons a = p{x) et b — q(x) de sorte que x — a + b. Les vecteurs a et b sont 
respectivement éléments de Fk et de Gk car

(u - Afc.Id^)0* (a) = (V(u) o %u(u))(x) = 0# et Q(u)(h) = (W(u) o xu(«))(x) = 0F.

Ainsi, p est la projection sur Fk parallèlement à Gk, c’est donc l’endomorphisme pk. 
Enfin, par construction, celui-ci se révèle être un polynôme en u.

(b) L’endomorphisme d est diagonalisable car toute base de E adaptée à la décompo
sition E = Fi ® ® Fm est formée de vecteurs propres  de d. L’endomorphisme d est un1

1. Les espaces correspondent aux sous-espaces propres de d.

polynôme en u car combinaison linéaire de polynômes en u. Par conséquent, d commute 
avec u et aussi avec n = u — d qui encore un polynôme en u. On a évidemment u = n + d 
et il ne reste plus qu’à vérifier que l’endomorphisme n est nilpotent.

Soit k € [1 ;m]|. L’espace Fk est stable par n car c’est le noyau d’un endomorphisme 
qui commute avec n. Or pour tout x € Fk

n(x) = u(x) — d(x) = u(x} — Xkx = (u — A^Id^X#)

et donc

nak {x) = nafc-1 ((u - AfcIds)(x)) = nak~2 ((u - AfeIds)2(x))
€Ffc

= • • • = (u — Afclds)afc (x) = 0e-
En posant a = max(ai,..., am), on a alors na(x) = 0# pour tous les vecteurs x des 

espaces Fk et donc, par linéarité, pour tout x E E : l’endomorphisme n est nilpotent.

(c) Soit (d' .n') un autre couple solution du problème posé.

méthode
|| On montre que l’endomorphisme d — d'est diagonalisable et nilpotent.
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L’endomorphisme d'commute avec n' donc avec u = d' + n' et encore avec d qui est 
un polynôme en u. Or les endomorphismes d et d' sont diagonalisables, ils sont donc 
simultanément diagonalisables1. En particulier, d — d'est diagonalisable.

1. Voir sujet 31 p. 230.

Parallèlement, l’endomorphisme n' commute avec u et donc aussi avec n qui est un 
polynôme en u. Or ces deux endomorphismes sont nilpotents. En posant a et a' les 
indices de nilpotence de n et n', la formule du binôme donne

= 0.
Ainsi, n1 — n est nilpotent.

Finalement, l’endomorphisme d — d', qui est aussi n' — n, est à la fois diagonalisable et 
nilpotent : c’est l’endomorphisme nul. On conclut l’unicité (d'.n1') = (d, n).



CHAPITRE 6

Compléments sur les espaces préhilbertiens

E désigne un espace vectoriel réel quelconque et n un entier naturel non nul.

6.1 Quelques rappels

Un produit scalaire1 sur un espace vectoriel réel E est une forme bilinéaire symétrique 
définie positive communément notée ( • | • ) ou ( •, • ).

1. On renvoie le lecteur à l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI pour le détails des 
notions qui suivent.

2. Voir sujet 2 du chapitre 11 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI.

Avec des notations entendues, le produit scalaire canonique sur ]Rn est défini par

(x\y) = xxyx H------ Vxnyn

et le produit scalaire canonique sur _Mn,i(®0 par la relation

(A, Y) = lXY = H------ F xnyn.

Plus généralement, on définit le produit scalaire canonique sur «A4n,p(K) en posant2

72 P
(A, B) = tr( AB) —

î=i j=i
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Lorsque l’on convient qu’un espace E est muni d’un produit scalaire ( • | • ), on dit qu’il 
s’agit d’un espace préhilbertien réel. Celui-ci est alors normé par la norme euclidienne 
donnée par 

||z|| = y(x|x) pour tout x E E.
Rappelons l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

| (a 16)| ||a|| H&ll pour tous a et b vecteurs de E

avec égalité si, et seulement si, a et b sont colinéaires.

Des vecteurs x et y d’un espace préhilbertien réel sont dits orthogonaux lorsque (x | y) = 0. 
Une famille de vecteurs est qualifiée à.' orthogonale si elle est constituée de vecteurs deux 
à deux orthogonaux. Elle est dite orthonormale si les vecteurs sont de plus unitaires. Une 
telle famille est assurément libre1.

1. Plus généralement, une famille orthogonale ne comportant pas le vecteur nul est libre.

Le théorème de Pythagore affirme que si e = (ei,..., en) est une famille orthogonale de 
vecteurs de E,

i=l i=l

Si A désigne une partie d’un espace préhilbertien E, l’espace A1- réunit les vecteurs de E 
qui sont orthogonaux à tous les vecteurs de A :

A1 = {a; € E | Va E A, (a|ar) = 0}.

Un espace euclidien est un espace préhilbertien de dimension finie. Un tel espace pos
sède une base orthonormale. Les coordonnées a?i,... ,xn d’un vecteur x dans une base 
orthonormale (ei,..., en) sont données par

Xk ~ (e-k | pour tout k E [1 ; nj.

Si o:i,..., xn et 7/i,..., yn sont les coordonnées de vecteurs x et y dans une base ortho
normale, on a

(z|t/) = xiyi -I------ \-xnyn et ||z||2 = x^ -I------ l-x2n.

Si X et Y sont les colonnes des coordonnées des vecteurs x et y, on a aussi

(x\y) = tXY et ||z||2 = *XX.

6.2 Compléments

6.2.1 Représentation d’une forme linéaire
Soit E un espace euclidien. Pour tout vecteur a de E, l’application <pa : E —> R définie 
par (pa (x) — (a | x) est une forme linéaire sur E. Le résultat qui suit assure que les formes 
linéaires sur E sont toutes de ce type :
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Théorème 1
Si 92 est une forme linéaire sur un espace euclidien E, il existe un unique vecteur a 
de E vérifiant 92 = ipa, c’est-à-dire <p(x) — (a|x) pour tout x E E.

Si e — (ei,..., en) désigne une base orthonormale de E, le vecteur a est déterminé par

n n
a = | a)ek =

k=l k=l

Lorsque 92 n’est pas nulle, a est vecteur normal à l’hyperplan H = Ker(ç?).

6.2.2 Somme directe orthogonale
Soit E un espace préhilbertien.
Définition

On dit que deux sous-espaces F et G de E sont orthogonaux lorsqu’ils sont formés 
de vecteurs deux à deux orthogonaux, c’est-à-dire si (x | y) = 0 pour tout x e F et 
tout x € G.

L’orthogonalité des sous-espaces vectoriels F et G signifie l’inclusion1 F C G3-.

1. Ou, et c’est équivalent, G C Fx.

Théorème 2
Si Fi,..., Fm sont des sous-espaces vectoriels de. B. deux à. deux orthogonaux, ils 
sont en somme directe. '/ ' / 

Définition
Lorsque les sous-espaces vectoriels Fy,..., Fm sont deux à deux orthogonaux, on dit 
que leur somme Fy +---- F Fm est directe orthogonale. Celle-ci peut être notée

Fi ©± • • • Fm.

Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E, F1- est un supplémentaire de F 
dans E. En particulier,

dim Fr — dim E — dim F.

Plus généralement :

Théorème 3
Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien E, 
l’espace Fx est un supplémentaire de F dans E.k . . . .... .. ■ . ■ , ,, ...... , ,■ : .. ..................—     ■ ....... ■■■■.,—— ,,

On dit alors que F1- est le supplémentaire orthogonal de F.
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6.2.3 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien E de dimen
sion quelconque1. On peut écrire F ©-1- = E.

1. La notion de projection orthogonale a déjà été présentée en première année dans les espaces eucli
diens. On l’étend ici aux espaces préhilbertiens de dimensions infinies.

Définition
|| On appelle projection orthogonale sur F la projection pp sur F parallèlement à F±.

Si x est un vecteur de E, Pf(x) se nomme le projeté orthogonal de x sur F.

Théorème 4
Soit x un vecteur de E. Pour tout vecteur y de F 

avec égalité si, et seulement si, y = pp(x).

En particulier,

y&F

La détermination du projeté orthogonal d’un vec
teur permet de calculer sa distance au sous-espace 
vectoriel.

Théorème 5
Si (ei,..., er) est une base orthonormale de F, 

r
Pf(x) = ^(efc | x)ek pour tout x e E. 

k=i
l_____________________ _______ ___________.

Le théorème de Pythagore donne alors :

Théorème 6 (Inégalité de Bessel)
Si (ei,..., er) est une famille orthonormale de vecteurs de E, 

r
J2(efc|a;)2X ||æ||2 pour tout x € E. 
k=i

Si (en)n€N est une famille orthonormale de vecteurs d’un espace préhilbertien E de 
dimension infinie alors, pour tout x^E, la série numérique ^2(en |a;)2 converge et

+oo
sC ||z||2.

n=0
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La suite ((en |^))neN est donc de carré sommable.

6.2.4 Suite orthonormale totale de vecteurs
Soit E un espace préhilbertien de dimension infinie.
Définition

On dit qu’une suite (en)nGN de vecteurs de E est totale si l’espace vectoriel qu’elle 
engendre est une partie dense de E, autrement dit, si

Vect{en | n G N} = E.
Lorsque l’on introduit les espaces Fn = Vect(eo,..., en), on a alors, pour tout x de E, 

d(x, Fn)-------- > 0.n—>4-oo

Théorème 7
Si (en)n€N une suite totale d’éléments de E alors, pour tout x G E,

Pti(x)—--- > x c’est-à-dire l|pn(x) — æll-------- > 0n—>-Foo h n >4-00

avec pn la projection orthogonale sur l’espace Fn — Vect(eo,..., en).
... — ___ . ■ - • .• ..  •  :_/'?••• . • . • _______ . ..  ___________________' ------ ~ ——• J

Si (en)nGN est une suite orthonormale totale d’éléments de E alors1, pour tout x G E,
4-oo

(^n | 
n=0

6.3 Exercices d’apprentissage

Exercice 1
On note E — R[X] et l’on considère l’application ip : E x E —> R donnée par

,, /■+<» 
<p(P,Q~) = J>(t)e(i)e-‘dt.

Jo

(a) Montrer que définit un produit scalaire sur E.

(b) Pour p, q G N, calculer X9).

(c) Orthonormaliser parle procédé de Schmidt la famille (1,X,X2\

(d) Calculer
f+°° 2inf / (t3 — (at2 +bt + c)) di.

(a,b,C)6R3j0 v v 77

1. La convergence de la série a lieu pour la norme euclidienne.
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Solution

(a) méthode
On vérifie que l’application 92 est bien définie en constatant la convergence de 
l’intégrale donnant <p(P, Q).

Soit P,Q € E. La fonction f z t P^Q^e-* est définie et continue par morceaux 
sur [0; +oo[. Elle est négligeable devant 1/t2 quand t tend vers +00 car

1. Les calculs sont détaillés dans le sujet 17 du chapitre 2 de l’ouvrage Exercices d'analyse MP.

t2f(t) = ^P^Q^e^-------- > 0t—»+oo

puisqu’une fonction polynomiale est négligeable devant t i-> e-* en +00. La fonction f 
est donc intégrable sur [0 ; +oo[ et l’intégrale définissant <p(P, Q) est convergente. L’ap
plication 92 est donc bien définie de E x E vers R.

méthode
|| On vérifie que la forme 92 est bilinéaire, symétrique et définie positive.

Soit A, fJL E R et P, Q, R E E.
On vérifie sans peine la symétrie 92 (P, Q} = tp(Q, P)- Avec convergence de chacune des 

intégrales écrites, on a aussi
/»4~oo /»4~oo /*4-oo
/ P(t)(AQ(f)+juP(i))d£ = A / P(t)Q(t)dt + /z / P(t)P(i)dt

Jo Jo Jo

et donc <p(P,XQ + /zP) — Xp(P,Q) + n<p(P,R). On en déduit que 92 est linéaire en sa 
deuxième variable et donc bilinéaire par symétrie.

Il reste à montrer qu’elle est définie positive. Par positivité de l’intégrale, on a
p 4-oq

9?(P,P) = / P(i)2e-t dt 0.
Jo '---- v---- '

>0

De plus, si 9?(P, P) = 0, on obtient une intégrale nulle d’une fonction continue et positive 
qui est donc la fonction nulle : P(i)2e-t = 0 pour tout t E [0 ; +oo[. On en déduit que le 
polynôme P admet une infinité de racines, c’est le polynôme nul.

Finalement, 92 est un produit scalaire sur E.

(b) Pour n E N, posons
r4-oo

In = / tne~t dt
Jo

de sorte que <p(Xp,Xq>) = IP+q. Par une intégration par parties généralisée1, on a pour
tout n 1

4-oo -|-oo r4~oo
-tne"* +n /

L Jo Jo
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Ainsi, In = nln-i et, sachant 7q = L on conclut In — n\ puis 

<p(X»,X’) =(? + <,)!

(c) La famille (1, X, X1 2) est libre, il est donc licite de l’orthonormaliser par le procédé 
de Schmidt

1. La démarche est présentée dans le sujet 3 du chapitre 11 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de 
probabilités MPSI.

2. Pour calculer la norme de Q2, il est intéressant de remarquer (Q2 | Q2) =■ (Q2 | ce qui allège 
considérablement les calculs.

3. L’élévation au carrée est une bijection croissante sur R+ : dans la deuxième égalité, la borne
inférieure du carré est le carré de la borne inférieure car les quantités engagées sont positives.

On pose Po = 1 puis Pi = X + APq avec A tel que (Pq | Pi) = 0. On résout l’équa
tion 1 + A = 0 et donc Pi = X — 1. On pose ensuite P2 = X2 + APo + /zPi avec A et p, 
tels que (Po | P2) = 0 et (Pi | P2) = 0. On résout alors les deux équations 2 A = 0 
et 4 + p = 0 ce qui donne P2 = X2 — 4X + 2. Enfin, on divise chaque polynôme par sa 
norme2 pour former la famille orthonormale (Qo)Qi>Q2) cherchée :

Qo = 1, Qi=X-l et Q2 = ^X2-4X+ 2).

(d) méthode
La borne inférieure cherchée est liée à la distance de X3 * à l’espace R 2 [A-] pour 
la norme euclidienne associée au produit scalaire <p.

Pour (a, b, c) G R3, on remarque

+ bt + c))2 dt = ||X3 - (aX2 +bX + c)||2

et donc3
f+o° ■>inf / (t3 — (at2 + bt + c)) dt =

(a,6,c)GR3 Jq
^Jx3-p\\2=<x3’&^2-

Cette distance se calcule à partir du projeté orthogonal de X3 sur F — R2[A].

d(X3, F) = j|X3 - pF(X3)||.

On peut calculer ce projeté à l’aide de la base orthonormale de F (Th. 5
p. 246) :

PF(X3) = <p(Q0,X3) Qo + X3) <?, + <p(Q2, X3) Q2 = 9X2 - 18X + 6.
' =6 ' ' =18 =18 X3

Il est inutilement fastidieux de calculer directe
ment la norme de X3 — pr(X3)... Par le théorème 
de Pythagore, on peut écrire :

||X3||2 = d(X3,F)2 + ||pf.(X3)||2.
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avec
||pF (X3) ||2 = 62 + 182 + 182 = 684

car 6, 18 et 18 sont les coordonnées du projeté dans une base orthonormale.
Finalement,

inf /* (t3 — (at2 + bt + c))2 dt = || X31|2 — 684 = 36.
(a,6,c)eR3 Jq

———-- ------------------------------------------------------------------------------
Exercice 2 jj
Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien E muni d’une base orthonormale | 
e = (ei,..., en). Montrer |

tr(/) = I
. k=l j

Solution

méthode
Il Les coordonnées Xi,... ,xn d’un vecteur x de E dans une base orthonormale 
|| e — (ei,..., en) sont données par Xk — (e^ | x).

La trace de f est égale à la trace de sa matrice représentative A = («ij) dans la base e. 
La j-ème colonne de la matrice A est constituée des coordonnées dans e du vecteur f(ej). 
Le coefficient a,ij correspond donc à la z-ème coordonnée de On l’obtient par le 
calcul aitj = (cj |/(ej)). On en déduit

n n

tr (/) = tr(A) = ^2 ak,k = 53 (efc | /(e*)).
k=l k=l

Exercice 3 g
Soit ç» une forme linéaire sur E — A4n(R). Montrer qu’il existe une matrice A g 
dans A4n(R) vérifiant ç>(M) = tr(AM) pour tout M G A4n(R). g

Solution

méthode
Dans un espace euclidien E, les formes linéaires correspondent aux produits 
scalaires avec les vecteurs de E (Th. 1 p. 245).

On introduit le produit scalaire canonique sur A4n(R) donné par

{A, B) =tr(*AB).

Puisque est une forme linéaire sur l’espace euclidien A4n(R), il existe A' G JVfn(R) 
telle que

<^(7W) = (A',M) pour tout M E Atn(R).
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En posant X = b4', on obtient1

1. On peut aussi justifier l’existence de la matrice A de façon plus élémentaire comme dans le sujet 32 
du chapitre 9 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI.

2. Voir Th 7 du chapitre 7 de l’ouvrage Exercices d'analyse MP.
3. La norme euclidienne est dominée par la norme uniforme sur [a ; b] et le théorème de Weierstrass 

assure que la partie P est dense dans E pour la norme uniforme : elle l’est donc aussi pour la norme 
euclidienne.

= tr(AM) pour tout M G jMn(R).
<--------------------------------------------------------------------—----------------------------------------------------------------\

Exercice 4
On munit l’espace E = C([a ; 6], R) du produit scalaire

b

J a

Pour n G N, on note fn la fonction de E définie par fn(t) = tn et P l’ensemble des 
fonctions polynomiales sur [a; &],

(a) Justifier que la famille (pn)ngN est totale.
(b) Déterminer l’orthogonal de P.
.... ......... ......■■■■.. . ....... ..    i.ii—.............. ................... ■■■■■...........   ......n.,.....  ■ .

Solution

(a) L’espace vectoriel engendré par les fonctions fn est P. Il s’agit donc d’établir que 
l’espace P = Vect(pn)neN est dense dans E pour la norme euclidienne.

méthode
Par le théorème de Weierstrass2, toute fonction continue sur un segment peut 
être uniformément approchée par une fonction polynôme.

Soit f une fonction élément de E et e > 0. Il existe une fonction polynomiale p € P 
vérifiant |/(t) — ç?(t)| < e pour tout t G [a ;&]. On a alors

/ rb \i/2

11/ - <^ll = ( / (/(*) ~ ^(O)2 Vb-ae.
\J a        /

Par conséquent, la partie P est dense3 dans E et l’on peut affirmer que la famille (/n)nGN 
est totale.

(b) Soit f une fonction de l’orthogonal de P. Par la densité qui précède, il existe une 
suite (</?n) de fonctions polynomiales qui converge vers f pour la norme euclidienne. On 
a alors

= = + car /<=?■>•.
=0
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Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz

ll/ll2 ll/ll 11/ - ---- —> 0 donc f = 0.
>> n—>4-oo

->0

Ainsi \ seule la fonction nulle appartient à P1- et l’on peut conclure2 que P1- — {0}.

6.4 Exercices d’entraînement

6.4.1 Généralités sur les espaces préhilbertiens

Exercice 5 *
Soit E un espace préhilbertien réel et f,g:E—^E deux applications vérifiant

(/(«), y) = {x, g(y)} pour tout (x, y) G E2.

Montrer que les applications f et g sont linéaires.

Solution

méthode
On peut montrer que deux vecteurs x et y de E sont égaux en observant3

(x, z} = (y, z) pour tout z G E.

Soit À, /j, G R et x, y G E. Pour tout vecteur z G E, l’hypothèse d’étude donne

{f(Xx + /zt/), z) = (Xx + p,y, g(z)).

On développe le second membre par linéarité du produit scalaire en la première variable

(f(Xx +p,y),z) = X(x,g(z))+fi{y,g(z)).

On poursuit le calcul en exploitant à nouveau l’hypothèse

(f(Xx + /j,y), z} = A(/(x), z) + p.(f(y),z) = (Xf(x) + nf(y), z).

Par différence de membres, on obtient

{fÇXx + fiy) - (Xf(x) + pf(y)),z) = 0. .

Le vecteur f(Xx + /j,y) — (Xf(x) + fJ.f(y)) est orthogonal à tout vecteur de E, il est 
donc nul. Ainsi, on obtient que l’application f est linéaire. Le raisonnement est identique 
pour g.

1. On peut comparer cette étude à celle menée avec la norme uniforme dans le sujet 12 du chapitre 7 
de l’ouvrage Exercices d'analyse MP.

2. En particulier, ('P-L)~L P- Pour F sous-espace vectoriel, la formule (F-1)-1" = F est valable dans 
un espace euclidien, ou plus généralement lorsque F est de dimension finie. Elle n’est pas vraie en général.

3. Il ne s’agit pas de simplifier directement par z mais d’exploiter que x — y est orthogonal à tout 
vecteur de E.
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Exercice 6 *
Soit A une partie d’un espace préhilbertien E. Montrer

= (G4V)X ■

Solution

méthode
Pour A et B deux parties de E, on sait

Ac^1 *)1 et A c B => B1cAi.

1. On peut montrer que le produit scalaire est une application continue lorsque E est muni de la
norme euclidienne car |(æ|y) - (æo |yo)| < ||x - æo|| ||y|| + ||æo|| ||y - 3/o||-

Par la première propriété utilisée avec A1 au lieu de A, on obtient une première 
inclusion A1- C ((A±)±)"L.

Par la deuxième propriété utilisée avec (A-*-)-1 au lieu de B, on obtient l’inclusion 
réciproque ((A-L)±)± C A-1-.

Par double inclusion, on peut affirmer l’égalité.

Exercice 7 * ......... ■ ......... .... .
Soit A une partie d’un espace préhilbj^^

(a) Montrer que l’orthogiOial de A ést miê;
(b) Montrer que A et A ont le même orthogonal. .4

Solution

(a) méthode
|| On vérifie que A1 contient les limites de ses suites convergentes.

Considérons (xn) une suite d’éléments de A1- convergeant vers un vecteur x de E. Mon
trons que x appartient à A^. Soit a un élément de A. Pour tout n E N, on sait (a | xn} = 0. 
Vérifions que ceci entraîne (a | x) = 0. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz1, on a

|(a|x) - (a|xn)| = |(a|ar-a?n)| < ||a|| ||æ-zn||-------- > 0v v n—>+oo
->0

et donc
(a | x) = lim (a | xn) = 0.n—>4-oo

Ainsi, x est orthogonal à tout élément de A et donc x € A1-. La partie A-1 contient les 
limites de ses suites convergentes, c’est une partie fermée.

(b) On sait A C A et l’on a donc une première inclusion A  C A- -.1 1
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Inversement, soit a un élément de A1- et x un élément de A. Il existe une suite (rrn) 
d’éléments de A convergeant vers x. Pour tout n € N, on a (a | zn) — 0 et, comme 
au-dessus, on obtient à la limite (a|a;) — 0. Ainsi, a est orthogonal à tout élément de A 
et l’on peut affirmer la seconde inclusion A1 C A1.

1. Par ce résultat, on retrouve rapidement celui de la deuxième question du sujet 4 p. 251 : sachant
que P est dense dans E*, V1- est réduit à la fonction nulle.

Finalement1, Ax = A±.

Exercice 8 ** |

On note E — ^2(N,R) l’ensemble des suites réelles (un) telles que la série J^u2 I 
converge.

(a) Montrer que E est un espace vectoriel réel.
Pour u, v € E, on pose

+oo
v} — UnVn.

n=0
(b) Montrer que ( •, • ) définit un produit scalaire sur E.

On note F le sous-espace vectoriel de E constitué des suites milles à partir d’un 
certain rang et v une suite élément de E qui n’appartient pas à F.

(c) Déterminer Fx. Les espaces F et F - sont-ils supplémentaires?1
(d) On pose G = Vect(v). Comparer F - + G± et. (F O G) .1 1

Solution

(a) méthode
On vérifie que E = ^2(N,R) est un sous-espace vectoriel de l’espace RN des 
suites réelles.

L’ensemble E contient la suite nulle, c’est donc une partie non vide de l’espace RN. 
Pour À € Ret ti e E, on a immédiatement la convergence de ]C(Aun)2 et donc Xu E E. 
Soit u,v E E. Etudions la suite u+v qui est de terme général un+vn. Pour tout naturel n

-f- Vn) — un 4- 2unvn 4- vn.

méthode
|| On exploite l’inégalité 2ab a2 + b2 valable pour tous a et b réels.

On en déduit
(un + vn)2 < 2(u2 + v2).

Par comparaison de séries à termes positifs, on obtient la convergence de + vn)2 
et l’on peut affirmer que u + v appartient à E.

Finalement, E = £2(N,R) est un sous-espace vectoriel de RN, c’est donc un espace 
vectoriel réel.
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(b) Commençons par vérifier que l’application ( • , • ) est bien définie en étudiant la 
convergence de la série définissant {u, v). Soit u, v G £2(N, R). En exploitant de nouveau 
l’inégalité 2ab < a2 + b2, on obtient

Par comparaison de séries à termes positifs, on peut affirmer que la série est
absolument convergente et donc convergente. Ainsi, l’application {• , • ) est bien définie 
de E x E vers R.

Vérifions ensuite que {■ , • } est une forme bilinéaire symétrique définie positive. On 
introduit u, v, w G E et A, p G R. Par commutativité de la multiplication réelle, on obtient 
la propriété de symétrie

4-oo 4-oo
(v, u} = ^2 Vnun = 5? Unvn = (u, v).

n=0 n=0

Aussi, on peut écrire avec convergence des séries introduites

4-oo 4-oo 4-oo
(u, Av + pw) = y2 wn(Avn + pwn) = A UnVn + P 52 un™n = A(«, v) + p{u, w). 

n=0 n=0 n=0

L’application {•, • ) est donc linéaire en sa deuxième variable et par conséquent bilinéaire. 
Enfin, par sommation de termes positifs, on obtient

4-oo
(u, u) = J2 > 0

n=0

et, si {u, u) = 0, on conclut que la suite u est nulle par nullité d’une somme de termes 
tous positifs.

Finalement, {•, • ) définit un produit scalaire sur E = £2(N, R).

(c) Soit u G FF

méthode
La suite u est orthogonale aux suites élémentaires ep (avec p G N) déterminées 
par

{1 si 72 — p
pour tout n G N.

0 sinon

Pour tout p G N, la suite ep est élément de F et donc

4-oo
^n^n^p = — 0*

n=0
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On en déduit que la suite u est nulle ce qui donne F1- C {0}. Inversement, la suite nulle 
appartient à l’orthogonal de F et donc F1- = {0}.

1. Aussi l’inclusion de F dans (F-L)± est stricte.
2. Lorsque F et G sont des sous-espaces vectoriels de F, on a les propriétés (F + G)1- = F1- Cl Gx et 

F1- -FG-1- C (FnG)1. Cette dernière inclusion devient une égalité dans un espace euclidien (voir sujet 6 
du chapitre 11 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI).

Les sous-espaces vectoriels F et F-1 ne sont pas supplémentaires1 car

F® F± = F® {0} = F^ F.

(d) D’une part, F± + GL = {0} + G± = Gx. D’autre part, (F A G)1- = {0}x - F. 
On a donc l’inclusion2 F1- + G1- C (FAG)1 et celle-ci est stricte car G± E puisque v 
est une suite non nulle : elle appartient à G C F sans appartenir à G1.
- ■ "------ ------------------------ :------------------------------------------- . . . -■ ■—>

Exercice 9 **
Soit S l’ensemble des vecteurs de norme 1 d’un espace préhilbertien réel E.
Montrer que si x et y sont deux éléments distincts de S alors, pour tout À e R,

A / 0 et A 1 ==> (1 — X)x + Xy £ S.

Solution

méthode
On observe que la fonction f : A G R »-> || (1 — X)x + A.^/||2 est une fonction 
polynomiale de degré 2.

Par l’identité remarquable

||a + ® = ||0||2 + 2{a, b) + ||®

on développe la norme exprimant /(A)

/(A) = (1 - A)2 ||z||2 +2A(1 - AXa, + A2 ||ÿ||2 .

=1

L’expression /(A) est donc polynomiale de degré inférieur à 2. Le coefficient de A2 dans 
celle-ci est 2(1 — {x, y)). Par l’absurde, si (x,y) — 1, on a égalité dans l’inégalité de 
Cauchy-Schwarz

{x,y} = |<æ, 2/>| = ||x|| lls/H .

Les vecteurs x et y sont donc colinéaires. Or ils sont aussi de même norme et distincts.
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Ils sont donc opposés mais alors (x,y) — —1. C’est absurde.
Ainsi, /(A) est une expression polynomiale du second degré 

exactement. Puisque celle-ci prend la valeur 1 en A = 0 et 
en A = 1, elle ne peut reprendre la valeur 1 pour aucun autre A.

Géométriquement, ce résultat signifie que la droite affine 

passant par x et y ne recoupe pas la sphère unité S. Ceci est 
évident si l’on figure la situation dans un plan contenant x et y.

6.4.2 Espaces euclidiens

Exercice 10 *
Montrer que la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique sur A4n(R) 
vérifie :

||AB|| ||A|| ||B|| pour tous A et B de

Solution
Soit A = (aij') et B = deux matrices de A4n(R). Le produit scalaire canonique 

sur MiW est donné par (A, B) = tr(tAB) et la norme euclidienne par

n n \l/2

i=l j=l

Étudions la matrice C = AB = (gi7). Pour tous i et j de [1 ;nj, le coefficient d’in
dice (i,j) de la matrice C est

2n n n / n

k=l i=l j=l \k=l

méthode
Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on sait

n \2 / n

^xkyk 
,k=i

n

k=l

pour tous Xi,... ,xn et y±,..., yn réels.
Par cette inégalité

n

i=l j=l \ \k=l

n n n
è bk,3

k=l
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On réorganise ensuite le calcul des sommes

Par croissance de la fonction racine carrée, on conclut ||AB|| = ||C|| < ||A|| ||B||.

Exercice 11 **
Soit a et b deux vecteurs unitaires d’un espace euclidien E. On étudie l’endomor
phisme f de E donné par

f(x) =x — (a|x)b. g

(a) À quelle condition l’endomorphisme f est-il bijectif ? I
(b) À quelle condition l’endomorphisme f est-il diagonalisable ? g

Solution

(a) L’application / est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, il suffit 
d’étudier son noyau pour savoir s’il est bijectif. Soit x élément de E. On a

x € Ker(/) <=> x = (a | x)b.

Dans cette équation, l’inconnue x apparaît sous deux écritures : x et (a|a;).

méthode
On étudie le produit scalaire avec a des deux membres de l’équation afin de 
déterminer (a|x).

Si x est solution de l’équation x = (a | x)b, on a (a | x) = (a | x)(a | b). Ceci conduit à 
discuter selon que (a | b) = 1 ou non.

Cas : (a | b) ± 1. On obtient (a | x) =0 puis x = O.b — 0&. Le noyau de f se réduit au 
vecteur nul, l’endomorphisme est bijectif.

Cas : (a | b) = 1. L’équation précédente n’apporte rien mais on observe /(b) = 0# et le 
noyau de f n’est donc pas réduit au vecteur nul : l’endomorphisme f n’est pas bijectif.

En résumé, f est bijectif si, et seulement si, (a|b) 1. Cette condition peut cependant
être exprimée plus simplement. Les vecteurs a et b étant unitaires, lorsque (a | b) = 1 on 
a égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|(«|i>)| = Ml UNI •

On en déduit que a et b sont colinéaires et même égaux car unitaires et de produit scalaire 
positif. La réciproque étant immédiate, on peut affirmer que (a | b) = 1 si, et seulement 
si, les vecteurs a et b sont égaux.

Finalement, l’endomorphisme est bijectif1 si, et seulement si, a b.

1. Lorsque a = b, l’endomorphisme f est la projection orthogonale sur l’hyperplan de vecteur normal a.
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(b) méthode
On peut résoudre cette question en étudiant l’équation aux éléments propres 
f(x) = Xx ce qui conduit à des calculs semblables aux précédents. On peut 
aussi rechercher un polynôme annulateur1 de f.

Nous privilégions cette dernière méthode. Pour x E E

/(/(*)) = - (a\f(x))b = /(z) - (1 - (a|&)) (a\x)b

= (2-{a\b))f(x) + ((a\b)-l)x.

Le polynôme X2 4- ((a | b) — 2)X + (1 — (a | 6)) est annulateur de f et possède deux 
racines : 1 et 1 — (a 16). On poursuit en discutant selon que ces racines sont distinctes ou 
non.

Cas : (a 16) 0. Le polynôme annulateur est scindé sur R et à racines simples, l’endo
morphisme f est diagonalisable.

Cas : (a 16) = 0. Le polynôme annulateur possède une seule racine 1 et c’est donc la 
seule valeur propre possible pour f. L’endomorphisme est alors diagonalisable si, et seule
ment si, f = Id#. Or ceci n’est pas le cas car /(a) = a — b a.

En résumé, l’endomorphisme f est diagonalisable 2 si, et seulement si, (a|6) 0.

Exercice 12 **
Soit E = Rn[X] avec n € N.

(a) Montrer l’existence et l’unicité d’un polynôme A dé E tel que

P(0) = [ A(t)P(t) dt pour tout P E E.
Jo

(b) Etablir que le polynôme A est de degré n exactement.

Solution

(a) méthode
L’application P i-> P(0) est une forme linéaire sur l’espace euclidien Rn[X], 
elle peut donc être représentée par un produit scalaire (Th. 1 p. 245).

On définit un produit scalaire3 sur R[X], et donc a fortiori sur E = Rn[X], en posant

{P,Q) = f P(t)Q(t)dt. 
JO

1. L’endomorphisme g: x »—> (a | x)b est de rang 1 et peut donc être annulé par un polynôme de 
degré 2, il en est alors de même de f = Id# — g.

2. En étudiant les éléments propres, on obtient que l’espace propre associé à la valeur propre 1 est 
l’hyperplan {a}-1 tandis que l’espace propre associé à la valeur propre 1 — (a|b) est la droite Vect(6).

3. Voir sujet 1 du chapitre 11 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSL
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Puisque l’application P i-> P(0) est une forme linéaire sur R[X], il existe un unique 
polynôme A dans Rn[X] tel que cette forme linéaire corresponde au produit scalaire 
avec A. Autrement dit, il existe un unique polynôme A € E vérifiant

P(0) — {A, P) = f A(t}P(t) dt pour tout P € E.
Jo

(b) Par l’absurde, si le degré de A est strictement inférieur à n, le polynôme P = XA 
est élément de Rn [X] et donc

[ M(t)2 dt = (A, P) = P(0) = 0. 
JQ

1. Le même raisonnement peut être repris pour établir que la propriété de la première question est 
fausse lorsque E = R[X]. En substance, on peut souligner que le théorème de représentation des formes 
linéaires peut ne pas être valable en dimension infinie.

2. [æi,..., rrn] désigne le produit mixte de la famille (o?i,..., xn), c’est-à-dire le déterminant de cette 
famille dans n’importe quelle base orthonormale directe de E.

Cependant, la fonction t i-> tA(t)2 est continue et positive sur [0; 1], la nullité de l’inté
grale entraîne alors que tA(t)2 = 0 pour tout t G [0 ; 1]. On en déduit que le polynôme A 
est nul puisqu’il possède une infinité de racines. Ceci est absurde1.

Exercice 13 ** (Inégalité d’Hadamard)
Soit E un espace euclidien orienté de dimension n > 1.

(a) Montrer que, pour toute famille (xi,... ,xn) de vecteurs  de E,2

[xi,...,xn] ||æi||...|kn||-

(b) Dans quels cas y a-t-il égalité?

Solution

(a) méthode
|| On orthonormalise la famille (xi,..., xn) par le procédé de Schmidt.

Si la famille (xi,... , xn) est liée, son produit mixte est nul et l’inégalité est vraie.
Si la famille (xi,..., xn} est libre, on peut l’orthonormaliser par le procédé de Schmidt 

ce qui forme une base orthonormale e = (ei,... ,en) de l’espace euclidien E qui est de 
dimension n.

Si la base e est directe, le produit mixte correspond au déterminant dans cette base. 
Sinon, le produit mixte est opposé à ce déterminant. Dans les deux cas

[xi,...,xn] = dete(xi,...,xn)

avec dete(xi,... ,xn) qui est le déterminant de la matrice A = (ûij) figurant la fa
mille (xi,... ,xn) dans la base orthonormale e. Pour tout indice (z, J), le coefficient cqj
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est la i-ème coordonnée dans e du vecteur Xj et donc

Q'i'j —

Par le procédé de Schmidt, Xj G Vect(ei,... ,e7) et la matrice A est triangulaire supé
rieure de la forme

(e2,X2) :

• (en—i,xn)
\ {en,xn} /

On a donc
[æi,...,o?n] = |(ei,xi)... (en,xn)|.

Enfin, la base e étant constituée de vecteurs unitaires, l’inégalité de Cauchy-Schwarz 
donne

||ey|| ||xj|| = HæJI

ce qui permet de conclure

[•^1 > • • • j Ch1||...||xn||.

(b) Si la famille est liée, il y a égalité si, et seulement si, l’un des vecteurs Xj est nul.
Si la famille est libre, on reprend les notations qui précèdent et l’on peut affirmer qu’il 

y a égalité si, et seulement si,

IM = |<«j,æj>| pour tout j G

Par égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz, cela revient à dire que Xj est colinéaire 
à ej pour tout j G [1 ; n]. La famille (a?i,... ,xn) est alors orthogonale. Inversement, si 
la famille (æi,... ,a;n) est orthogonale, il y a égalité\

la sphère unité

2.

Solution
La sphère unité fermée S est une partie compacte de E et l’application f y est continue 

car produit de deux formes linéaires1 2 : la fonction f admet donc un minimum et un 
maximum sur la boule unité fermée.

1. Le produit mixte mesure le volume algébrique d’un parallélépipède en dimension n, il y a égalité 
dans l’inégalité lorsque celui-ci est « droit » ou « plat ».

2. Rappelons qu’en dimension finie les parties compactes sont les parties fermées et bornées tandis 
que les applications linéaires au départ d’un espace de dimension finie sont assurément continues.
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méthode
On exprime le vecteur x par ses coordonnées dans une base orthonormale 
adaptée à la situation.

On commence par isoler les cas où Vect(a, b) ne serait pas un plan.
Cas : a = b. On a f(x) = (a|a;)2. Le maximum cherché vaut 1, il est atteint en x = a.

1. Selon que (x | y) est positif, nul ou négatif, on dit que les deux vecteurs x et y forment un angle
aigu, droit ou obtus.

Le minimum vaut 0 et est atteint en tout vecteur unitaire orthogonal à a.
Cas : a = —b. On a f(x) — —(a|rr)2. Le maximum vaut 0 et le minimum —1.
Dans les cas restants, les vecteurs a 4- b et a — b constituent une famille orthogonale car

(a 4- b\a - 6) = ||a||2 - ||6||2 = 0.

Posons alors

el = 7i-- + &) et e2 = 71——777 (a - bYlia + Ml II» “Ml

Les vecteurs ei et 62 forment une famille orthonormale que l’on peut 
compléter en une base orthonormale e = (ei, 62,••-, en). Soit x un 
vecteur de la sphère unité fermée S et x^,... ,xn ses coordonnées 
dans la base e

x = xiCi 4- X2&2 4- • • • 4- xnen avec x2 4- x% + • • • 4- x„ = 1.

et une écriture analogue pour (61 x) permettant d’exprimer f(x) :

On a
, | , 1 4- (a | b) 1 - (a | &)a x = n Tp--- f-./ + x2 „ v

||a + Ml ||a-Ml

fM - rù1 + 1 - (“l6)f _ 1 + (“IM 2 1-(“IM 2
1W ||a + MI ) X ||a- Ml / 2 ‘ 2 2’

Sachant x2 4- x2 + ' ' ' + xn — h cette expression est maximale lorsque xi vaut 1 et les 
autres valeurs Xi sont milles. Elle est minimale pour X2 = 1 et les autres valeurs milles.

Finalement,
14-(u|h) . , . (a|6) —1maxf(ï) =----------- et mm f(x) = —-----

x&s 2 xçs 2
On notera que ces formules conviennent aussi pour les cas initialement isolés.

Exercice 15 *** (Famille obtusangle1)
Soit xi, X2, xn+2 des vecteurs d’un espace euclidien E de dimension n 1. Montrer 
qu’il est impossible que (xt | x3) < 0 pour tous les indices i et j distincts compris r 
entre 1 et n 4- 2.
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Solution

méthode
|| On commence par étudier les cas n = 1 et n = 2.

Cas : n = 1. Par l’absurde, supposons disposer d’une famille (xi,x2,x3) de vecteurs 
d’une droite E telle que

(aq|z2)<0, (a;2|a;3)<0 et (z3|aq)<0.

L’espace E étant de dimension 1, les vecteurs aq,a;2 et x3 sont deux à deux colinéaires. 
En particulier, on peut écrire aq = X^x3 et x2 = A2a;3 car x3 est non nul. On a alors

(aq |a;3) = Ai ||ar3||2 et (x21 x3) = A2 ||x3||2

avec Ai < 0 et A2 < 0. Ceci entraîne

(aq |ar2) = AiA2 ||z3||2 > 0

>0

ce qui contredit l’hypothèse (aq \x2) < 0.
Cas : n — 2. Par l’absurde, supposons disposer d’une famille de vecteurs (xi,x2,x3,X4) 

telle que
V(«,j) e [1;4]]2, i/j => (xi\xj) < 0.

En décomposant les vecteurs xi,x2,x3 selon les droites Vect(a;4) et {a^}"1, on peut écrire 

aq = yi + Aia:4, x2 =y2 + X2x4 et x3 = y3 + X3x4

avec yi,y2,y3 € {a^}1". L’inégalité (xi |a?4) < 0 donne A^ < 0 pour tout i E [1 ;3J.
On a alors, pour i j dans [1 ; 3],

(xi\xj) = XiXj ||ar4||2 + Myj) et (xi |a;j) < 0.

Or XiXj > 0 et donc (yi \ yj) < 0. Les vecteurs yi,y2,y3 appartenant à la droite {a:4}±, 
l’étude du cas n = 1 permet de conclure à une absurdité.

Cas général :

méthode
On raisonne par récurrence en projetant la famille de vecteurs sur l’hyperplan 
de vecteur normal égal au dernier vecteur de la famille.

Montrons par récurrence sur n 1 qu’il ne peut exister dans un espace euclidien de 
dimension n 1 de famille (aq,... ,xn+2) de vecteurs vérifiant (xi |aq) < 0 pour tous les 
indices i j.

Les cas n = 1 et n = 2 ont été résolus ci-dessus.
Supposons la propriété établie au rang n — 1 1 et supposons par l’absurde que

(aq,... ,xn+2) soit une famille de vecteurs d’un espace euclidien de dimension n vérifiant 
l’hypothèse (xi | Xj) < 0 pour i j. On introduit les vecteurs y\,... ,yn+i obtenus par 
projection orthogonale de aq,... ,xn+i sur l’hyperplan H = {xn+2} .
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Pour tout i G [1 ; n + 1], on peut écrire

— Vi H” '^i‘ï'n+2
2

avec Xi < 0 car (xi |a;n+2) = Xi ||a?n+2 II < 0. On a alors, 
pour i / j dans [1 ; n + 1J,

(Xi\xj) = XiXj ||rcn+2||2 + (yi\yj) < 0.

1. Les vecteurs yi et yj se situant d’un même côté de l’hyperplan sur lequel on projette, la propriété
de former un angle obtus est conservée par la projection.

>0

Les vecteurs î/i, yn+i constituent alors une famille d’un 
espace euclidien de dimension n — 1 vérifiant1 (yi |yj) < 0 
pour tous les indices i j. L’hypothèse de récurrence 
assure que ceci est absurde.

La récurrence est établie.

6.4.3 Projection orthogonale et distance

Exercice 16 *
On munit A4n(R) de son produit scalaire canonique (A, B) =

(a) Montrer que les espaces <Sn(JR) et An(R) des matrices symétriques et antisymé
triques sont supplémentaires et orthogonaux.

(b) Calculer la distance à £3 (R) de la matrice

/1 2 3\
M = 0 2 4 I .

V 4 3/

Solution

(a) méthode
En montrant que des espaces sont orthogonaux, on peut immédiatement affir
mer qu’ils sont en somme directe (Th. 2 p. 245).

Soit S E <Sn(R) et A E An(R). On a lS — S et *A = —A. On en déduit

{S, A) = toÇSA) = tr(SA) et {S, A} = (A, S) = tr^AS) = tr(-AS') = - tr(AS').

Or tr(AS') — tr(SA) et donc (A, S) = 0. Ainsi, les espaces 5n(R) et An(R) sont orthogo-
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naux et donc en somme directe. Aussi, pour tout M G .Adn(R), on peut écrire 1

1. En peut aussi affirmer la supplémentarité par un argument de dimension car dimSn(R) = 
et dim^4n(R) = de somme égale à n2 — dim A4n(R).

2. Chacun est alors l’orthogonal de l’autre.

M = + (*)
Z Zi

avec
+ *M) G <Sn(R) et - W) g A(K). Z

La somme des espaces 5n(R) et An(R) est donc égale à A4n(R) et l’on peut affirmer que 
ceux-ci sont supplémentaires et orthogonaux2.

(b) méthode
La distance de M à l’espace £3 (R) est égale à la distance de M à son projeté 
orthogonal sur <$3(R).

Pour calculer le projeté orthogonal de M sur <$3(R), il suffit de décomposer la matrice M 
en la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique. La formule (*) 
réalise cette décomposition :

/1 2 3\ /1 1 2\ / 0 1 1\
0 2 4 = 1 2 4 +1-1 0 0 .

\1 4 3/ \2 4 3/ \-l 0 0/
La distance de M à <$3 (R) correspond alors à la norme de la matrice antisymétrique de 
l’écriture ci-dessus.

méthode
Le produit scalaire {A, B) = tr(ÉAB) correspond simplement au calcul

n n

i=l j=l

La distance de M à <$3(R) est donc d(M, <$3(R)) = 1/I2 + l2 + (—l)2 + (—l)2 = 2.

Exercice 17 **
Soit E un espace euclidien de dimension n muni d’une base orthonormale e et p 
la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel F muni d’une base orthonor
male (®i,..., xm). Montrer que la matrice A de p dans la base e est

m
A = xk‘xk

fc=l

avec Xi,.....,Xm les colonnes des coordonnées des vecteurs aq,...,xm dans e.
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Solution

méthode
On sait exprimer le projeté orthogonal d’un vecteur dans une base orthonor
male de l’espace sur lequel on projette (Th. 5 p. 246).

Pour tout x G E, on a 
m

?(z) =
k=l

En notant X la colonne des coordonnées du vecteur x dans la base orthonormale e, on 
peut exprimer le produit scalaire de Xk et x par le calcul matriciel suivant :

(zk\x) = ‘XkX.

La colonne des coordonnées du vecteur image p(x) est alors
m

AX = YJ{tXkX)Xk. 
k=l

Or lXkX est un réel et donc ^X^X^Xk = Xk^X^X} ce qui permet d’écrire

1. La matrice A d’une application linéaire u est l’unique matrice qui caractérise le calcul vectoriel 
y = u(x) par le produit matriciel Y = AX avec X et Y les colonnes des coordonnées de x et y dans 
des bases préalablement introduites. On peut aussi considérer X une colonne élémentaire et employer 
l’égalité pour vérifier que les matrices sont identiques colonne par colonne.

2. On peut aussi introduire z’ — Xx-\-y ce qui conduit à A2 ||x||2 4-A(æ,î/) > 0. Si /Oon obtient 
une absurdité en considérant un équivalent quand A tend vers 0.

p / p \
AX = E,Xk‘Xk 

k=l \k=l /

On identifie1 alors la matrice A ce qui valide la formule proposée.

Exercice 18 **
Soit p un projecteur d’un espace euclidien E vérifiant (p(x), x} 0 pour tout x de E. 
Montrer que p est un projecteur orthogonal.

Solution

méthode
Un projecteur p projette sur Im(p) parallèlement à Ker(p). Il est orthogonal 
si, et seulement si, Im(p) et Ker(p) sont des sous-espaces orthogonaux.

Soit x G Im(p) et y € Ker(p). Considérons2 z = a;-FXy avec A G R. On a par hypothèse

{p(x + Xy),x + X.y} 0.

Sachant p(x) = x et p(y) = 0#, ceci donne

||a;||2 + X(x,y) 0 pour tout A G R.
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2
Par l’absurde, si (x,y) 0, la fonction affine A ||x|| + A(a?,î/) change de signe ce qui
contredit la propriété au-dessus. On en déduit {x, y) = 0 et les espaces Im(p) et Ker(p) 
sont orthogonaux.

Exercice 19 ***
On munit l’espace E = C1 ([—1 ; 1], R) du produit scalaire {•■>•') donné par

1. La solution générale de l’équation y,r — y = 0 s’exprime indifféremment y(t) — Ae* + /ze-t avec
A,/2 E R ou y(fy — acht 4- /3sht avec a,/3ER : on privilégie cette dernière écriture afin d’exploiter la 
symétrie de l’intervalle d’étude.

= / (ti(t)v(i) + dt \

■ I

et l’on introduit les sous-espaces vectoriels |

F = {/ € E | /(—1) = /(l) — 0} et G = {p E E | g est de classe C2 et g” = g}. |

(a) Montrer que les espaces F et G sont supplémentaires et orthogonaux. |
Soit a et & deux réels et |

Ea,b = {u € E | u(—1) = a et u(l) = b}. |

(b) Calculer
jnf ï (u(t)2 +u'(t)2)dt.

-------- - ------

Solution
(a) Soit f E F et g E G. En écrivant g"(t) au lieu de g(t) dans le calcul intégral, on a

{f,9)=[ +/WW d* = L/W'Wl = 0.
J-i L J-i

Les espaces F et G sont donc orthogonaux et a fortiori en somme directe. Montrons que 
leur somme est égale à E.

Soit u une fonction de E. Déterminons des fonctions f dans F et g dans G telles 
que u = f 4- g.

Analyse : Supposons que (f,g) désigne un couple de fonctions convenables. La fonc
tion g étant solution de l’équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients 
constants y" — y = 0, il existe deux réels a et (3 tels que1

g(t) = acht + /3sh£ pour tout t E [—1 ; 1].

Les conditions /(—1) = /(l) = 0 définissent alors un système permettant de déterminer 
les réels a et fi

fû!Ch(l) —/?sh(l) = 1t( —1) ~ 2ch(l) (w(l) +
(ach(l) + /?sh(l) =u(l) y/3 = ^^(1) -u(-l)).
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On en déduit la fonction g puis la fonction f = u — g.
Synthèse : Posons f et g les fonctions déterminées sur [—1 ; 1] par 

u(l) + u(-l) , u(l) - u(-1) ,
SW= 2ch(l) Cht+ “ 2sh(l) Sh* Ct SG)-

La fonction g appartient à G et u = f 4- g. On vérifie par le calcul que la fonction f 
satisfait /(l) = /(—1) = 0 et appartient donc à F.

Finalement, les espaces F et G sont supplémentaires et orthogonaux dans E.

(b) La borne inférieure étudiée revient à chercher la distance du vecteur nul à Faj>.

méthode
Il Fa^ est un espace affine obtenu par translation du sous-espace vectoriel F : la 
|| distance du vecteur nul à celui se déduit de l’intersection de Fa>b et de G.

À l’aide des calculs qui précèdent, on peut déterminer l’unique 
fonction ga^ appartenant à Fa^ D G

, . a 4- b , a — b , 
ff-tW=2W)Chi+2Ïh(ÏJSht'

Les fonctions de Fa^ sont de la forme u = ga,b + f avec f parcourant F. Par orthogo
nalité de f et ga,b

(u(t)2 + II'(t)2)dt = M2 = ll/ll2 + HfMI2 ■

Cette quantité est minimale lorsque f est la fonction nulle. On en déduit

inf [ R)2 + u'(£)2) dt = ||#a>b||2 = 
UeFa.bJ-l

(a2 4- 62) ch(2) — 2ab 
sh(2)

Les derniers calculs sont résolus en observant que les fonctions ch et sh sont orthogonales 
et

yl ni1
||ch||2 = ||sh||2 = / ch2(t) 4- sh2(i) dt = - sh(2t) = sh2.

J-i"-------- v-------- ' L2 J-i
=ch(2t)

6.4.4 Produit scalaire et transposition matricielle
L’espace Afnji(R) des colonnes de taille n est muni du produit scalaire 

(X,Y) = *XY

et de la norme euclidienne associée.
Exercice 20 *
Soit A G »Adn(R). Vérifier Im(*4) = (Ker(4))±.
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Solution

méthode
|| On vérifie que les espaces Ker(A) et Im(fA) sont orthogonaux.

Soit X 6 Ker(A) et Y € Im(tA). On a AX = 0 et l’on peut écrire Y = 'AX' avec X' 
une colonne. On a alors

{X, Y) = 'XY = lX tAX' = \AX}X' = 0 car AX = 0.

1. Ou, et c’est équivalent, l’inclusion Ker(A) G (lm(tA))±. L’orthogonalité des espaces ne suffit 
cependant pas à affirmer leur égalité.

2. Lorsque la matrice A est symétrique (ou antisymétrique), on obtient Im(A) = (Ker(A))±.

Les espaces Ker(A) et Im^A) sont donc orthogonaux ce qui permet d’écrire1

ImfA) C (Ker(A))1.

De plus, le rang d’une matrice est le rang de sa transposée et la formule du rang donne

rg(*A) = rg(A) = n — dimKer(A) = dim(Ker(A))±.

Par inclusion et égalité des dimensions, on peut conclure2 Im(êA) = (KerfA))"1.

Soit A G-.A'tîi(R). ..
(a) Comparer les espaces Ker(A) et Ker(\AA). -

(b) Comparer les espaces Im( A) et Im(A*A). : ,v

Solution

(a) On a immédiatement Ker(A) C Ker(*AA) car, si X € Ker(A), on a AX = 0 et 
donc aussi *AAX — 0.

méthode
|| On établit l’inclusion réciproque en étudiant HAAU2.

Soit X e Ker(tAA). On a *AAX = 0. En considérant la norme euclidienne sur l’espace 
des colonnes,

|| AX||2 = *(AX)AX = ‘XfAAX) = 0.

Ainsi, AX = 0 ce qui établit l’inclusion réciproque Ker(4AA) C Ker(A) et, finalement, 
Ker(tAA) = Ker(A).

(b) L’inclusion Im(AÉA) c Im(A) est immédiate car, si une colonne Y s’écrit A*AX, 
on peut aussi l’écrire Y = AX' avec X' — 'AX.
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méthode
On montre l’égalité par un argument de dimension et de conservation du rang 
par transposition.

Par l’étude de la question précédente et la formule du rang, on peut écrire

rg(AA) = n — dim Ker(AA) = n — dimKer(A) = rg(A).

En appliquant cette formule à la matrice *A au lieu de A, il vient

rg(AA)=rg(A) donc rg(AA) = rg(A).

Finalement, par inclusion et égalité des dimensions, on conclut Im(A A) = Im(A).

Exercice 22 **
Soit A une matrice de A4n(R) vérifiant A2 = On.

(a) Établir Ker(A + A) = Ker(A) n Ker(A).

(b) En déduire
*A + A € GLn(R) Im(A) - Ker(A).

-B-;» 1^.. nj jjj i jij i    ''T'TTrWïiffll'ld i 1'1 il

Solution

(a) On a immédiatement

Ker(A) O Ker(A) c Ker(A + A)

car une colonne X annulant A et tA annule aussi lA + A.
Inversement, soit X G Ker(A + A). On sait *AX + AX = 0. Afin d’exploiter l’hypo

thèse A2 = On, on multiplie à gauche par A ce qui donne

A fAX + A2X = AfAX = 0.

méthode
|| On fait apparaître une norme euclidienne en multipliant à gauche par fX.

On obtient
lx A Ax = f( Ax) Ax = || Ax ||2.

On en déduit AX = 0. La relation initiale AX + AX = 0 donne alors AX = 0. Ainsi, la 
colonne X appartient à Ker(A) et Ker(A).

Finalement, on a obtenu l’égalité demandée par double inclusion.

(b) ( ==> ) On suppose la matrice A + A inversible. On a alors 

Ker(A) A Ker(A) = Ker(A + A) = {0} .
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Les espaces Ker(A) et Ker(*A) sont donc en somme directe ce qui entraîne

dimKer(A) + dimKer(4A) n.

Par la formule du rang, il vient alors

dimKer(A) n — dimKer^A) = rg(fA) = rg(A).

Cependant, l’hypothèse A2 = On entraîne Im(A) C Ker(A). Les espaces Im(A) et Ker(A) 
sont donc égaux.

( 4= ) Supposons Im(A) = Ker(A). Étudions le noyau de *A + A. Soit X une colonne 
élément de ce noyau. La colonne X appartient alors à Ker(A) A Ker(M). En particu
lier, X appartient à Ker(A) donc à Im(A). On peut alors introduire un colonne X' telle 
que X — AX'. De plus, X appartient à Ker(*A) et alors

*AX = tAAX' = 0.

En multipliant à gauche par la ligne tX/, on obtient

||X||2 = ||AX'||2 = tX' tAAX' = 0

et donc X est la colonne nulle. Ainsi, le noyau de *A + A est réduit à l’élément nul et l’on 
peut affirmer que la matrice *A + A est inversible.

Exercice 23 **
Soit A G A4n(lR) vérifiant ||AX|| < ||X|| pour toute colonne X dé A4nii(R).

(a) Montrer ||*ÆX’|| < ||X|| pour toute colonne X de

(b) Soit X E -A4n,i(K) vérifiant AX — X. Montrer *AX == X.

Solution

(a) méthode
|| On emploie l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Soit X E A4n,i (K) • On peut écrire

IpAXH2 = t(tAX)AX = tXAtAX = (X, AlAX).

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

|pAX||2 = {X^A^X) ||X||llAUxll-

L’hypothèse vérifiée par la matrice A permet d’écrire || A êAX|| < [pAX]] et donc 

IPAXll2 «C IIXlllpAXH.

On peut alors affirmer j^AXH ||X|| que la colonne *AX soit nulle ou non.
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(b) méthode
|| On étudie - X||2.

On développe le calcul de la norme euclidienne par identité remarquable

||*AX - X||2 = ||*AX||2 - 2(*AX, X} + ||X||2 .

Par la définition du produit scalaire, on remarque

(ÉAX,X) = \tAX)X = *XAX = lXX = ||X||2

et donc
Il‘AX ~ X||2 = ||‘AX||2 - ||X||2 sS ||X||2 - ||X||2 = 0.

On peut alors conclure lAX = X.

6.4.5 Polynômes orthogonaux

Exercice 24 ** (Polynômes orthogonaux de Legendre)
Dans ce sujet, on identifie polynôme et fonction polynomiale associée sur [—1 ; 1].
On munit l’espace E = C([—1 ; 1], R) du produit scalaire

(/k) = J i dt-

Pour n € N, on introduit le polynôme Pn = avec Un — (X — l)n(X + l)n.

(a) Montrer que Pn est un polynôme de degré n orthogonal à tout polynôme de 
degré inférieur à n — 1.

(b) Etablir que, pour toute fonction f de l’espace préhilbertien E,

y- (a I /) n 
k naii2 ‘ >0.

Solution

(a) Le polynôme Un est de degré 2n et donc, par dérivation à l’ordre n, le degré de Pn 
vaut deg(t7n) — n = n.

Soit Q un polynôme de degré inférieur à n — 1. Calculons (Pn\Q).

méthode
|| On procède par intégration par parties où l’on dérive le polynôme Q.

On réalise une première intégration par parties où l’on intègre Pn — en :

1 U^^Q'^dt. 
-1
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Les valeurs 1 et —1 sont racines de multiplicité n du polynôme Un, elles sont donc aussi 
racines des polynômes U^,..., L’égalité précédente devient alors

(Pn|Q) = -

On répète ces intégrations par parties jusqu’à disparition par dérivation du polynôme Q 

(P„\Q') = J = ... = (-!)" y1 C/„(t)<2(n’(t)dt = O car Q<"> = 0.

1. Voir sujet 24 du chapitre 7 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI.
2. Cette étude est déjà détaillée dans le sujet 4 p. 251.

Le polynôme Pn est donc orthogonal à tout polynôme de Q de degré inférieur à n — 1.

(b) méthode
|| On introduit une famille orthonormale totale.

La famille (Pn)neN est une famille orthogonale car, pour tous m et n entiers naturels 
vérifiant m < n, on a (Fn | Pm) = 0 puisque Pm est de degré inférieur à n — 1. Aucun 
polynôme Pn n’est nul et l’on peut donc diviser chacun par sa norme afin de former une 
famille (Qn)neN orthonormale. Enfin, cette famille (Qn)neN est totale dans l’espace E. En 
effet, celle-ci est constituée de polynômes de degrés étagés1 et engendre donc l’espace P 
des fonctions polynomiales sur [—1 ; 1]. Par le théorème de Weierstrass, P est une partie 
dense 2 de E pour la norme uniforme et donc pour la norme euclidienne qu’elle domine. 
On peut alors écrire (Th. 7 p. 247)

projeté de f sur Rn[X]
la convergence étant à comprendre au sens de la norme euclidienne.

Exercice 25 ** (Polynôthésôrthbgohàùx (je Tchebychev)
Dans ce sujet, on identifie polynôinè et fonction polynomiale associée sur [—1 ; 1].
On note E l’espace des fonctions continues dé [— 1 ; 1] vers R et, pour f,g G E, on 
pose ' ' -^7'.. ' ’ f 7;.... .. . .

(a) Montrer que ( •., sur E.
On considère là süïté de pblÿh2biés‘ (3tt)^€Htd<éferminéê par

7o = lj Zi = y et Tn+i =^ 2XTn — Tn_i pour tout n 1.

(b) Soit n € N. Montrer Tn (cos G) = cos(n0) pour tout réel 0.
(c) Établir que (7£)w€n est une fatmUé orthogonale totale de E.
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Solution

(a) L’intégrale définissant {f,g} est généralisée en 1 et en —1. Commençons par jus
tifier sa convergence.

méthode
Il La fonction t /(t)p(t) est bornée sur [—1 ; 1] et t i-> est intégrable 
|| sur ] —1 ; 1[.

Soit f et g deux fonctions éléments de E. La fonction fg est continue sur le seg
ment [—1 ; 1] donc bornée par un certain réel M. On a alors, pour tout t G ] — 1 ; 1[,

ftf)g(t) = |/(*)g(*)| < M 
x/1 -t2 Vi -12 Vi-t2'

1. On peut aussi réaliser le changement de variable t = cos 8 qui transforme l’intégrale étudiée en une
intégrale faussement généralisée.

Or la fonction t est intégrable sur ] — 1 ; 1 [ car positive et de primitive t >-> arcsin t
qui admet des limites finies en 1 et en —1. Par domination, on peut affirmer l’intégrabilité 
de t sur ]—1 ! 1[ ef donc la convergence1 de l’intégrale définissant {f,g).

Ainsi, l’application est bien définie de E x E vers R. Vérifions ensuite qu’il s’agit 
d’une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Pour f,g, h 6 E et A, g G R, on vérifie aisément

= et {f,Xg + p,h) = X(f,g) +p,{f,h).

Aussi, pour f G E

J-1 V 1 ~ g
De plus, si (/, f) = 0, on obtient une intégrale nulle d’une fonction continue et positive 
qui est donc la fonction nulle. On en déduit que f est nulle sur ] —1 ; 1[ puis sur [— 1 ; 1] 
par continuité en 1 et en —1.

Finalement, ( •, • ) est un produit scalaire sur E.

(b) Soit 0 G R. On vérifie la propriété Tn (cos 0) — cos(n0) par récurrence double 
sur n G N.

Pour n = 0 et n = 1, la vérification est immédiate.
Supposons la propriété établie aux rangs n — 1 et n (avec n > 1). On a

Tn+i(cos0) = 2 cos(0)Tn(cos 0) — jTn_i(cos0).

Par hypothèses de récurrence, on poursuit le calcul

Tn+i(cos0) = 2cos(0) cos(n0) — cos((n — 1)0).
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On développe le terme cos((n — 1)0) en cos(n0) cos(0) + sin(n0) sin(0) et l’on obtient

Tn+i(cos0) = cos(n0) cos(0) — sin(n0) sin(0) — cos((n+ 1)0).

La récurrence est établie.

(c) Commençons par vérifier que la famille est orthogonale.

méthode

|| On réalise le changement de variable t = cos0.

Soit m et n E N distincts. Par le changement de variable proposé avec 0 E [0 ; tt]
(Tn,Tm) = /* cos(n0) cos(m0) d0.

Jo

On linéarise l’expression trigonométrique par la formule

cos(a) cos(6) = (cos(a + 6) 4- cos(a — &))

et l’on poursuit le calcul avec des divisions par m — n et m + n qui sont possibles car ces 
entiers sont non nuis :

(Tn, Tm) = | y cos((n + m)0) d0 +

= 0.
1 sin((n 4- m)0)

7T
1

+ ~
sin((n — m)0)

2 n 4- m 20 n — m

Montrons maintenant que la famille est totale, c’est-à-dire que l’espace qu’elle engendre 
est dense dans E. Par récurrence double \ on vérifie que deg(Tn) = n. La famille (Tn)nGN 
est donc une famille de polynômes de degrés étagés : elle engendre l’espace des fonctions 
polynomiales sur [—1 ; 1]. Par le théorème de Weierstrass, ce dernier est dense dans E 
pour la norme || • l^ et l’est aussi pour la norme associée au produit scalaire ( • , • ) car 
celle-ci est dominée par || • En effet, pour toute fonction f de E,

/ fl f(f\2 \1/1 2 / fl II f||2 \l/2

1. On retrouvera celle-ci détaillée dans le sujet 28 du chapitre 5 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et
de probabilités MPSI.

ii/ii = 777» = / «(/ =^ii/u.
\J-1 v 1 — t / \J-1 v 1 — t /

La famille (Tn)n6N est donc totale.
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Exercice 26 **
Soit I un intervalle non vide de R et cj: I -4 R une fonction continue à valeurs 
strictement positives telle que 11-> est intégrable sur I pour tout n G N.
On munit R[X] du produit scalaire1

1. On vérifie aisément que cette application définit un produit scalaire notamment parce que la 
fonction eu est à valeurs strictement positives sur I ce qui entraîne (P, P) > 0 pour P 0.

2. On retrouve ici une mise en place de l’algorithme de Schmidt.

(P,Q) = [ P(t)Q(t)w(t) dt.
Ji

(a) Etablir l’existence et l’unicité d’une suite (Pn)neN formée de polynômes deux 
à deux orthogonaux et où chaque polynôme Pn est de degré n et de coefficient 
dominant 1.
Soit n 1.

(b) Montrer que le polynôme Pn+i — XPn est orthogonal à tout polynôme de degré 
inférieur à n — 2.

(c) En déduire l’existence de réels an et bn tels que Pn+i = (X — an}Pn — bnPn-i-
(d) Vérifier

{XPn,Pn} + , (XPn,Pn^) 
____________________ ll^nll2______________ ll^n-l||2 __________________

Solution

(a) méthode
Par analyse-synthèse, on montre l’existence et l’unicité de la famille (Fn)neN 
en observant que Pn est choisi dans l’orthogonal de Rn_i[X].

Analyse : Supposons la famille (Pn)neN convenable. Le polynôme Pq est de degré 0 et 
de coefficient dominant 1, ce ne peut être que le polynôme constant égal à 1. Pour n 1, 
le polynôme Pn est de degré n et orthogonal aux polynômes Pq, ..., Pn-i- Or ces derniers 
constituent une famille de polynômes de degrés étagés qui est une base de Rn_i[X]. Le 
polynôme Pn appartient donc à la droite normale de l’hyperplan Rn_i[X] dans Rn[X]. 
Sur cette droite il figure un seul polynôme de coefficient dominant 1 ce qui détermine Pn 
de façon unique2.

Synthèse : Considérons la famille (Pn)neN déterminée par les conditions : Pq = 1 et, 
pour tout n 1, Pn est le polynôme de coefficient dominant 1 figurant sur la droite nor
male de l’hyperplan Rn_i[X] dans Rn[X]. Ce polynôme Pn est de degré n car appartient 
à Rn[X] sans appartenir à Rn_i[X] puisqu’il est non nul. Au surplus, il est orthogonal 
aux polynômes Pq,..., Pn-i car ceux-ci appartiennent tous à Rn_i [X].

Finalement, la suite (Pn)neN ainsi définie est solution.
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(b) méthode
Pour P et Q deux polynômes réels, on remarque

(XP,Q) = f tP(t)Q(t)u(t)dt = {P, XQ).
Ji

Pour n = 1, un polynôme de degré inférieur à n — 2 est le polynôme nul et la propriété 
est entendue. On suppose dans la suite n 2. Soit Q un polynôme de Rn_2[X]. On écrit

(Pn+1 — XPn,Q) = (Pn+1,Q) - (XPn,Q) = (Pn+i,Q) - (Pn,XQ).

Lors de l’analyse de la question précédente on a vu que Pn est orthogonal à tout polynôme 
de Rn_i [X]. Ici, XQ appartient à Rn_i [X] et donc (Pn, XQ) =0. Un argument semblable 
donne aussi (Pn+i, Q) = 0 et donc (Pn+i — XPn, Q) — 0.

(c) Les polynômes Pn+i et XPn sont tous deux de degré n + 1 et de coefficient 
dominant 1. Il y a donc simplification des termes de plus haut degré dans le calcul- 
de Pn+i — XPn ce qui permet d’affirmer

Pn+i — XPn G Rn[X].

Le polynôme Pn+i — XPn est donc combinaison linéaire des polynômes Po,..., Pn qui 
constituent une base orthogonale de Rn[X]. Cependant, Pn+i — XPn est aussi ortho
gonal aux polynômes Po,... ,Pn-2 et est donc seulement combinaison linéaire des poly
nômes Pn-i et Pn. On peut donc écrire

Pn-j-1 XPn = Q,nPn bn,Pn—1 aVCC

ce qui donne, après réorganisation des membres, la relation voulue.

(d) méthode
|| Le polynôme Pn+i est orthogonal aux polynômes Pn et Pn-i-

D’une part, (Pn+i,Pn) = 0 donne par linéarité

(XP„ P„} 
(XPn,Pn) — an{Pn,Pn) — bn{Pn-i,Pn) =0 donc an = — _ ’ 2 ■■ 

s----V----z '----- V----- ' Il Pi II
= l|Pn II2 =0

D’autre part, (Pn+i,Pn_i) — 0 fournit

(XPPn—1) Q>n (Pn, Pn—1) bn (Pn—1 ? Pn— 1 ) donc bn
=0 =l|Pn-l||2

(XPn,Pn_Q

llfn-lll2

2
On peut aussi remarquer (XPn,Pn_i) = (Pn,XPn-i) = ||Pn|| .
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6.5 Exercices d'approfondissement

Exercice 27 *
Soit E un espace vectoriel euclidien. \
Montrer que l’ensemble {(x,y) G E2 | (x,y) libre} est un ouvert de E2. i

1. Plus généralement, le produit scalaire est continue pour la norme euclidienne associée.
2. [u, v, w] désigne le produit mixte des vecteurs ü,v et w, c’est-à-dire le déterminant de la famille 

(fZ, v, w ) dans une base orthonormale directe de E.
3. D’autres propriétés classiques sur le produit vectoriel peuvent être établies comme sa bilinéarité ou 

la formule du double produit vectoriel u A (v A w ) = (u| w )v — (û\v)w. Notons que le produit vectoriel 
n’est pas associatif et qu’il est anticommutatif v A u = — (ü Aï).

'------------- -------!' —y i 'j-'— i. . .. ,     ..    ......................

Solution

méthode
Par l’étude du cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz on sait :

(x,y) est libre <=> |(æ|î/)| < ||ar|| |MI

Considérons l’application f : E2 —> R définie par

f(x,y) = ||x|| Hî/ll - (x\y).

L’application f est continue sur E2 car la norme || • || est continue et le produit sca
laire est continue1 car bilinéaire au départ d’un espace de dimension finie. L’ensemble 
{(x,y) G E2 | (x,y) libre} est l’image réciproque de l’ouvert ]0;+oo[ par cette applica
tion continue, c’est donc un ouvert relatif à E2, c’est-à-dire un ouvert de E2.

Exercice 28 ** (Produit vectoriel)
Soit u et v deux vecteurs d’un espace euclidien orienté E de dimension 3. ;

(a) Montrer qu’il existe un unique vecteur noté ü/\v dans E vérifiant2

[u, v, x ] = (u A v | x ) pour tout x E E.

Le vecteur u A v est appelé produit vectoriel de u par v.
(b) Vérifier que u A v est un vecteur orthogonal à u et v.

(c) Montrer que la famille (u, v ) est libre si, et seulement si, u A v est non nul. 
Observer que la famille (u, v, u /\ v ) est alors une base directe.

(d) On introduit une base orthonormale directe B = (f, J, k) telle que u E Vect(î)
et v E Vect(7, J). Exprimer le vecteur u A v et vérifier la formule3 \

(u|u)2 + ||uAv||2 = ||u||2 ||v||2-
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Solution

(a) méthode

On introduit ü/\v par le théorème de représentation des formes linéaires (Th. 1 
p. 245).

Le produit mixte est une forme multilinéaire sur E, l’application 92: x [u, v,x] est 
donc une forme linéaire sur l’espace euclidien E. Il existe alors un unique vecteur ü /\ v 
vérifiant 92(2?) = (u A v | x ) pour tout x E E.

(b) méthode

Le produit mixte d’une famille de vecteurs est nul si, et seulement si, cette 
famille est liée.

On en déduit

(u A v|u) = [u,v,u] = 0 et (u A v|v) — [u, v,v] = 0.

(c) Raisonnons par double implication.

( ==> ) Si la famille (u, v) est liée, <p(x) = [u,v,x] =0 pour tout x E E et l’unique 
vecteur représentant la forme linéaire nulle est le vecteur nul : ü A v — 0.

( 4= ) Supposons la famille (u, v ) libre. On peut introduire un vecteur w complétant 
celle-ci en une base et alors [u, v, w ] / O ce qui entraîne ü /\ v 0.

Au surplus, si tel est le cas

[u, v, ü Av] = (u Av|uAv) = ||u Av || >0

et la famille (u, v, ü A v ) est une base directe.

(d) On introduit les coordonnées des vecteurs u et v dans B

u = et v — vii + v2j avec «i,vi,V2G1R.
Pour tout x E E de coordonnées aq, #2, X3 dans e, on a alors

[u, V, X ]
«1 V1 Xi

0 V2 X2

0 0 X3

= U1V2X3 = {uxV2k,x).

Par conséquent, ü A v = ix^k et donc

(u|v)2 + ||v A v||2 = («1V1)2 + («1V2)2 = u?(v2 + v2) = ||u ||2 ||v||2 .
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Les différentes propriétés obtenues permettent de 
positionner le vecteur u Av.

Lorsqu’il n’est pas nul :
— il est orthogonal à ü et v ;
— la famille (v, v, ü A v ) est directe ;
— ||u A v|| = ||u || ||v|| sin#

avec 0 l’angle géométrique1 formé par ü et v.

1. I?angle géométrique formé par deux vecteurs ü et v est l’unique angle 0 de [0 ; tt] pour lequel 
on vérifie (u, v) = ||ïz|| ||v|| cos 0. Ce n’est pas un angle orienté mais seulement une mesure de l’écart 
angulaire formé par deux vecteurs : un angle orienté ne peut être défini qu’à l’intérieur d’un plan orienté 
et correspond à une mesure modulo 2tt.

2. Voir sujet 7 p. 253.

Exercice 29 **
Soit E un espace préhilbertien réel.

(a) Établir l’inclusion F c (F±)± pour tout sous-espace vectoriel F de E.
On se propose d’établir par un exemple que cette inclusion peut être stricte. On 
introduit pour cela l’espace E = R[X] muni du produit scalaire donné par

(P|Q)= f P(i)Q(t)dt.

(b) Montrer que

est un hyperplan fermé de E.
(c) Soit Q 6 H -. Établir que, pour tout P € R[X],1

( P(t)Q(t) dt = (y1 |t| P(t) dt) (y1 Q(t) dt

(d) Vérifier que H - = {0} et conclure.1

Solution

(a) On sait F C (FJ')± et l’on sait que (F^)1 est fermée car l’orthogonal d’une partie 
est un fermé2. Les limites des suites convergentes d’éléments de F appartiennent donc 
à (P-L)±, c’est-à-dire F C (F1)1.

(b) méthode

|| On montre que H est le noyau d’une forme linéaire continue.
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Par définition, H est le noyau de la forme linéaire non nulle

<p: J \t\P(t)dt.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout P de R [A?]

/ r1 \1/2 / f1 \1/2

1. Voir sujet 4 p. 251.

(J = y 11-^11 ■

Ceci détermine un réel k pour lequel |</?(P)| C k ||P|| ce qui assure que l’application 
linéaire <p est continue. Son noyau, qui est l’image réciproque du fermé {0}, est donc un 
hyperplan qui est un fermé relatif à E donc un fermé de P.

(c) méthode
On interprète la différence des deux membres comme le produit scalaire de Q 
avec un polynôme de H.

Soit P € R[X]. On étudie la différence des deux membres où l’on considère l’intégrale 
de 11-> |i| P(t) comme une constante réelle À

y1 P(t)Q(t)dt- Q1 |t|P(t)dt) (f Q(t)dt^ = y1 (P(i) - A)Q(t)dt.

' =AeR ' =R(t)
Le polynôme R introduit appartient à H car

Z1 r1 r1|t|P(t)dt= / |t|P(t)dt- / A |t| dt = A - A = 0.
-i J-i J-i

Le polynôme Q appartenant à l’orthogonal de H, on a (P| Q) — 0 ce qui produit l’égalité 
voulue.

(d) En considérant cette fois l’intégrale de Q comme une constante réelle p, on obtient 
pour tout P € R[AT],

y P(t)Q(t)dt - ^y |t|P(t)dt^y Q(t)dt^ = y PÇt^Qiÿ-p^dt^^O.

—/2GR

Ceci entraîne1 que la fonction t Q(t)—p t\ est nulle sur [—1 ; 1]. Cependant, la fonction 
valeur absolue n’est pas polynomiale sur [—1 ; 1] et l’on a donc nécessairement p = 0 
puis Q = 0. Ainsi, R1- = {0}.

Finalement, on a (H±)± = E alors que H — H / E : l’inclusion H C est
stricte.
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Exercice 30 ** (Quadrature par la méthode de Gauss)
Soit a < b deux réels. Dans ce sujet, on identifie polynôme et fonction polynomiale 
associée sur [a ; &]. On munit l’espace E = C([a ;&],]&) du produit scalaire ?

fb 

(f\g) = / /(OsWdt. 
J a

Soit n un entier naturel.

(a) Montrer qu’il existe un polynôme G de degré n +1 orthogonal à tout polynôme
de R71 ] •

(b) Montrer que le polynôme G admet exactement n + 1 racines distinctes toutes 
dans l’intervalle ]a ; &[.

On note xq, ... ,xn les racines de G, wo,... ,a>n des réels et l’on pose, pour toute 
fonction f de E,

J
 6 n

f(t)dt-^2u)kf(xk). 
k=0

(c) Montrer qu’il est possible de choisir les réels cuo,... ,wn de sorte que S (P) = 0 
pour tout polynôme P de Rn[X].

(d) Vérifier alors que E(P) est aussi nul pour tout polynôme P de degré inférieur 
à 2n 4-1.

(e) Justifier que les Wk sont tous positifs.

Solution
(a) Rn[X] est un sous-espace vectoriel de dimension 

finie de E, on peut donc introduire la projection ortho
gonale sur celui-ci (Th. 3 p. 245). On considère alors le 
projeté orthogonal P de Xn+1 et G — Xn+1 — P. Le po
lynôme G convient car de degré n + 1 et orthogonal1 à 
tout polynôme de Rn[X].

1. On peut aussi employer que Rn[X] est un hyperplan de Rn4-1[-^] : tout élément non nul de sa 
droite normale convient.

(b) méthode
|| On introduit un polynôme ayant le même signe que G sur [a ; b].

Notons xi,...,xp les racines de multiplicités impaires de G appartenant à ]a;6[ et 
considérons le polynôme

P = (X-xl)...(X-xp).

Le produit GP détermine un polynôme de signe constant sur [a ; b] car ses racines sur ]a ; b[ 
sont de multiplicités paires. La fonction t >-> G(t)P(t) est alors continue sur [a;b], de 
signe constant, sans être la fonction nulle : son intégrale sur [a ; b] ne peut être nulle.
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Le polynôme P est donc de degré au moins égal à n + 1 et G possède au moins n + 1 
racines de multiplicités impaires dans ]a ; b{. Or le polynôme G est de degré n + 1 et 
l’on peut donc affirmer que G possède exactement n 4- 1 racines, toutes simples et dans 
l’intervalle ]a ; &[.

(c) méthode
|| On introduit les polynômes interpolateurs de Lagrange en les Xq, ... ,xn.

Pour k E [0 ; n], notons Lk le polynôme de degré n prenant la valeur 1 en xk et la 
valeur 0 en Xj pour tout j k. Pour tout P polynôme de Rn[X], on peut écrire

n

p—p{xk)Lk
k—Q

car1 les polynômes dans les deux membres sont de degrés inférieurs à n et prennent les 
mêmes valeurs en les n + 1 points xq, ■ • •, xn. On a alors par linéarité de l’intégrale

Z
 b n / fb \ n pb

P(t) dt = P(xk) / Lk(t)dt] =y^WkP(xk) avec cok = / Lfc(t)dt.
fc=0 ' J a / k=Q J a

Ainsi, pour ces valeurs wk indépendantes de P, on a S {P) = 0.

(d) Soit P un polynôme de degré inférieur à 2n 4- 1.

méthode
|| On réalise la division euclidienne de P par G.

La division euclidienne de P par G s’écrit

P = GQ + R avec deg(P) < n.

Puisque le polynôme P est de degré inférieur à 2n 4- 1, le polynôme quotient Q est de 
degré inférieur à n et est donc orthogonal à G. Par conséquent,

[ P(t)dt = (G|Q)+ [ R(t)dt.
J a ' v' JO

=0

Or le polynôme R est de degré inférieur à n et prend les mêmes valeurs que P en les xk 
qui sont les racines de G

Z
 b n n

R{P) dt = ^wkR(xk) = ^ujkP(xk).
k=0 k=0

On en déduit

Z
 b n

P(t)dt — '^2lüjkP(xk) puis E(P} = 0.
fc=0

1. La famille des polynômes de Lagrange en n + 1 points est une base de RnfX].



Chapitre 6. Compléments sur les espaces préhilbertiens

(e) Soit j e [0 ; nj. Le polynôme P = L2 est de degré 2n et donc

1. C’est-à-dire que la norme || • || est la norme euclidienne associée à un produit scalaire sur E.
2. Celle-ci est l’identité du parallélogramme : la somme des carrés des diagonales d’un parallélogramme 

est la somme des carrés de ses quatre côtés.

k=l

[ Lj(t)2 àt G. 
a

Exercice 31 ***
Soit E un espace vectoriel réel et || • || une norme sur E.
Montrer que la norme || • || est euclidienne1 si, et seulement si,

lk + d||2 + II® — dl|2 = 2(||®||2 + ||dl|2) pour tout (z, y) e E2.
< w XJlJlJULLLl.il UJ1JIJ.1I.I1II IJIILLJIJJIUIIIJU illl II 1L1. IJI-.11II JLJLLJL 1JILJLJJLLJL1J1L|ILU11ILJI1JI1J.|I1I1I1LJJJLJI I llli 1. HJLLJ II II III lî'l lllll il I |||l|| |||| iri||«IBlil||| III llilllllllia lllllll |||||||| ||||||■l|||   mil lllllll Il lllllll lliII II llll III   Il IIIIII I nu il mil lllllll IIIIUI II III l IIIIIH III  Illll \t

Solution
Raisonnons par double implication.
( => ) Supposons la norme || • || euclidienne et notons ( • | • ) le produit scalaire associé. 

Par les identités remarquables

ll® + dll2 = ll®ll2 + 2(æ|î/) + Hï/ii2 (i)
||®-dl|2 = lrf-2(®|d) + lldl|2 (2)

on obtient directement l’identité voulue2.
( <= ) Supposons l’identité du sujet vérifiée. Une petite analyse est nécessaire pour 

proposer un produit scalaire dont la norme serait issue. En exploitant l’identité remar
quable (1) on pourrait proposer

Ws) = |(l|z + ÿ||2 - M2 - IM2)

mais cette expression semble mal se prêter à l’hypothèse en cours. En considérant la 
différence des relations (1) et (2), on propose plutôt

&\y) = i(||æ + ?/l|2 - lk~ ï/l^-

Considérons donc l’application <p : E x E -4- R définie par la formule

<P(æ, d) = | (llæ + dll2 ~ llæ ~ dll2) •

L’application p est symétrique et vérifie p(x,x) = ||a;|| > 0 pour tout x € E non 
nul. La difficulté est d’établir qu’elle est bilinéaire. Compte tenu de la symétrie, il suffit 
d’étudier la linéarité en la deuxième variable.

Soit x, y, z trois vecteurs de E.

XJlJlJULLLl.il
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méthode
|| On vérifie pour commencer </?(2x, y + z) = 2p(x, y) + 2<p(x, z).

On écrit

<p(2x,y + z) = ^(||(z + î/) + (a; + ^)||2 - ||(z-2/) + (x - ^)||2}-

1. Voir par exemple le sujet 22 du chapitre 7 de l’ouvrage Exercices d’analyse MPSI.

Grâce à la propriété vérifiée par || • ||, on a

Ilo + 7/) + (æ + z)||2 = 2 ||z + ï/||2 + 2 ||æ + zII2 - ||2/ - z||2 et

||(x - y) + (x - < = 2 ||a? — î/||2 + 2 ||z - z||2 - \\z - y\\2 .

Après simplification et organisation des termes

y>(2x,y + z) = | (||x + ?/||2 - ||a; - t/||2 + ||x + z||2 - ||a; - z||2) = 2<p(x,y) + 2ça(a:, z).

En particularisant cette relation à z = 0#, il vient <p(2xy y) — 2ip(x,y) car <p(x,Qe) — 0-
On en déduit que, pour tous x, y et z dans E,

<p(x, y + z) = <p(x, y) + <p(x, z).

Il reste à justifier l’identité <p(x, Ay) = Aç?(a;, y) pour tout A réel.

méthode
On introduit la fonction /: À H ç?(ar,Xy) définie sur R et l’on vérifie que 
celle-ci est continue et additive.

Soit A et y deux réels. Par l’étude qui précède

f(X + [i) = <p(x,(X + p)y) = cp(x,Xy + py) = y>(x,Xy) + ip(x,py) = /(A) + /(/z).

L’application f est donc additive. Elle est aussi continue par opérations sur les fonctions 
car la norme || • || est continue. On sait1 alors que f est une fonction linéaire. On peut 
donc écrire

<p(x, Xy) = /(A) = A/(l) = X<p(x, y) pour tout A G R.

Finalement, <p est bien un produit scalaire sur E et la norme introduite est la norme 
euclidienne associée.



CHAPITRE 7

Endomorphismes des espaces euclidiens

E désigne un espace euclidien de produit scalaire1 ( • | • ) et n un entier naturel non nul.

1. On utilisera aussi indifféremment la notation ( • , • ).
2. On parle aussi à"automorphisme orthogonal.

7.1 Isométries vectorielles

7.1.1 Définition

Définition
On appelle isométrie vectorielle2 de E tout endomorphisme u de E conservant la 
norme euclidienne, c’est-à-dire vérifiant ||u(æ)|| = ||rr|| pour tout x € E.

Les isométries vectorielles conservent aussi le produit scalaire et par conséquent l’ortho
gonalité. Elles transforment une base orthonormale en uné base orthonormale et cette 
propriété caractérise les isométries parmi les endomorphismes.

L’ensemble O(E) des isométries de E est un groupe pour la composition des applications, 
on l’appelle groupe orthogonal de E.

Théorème 1
Si F est un sous-espace vectoriel stable par une isométrie vectorielle u, le supplé
mentaire orthogonal F1- est aussi stable par u.
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7.1.2 Réduction d’une isométrie en base orthonormale

Les isométries vectorielles correspondent aux endomorphismes représentés par une ma
trice orthogonale1 en base orthonormale. En choisissant correctement cette base, on peut 
proposer une représentation simplifiée :

1. Une matrice orthogonale de taille n est une matrice A de A4n(K) vérifiant *AA = In. L’en
semble On(R) de ces matrices est un groupe multiplicatif que l’on appelle groupe orthogonal d’ordre n.

2. On dit aussi orthogonalement semblable pour signifier que la matrice de passage peut être choisie 
orthogonale.

Théorème 2
Si u est une isométrie vectorielle de E, il existe une base orthonormale de E dans 
laquelle la matrice de u est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme

r-n r (cosô -sin0\ a , r .(1), (—1) ou . a n avec 0 0 pr].y smp cosp J 1 1

Autrement dit, E est la somme directe orthogonale des espaces E’i(u), E_i(u) et de 
plans sur lesquels l’endômorphisme induit par u est une rotation non triviale.

Toute matrice orthogonale est donc semblable 2 par une matrice de passage orthogonale 
à une matrice diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme

/cos0 -sm0\ zj ,n r n(1), (-1) ou . a z, avec 0 0 tt .v ’ y smp cosp J 7- i j

7.1.3 Isométries vectorielles positives en dimension 3

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. A cause de la nature géométrique de 
ce qui suit, on adopte une notation fléchée des vecteurs.

Orientation induite

Soit P un plan de l’espace E et D — P1- sa droite normale. Il n’existe pas a priori 
d’orientation préférentielle ni sur P, ni sur D.
On choisit arbitrairement une orientation sur D par l’introduction d’un vecteur unitaire u 
déterminant le sens positif : on dit alors que la droite D est un axe.
On complète u en une base orthonormale directe B = (u,v,w') de l’espace E. La fa
mille (v, w ) est alors une base orthonormale du plan P. En choisissant celle-ci pour base 
orientée de référence de P, on dit que l’on munit le plan P de V orientation induite par 
celle de D.
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Si l’on renverse l’orientation de D, l’orientation induite sur P est elle aussi inversée.

Rotation de l'espace

Une isométrie positive1 f de E peut 
être représentée dans une base ortho
normale directe B = (iï,v,w) par la 
matrice

1. Les isométries de E se partitionnent en les isométries positives de déterminant 1 et les négatives 
de déterminant —1. Les isométries positives conservent l’orientation et l’on parle parfois d'isométries
directes.

/I 
0 

\°

0 
cos 6 
sinO

0
— sin# 
cos#

On introduit alors la droite D dirigée 
et orientée par le vecteur u et le plan 
P = Vect(v, w) muni de l’orienta
tion induite. L’isométrie f agit comme 
l’identité sur l’axe D — Vect(u) et 
comme la rotation d’angle 0 sur le 
plan P = D1.

Définition
On dit que f est la rotation d’axe dirigé et orienté par u et d’angle 6. On la note 
Rot^^.

Les isométries positives de E se limitent aux rotations qui viennent d’être décrites, on 
dit que SO(E') est le groupe des rotations de E.

Il est facile de composer deux rotations de même axe et celles-ci commutent :

V(0,0') G R2, Rot^a o Rot£>ÉK = RotÆ)0+(?> = Rot^' o Rot^ .

L’inverse d’une rotation est une rotation de même axe et d’angle opposé.
La composée de deux rotations d’axes différents est une rotation mais celle-ci n’est pets 
immédiate à caractériser.
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Classification

Soit f une isométrie de l’espace E autre que l’identité. Par le théorème Th. 2 p. 288, on 
peut affirmer :

— si l’espace Ker(/ — Id#) est une droite vectorielle, l’endomorphisme f est de déter
minant 1, c’est une rotation autour de cette droite  ;1

— si l’espace Ker(/ — Id#) est un plan vectoriel, f est la réflexion par rapport à ce 
plan.

1. On verra dans le sujet 2 p. 292 comment en déterminer l’angle.

Le cas où l’espace Ker(/ — Id#) est réduit au vecteur nul sort du cadre du programme. 
On peut cependant établir que f est alors la composée d’une réflexion et d’une rotation 
autour de la droite normale au plan de réflexion.

7.2 Endomorphismes symétriques

7.2.1 Définition
Définition

Un endomorphisme u de E est dit symétrique lorsque (u(æ) | J/) = (a?|u(î/)) pour tous 
les vecteurs x et y de E.

Les projections orthogonales sont des endomorphismes symétriques et, inversement, une 
projection qui est un endomorphisme symétrique est orthogonale.

Théorème 3
Soit u e £(E) et e = (ei,... ,en) une base orthonormale de E. On a équivalence 
entre :
(i) u est symétrique ;

(ii) la matrice de u dans e est symétrique.
v ■■ _________________________ ___________________________________________________________________________ /

L’ensemble S(E) des endomorphismes symétriques de E est un sous-espace vectoriel 
de C(E) isomorphe à l’espace 5n(R) des matrices réelles de taille n. L’espace S(E) est 
donc de dimension

n(n ■+-1)
2 ’

7.2.2 Réduction des endomorphismes symétriques

Théorème 4
Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par un endomorphisme symétrique u, 
l’espace F1- est aussi stable par u.

Les endomorphismes induits par u sur F et F1- sont encore symétriques.
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Théorème 5 (Théorème spectral)
Si u est un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E alors E est la somme 
directe orthogonale des soùs-espaces propres de u.

X................................................................................................................ .. ..............        - ______________ ________________________________________________________________________________________________ ?

En conséquence, tout endomorphisme symétrique est diagonalisable dans une base or
thonormale 1.

1. On dit que les endomorphismes symétriques sont orthogonalement diagonalisables.
2. On dit que les matrices symétriques réelles sont orthogonalement diagonalisables.

Théorème 6 (Théorème spectral matriciel)
Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable par une matrice de passage or
thogonale2.

Ainsi, toute matrice A de 5n(R) peut s’écrire A = PDP~\ ou encore A = PD1 P, avec 
P G On(R) et D diagonale.

Une matrice symétrique complexe peut ne pas être diagonalisable.

7.3 Exercices d’apprentissage

7.3.1 Isométries vectorielles

Exercice 1
Soit u une isométrie vectorielle d’un espace euclidien E de produit scalaire ( •, • ).

(a) Quelles sont les valeurs propres réelles possibles de u ?
(b) Vérifier que les espaces propres associés sont orthogonaux.
(c) On suppose que F et G sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de E. 

Que dire des espaces images u(F) et u(G) ?

Solution

méthode
Une isométrie est un endomorphisme qui conserve le produit scalaire, la norme 
et l’orthogonalité.

(a) Soit À e 1 une valeur propre de u et a; un vecteur propre associé : x est un vecteur 
non nul vérifiant u(æ) = Xx. En considérant la norme des deux membres de cette égalité 
on obtient

||«(x)|| = ||Ax|| = |A| ||x||.

Or ||u(x)|| = ||x|| car u conserve la norme et donc |A| ||x|| = ||x||. En simplifiant par ||æ|| 
qui est non nul, on obtient |A| = 1. Ainsi, les seules valeurs propres réelles possibles d’une 
isométrie vectorielle sont 1 et —1.
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(b) Soit x et y des vecteurs1 appartenant aux espaces Bi(u) et F_i(u). On a u(x) = x 
et u(y) = —y donc

1. Nous ne disons pas que x et y sont des vecteurs propres car ceux-ci peuvent être nuis, les espaces
Ei(u) et E-i(u) peuvent d’ailleurs être réduits au vecteur nul.

(u(x),u(y)) = {x,—y} = ~{x,y).

Cependant, (u(a;), u(y)) = (x,y) car l’isométrie conserve le produit scalaire. On a donc 
(x,y) = 0 et l’on peut affirmer que les espaces E\(u) et E~y(u} sont orthogonaux.

Soulignons que ces deux résultats sont des conséquences directes du théorème de ré
duction des isométries en base orthonormale (Th. 2 p. 288).

(c) Si F et G sont orthogonaux, on a F C G1- et donc u(F) C u(G±). Cependant, on 
sait aussi «(G1-) = («(G))-*- (Th. 1 p. 287) et donc u(F) c («(G))1 : les espaces u(F) 
et u(G) sont orthogonaux.

Exercice 2
Soit E un espace vectoriel euclidien orienté muni d’une base orthonormale directe 
B = (7, J,k}. Décrire les endomorphismes de E figurés dans la base B par chacune’ 
des matrices suivantes :

1 /1 2 2 \ / 1 -x/2 1 \
(a) A = - I 2 1 -2 (b)B=- k/2 0 -V2

\2 -2 1 / 2 \ 1 ^2 1 J
/O 0 1\ 1 /—8 4 1 \

(c) G = 1 0 0 (d) D = - 14 7 4 .
\0 1 0/ 9 \ 1 4 —8/

Solution

(a) méthode

On observe que la matrice A est orthogonale en vérifiant que ses colonnes (ou 
ses lignes) forment une famille orthonormale pour le produit scalaire usuel.

Notons Gi, C2 et C3 les colonnes de A. Le produit scalaire de deux colonnes de coeffi
cients (x, y, z) et (x', y', z’) se calcule par la formule xx’ + yy’ -I- zz'. On obtient alors

(Cl !C2) = 1(2 + 2 - 4) = 0 y
IIC'ill2 = i(i + 4 + 4) = 1 

y
(C2IC3) = 1(4 — 2-2) = 0 y IIC2II2 = 1(4 + 1 +4) = 1 y
(C3|C1) = l(2-4 + 2)=0 y IICsII2 = 1(4 + 4+ 1) = 1 y

La matrice A est donc orthogonale. L’endomorphisme a figuré dans la base orthonor
male B par la matrice A est donc une isométrie.
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méthode
On détermine la nature de f en étudiant l’ensemble de ses vecteurs invariants : 
lorsqu’il s’agit d’un plan c’est un réflexion, lorsqu’il s’agit d’une droite c’est 
une rotation.

Soit u = xi + yj + zk un vecteur de E. On a a(Ü) — u si, et seulement si, AX = X 
avec X la colonne de coefficients x, y, z. Ceci conduit à la résolution du système

x 4- 2y 4- 22 — 3x f 2x 4- 2y 4- 22 = 0
2a; 4- y — 2z = 3y soit < 2x — 2y — 2z — 0 
2x — 2y + z = 3z [ 2x — 2y — 2z = 0.

L’ensemble solution est le plan P d’équation x — y — z = 0. On en déduit que a est la 
réflexion par rapport à ce plan.

(b) On vérifie que les colonnes de B sont unitaires et deux à deux orthogonales. 
L’endomorphisme b figuré par la matrice B dans la base orthonormale B est donc une 
isométrie. Par la résolution de l’équation 6(u) = u d’inconnue ÜE E,on obtient que 
l’espace des vecteurs invariants par b est la droite D = Vect(f4- k ) : l’isométrie b est une 
rotation1 autour de la droite D.

1. On peut aussi calculer le déterminant de B : observer det(B) — 1 assure que b est une rotation.
2. Ce choix est arbitraire, si l’on oriente la droite D par un vecteur opposé au précédent, la mesure 

angulaire finale est opposée.

méthode
|| Pour introduire l’angle de la rotation 6, on oriente la droite D.

Orientons2 la droite D par le vecteur u = ï 4- k et notons 9 l’angle de la rotation b 
autour de l’axe D.

méthode /1 o o \
Dans une base adaptée, la rotation b est figurée par la matrice I o cose - sine ).\ 0 sin e cos 0 J 
On a donc tr(6) = 14-2 cos 9.

La trace de l’endomorphisme b peut aussi être calculée à partir de la matrice B ce qui 
révèle la valeur de cos 9 :

1 4- 2 cos# = tr(B) = | 4- 0 4- = 1 donc cos# = 0.

Il suffit ensuite de connaître le signe de sin# pour déterminer 9 à 2% près.

méthode
Si v est un vecteur n’appartenant pas à l’axe D, la famille (u, v, b(y)) est 
directe si sin 9 > 0 et indirecte si sin 9 < 0.

Le signe du produit mixte [u,i,6(f)] détermine donc le signe de sin#. Ce produit 
mixte peut être calculé à l’aide des coordonnées dans la base B car celle-ci est une base
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orthonormale directe :

1 1 1/2
[ïï, f, 6(f)] =00 \/2/2

1 0 1/2

On a donc cos# = 0 avec sin# > 0 donc 0 = tt/2 [2-zt].
On peut conclure que b est la rotation d’axe dirigé et orienté par ï + k et d’angle zr/2 

(il s’agit d’un quart de tour direct autour de l’axe dirigé et orienté par f+ k).

(c) Les calculs sont semblables aux précédents. La matrice C est orthogonale car ses 
colonnes sont unitaires et deux à deux orthogonales. L’endomorphisme c figuré par C 
dans la base orthonormale B est une isométrie. L’ensemble des vecteurs invariants est la 
droite D dirigée par ü = i + j + k : cest une rotation autour de cette droite. Orientons 
la droite D par ce vecteur u et déterminons l’angle 0 de la rotation c. On a

2 cos# + 1 = tr(C) = 0 et [u, f, c(f)] = 1 0 1 =1

On conclut que c est la rotation1 d’axe dirigé et orienté par 14- J+ k et d’angle 2?r/3.

1. Cette affirmation est conforme à l’action de c qui envoie i sur j, j sur k et k sur F : la matrice C 
est une matrice de permutation.

2. On peut anticiper que d est une symétrie orthogonale en observant que la matrice D est orthogonale 
et symétrique : voir sujet 4 p. 295.

(d) La matrice D est orthogonale et l’endomorphisme d figuré par D dans la base 
orthonormale B est une isométrie. L’ensemble des vecteurs invariants est la droite A 
dirigée par u = t + 4j* + k. Orientons celle-ci par le vecteur u. L’angle 0 de la rotation d 
vérifie 2 cos 0+1 = tr(D) = — 1 et donc cos 0 = — 1. On en déduit directement 0 = tt [2tt] : 
la rotation d est une symétrie orthogonale 2 par rapport à la droite A. On dit encore que d 
est un retournement d’axe A.

7.3.2 Endomorphismes symétriques

Exercice 3 ï
Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E. Montrer î

Ker(u) Im(u) = E.

Solution

méthode
On établit que les espaces Ker(u) et Im(u) sont orthogonaux par la propriété 
de symétrie {u(x),y) = {x,u(y)} pour tous x,y de E.
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Soit x G Ker(u) et y G Im(u). On peut introduire a G E tel que y — u(d) et écrire par 
la propriété de symétrie

(x,y) = {x,u(a)} = (u(x),a) = (0F,a) = 0.

Ainsi, les espaces Ker(tt) et Im(u) sont orthogonaux et donc en somme directe. De plus, 
la formule du rang donne

dimE = dimKer(tt) + dimlm(u)

donc les espaces Ker(u) et Im(u) sont supplémentaires et orthogonaux1.

1. Par le théorème spectral, on sait que E est la somme directe orthogonale des sous-espaces propres 
de u. Ici, Im('u) correspond à la somme des sous-espaces propres associés aux valeurs propres non milles.

2. On peut aussi obtenir le résultat matriciellement, si M figure l’endomorphisme u dans une base 
orthonormale, celle-ci vérifie = In et lM — M donc M2 ~ In.

En particulier, on peut écrire Ker(u) = (lm(u)) et Im(u) — (Ker(u)) .

Exercice 4
Déterminer les isométries d’un espace euclidien qui sont aussi des endomorphismes 
symétriques.

Solution
Soit u une isométrie qui est aussi un endomorphisme symétrique. Pour x et y vecteurs 

de E, la conservation du produit scalaire donne

(u(x),u(î/)) = (x,y)

tandis que la propriété de symétrie donne

(u(x),u(2/)) = (u(u(x)),î/) = {u2(x),y}.

méthode
On peut montrer qu’un vecteur est nul en constatant qu’il est orthogonal à 
tout vecteur de l’espace.

Par différence, les calculs précédents donnent

(u2(rr) — x, y) =0 pour tous x, y G E.

On en déduit que, pour tout x de E, le vecteur u2 (x) — x est orthogonal à tout vecteur 
de E et c’est donc le vecteur nul. Ainsi, u2 = Id# : l’endomorphisme u est une symétrie2. 
Au surplus, celle-ci est une symétrie orthogonale car ses sous-espaces propres Ker(u—Id^) 
et Ker(u + Id£;) sont orthogonaux (Th. 5 p. 291).

Inversement, une symétrie orthogonale s est une isométrie mais aussi un endomor
phisme symétrique car, pour tous x et y de E,

(s(x),y) = (s(x),s(s(y))} = (x,s(j/)).
sJ=IdB sEO(E)
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Exercice 5
Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E non réduit au vecteur 
nul. Montrer1

1. Précisément, la borne supérieure porte sur les vecteurs de E de norme 1.
2. L’existence de la borne supérieure peut aussi être acquise directement en appliquant le théorème 

des bornes atteintes à la fonction continue x i—> ||u(x)|| définie sur le compact non vide formé des vecteurs 
de norme 1. Au surplus, on peut anticiper que cette borne supérieure est un max.

sup ||u(a:)l| = max |A|.11x11=1" " AeSp(u)

Solution

méthode
Par le théorème spectral (Th. 5 p. 291), l’endomorphisme symétrique u est 
diagonalisable dans une base orthonormale.

Soit e = (ei,... ,en) une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u. 
Notons Ai,..., Xn les valeurs propres associées aux vecteurs propres ei,...,en et posons p 
la valeur maximale parmi | Ai (,..., |An|.

Soit x un vecteur unitaire de E. On peut écrire x = xi&i + • ■ ■ + xnen avec xi,..., xn 
des réels tels que x^ H---- + x2n = 1. On a alors u(x) = (Aiæi)ei + • • • + (Anxn)en puis

im^h2=è xixi ..f.
i=i iA^pi=1

Ainsi, on peut affirmer l’inégalité qui suit avec existence2 de la borne supérieure intro
duite

sup ||u(x)|| 4 P-
M=i

Enfin, si Ïq désigne un indice pour lequel |Aj0| = p, on a ||u(ej0)|| = p et ||ei01| = 1 donc 

sup ||u(æ)|| = max ||u(æ)|| = p.
||a;||=i M=i

'--------------------------------------------------------- '——  -------------------------- '
Exercice 6
Soit A G AAn (R).

(a) Justifier que la matrice *AA est diagonalisable.
(b) Montrer que les valeurs propres de *AA sont toutes positives.

Solution

(a) méthode
|| Les matrices symétriques réelles sont diagonalisables (Th. 6 p. 291).

La transposée d’un produit est le produit des transposées en ordre inverse et donc 

^AA) =tAt(tA) =*AA.

La matrice t’AA est donc diagonalisable car symétrique et réelle.
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(b) Soit À une valeur propre de *AA et X un vecteur propre associé. On a

lAAX = XX avec X £ 0.

méthode
On multiplie à gauche par 1X afin de faire apparaître la norme euclidienne sur 
les colonnes.

1. Ces matrices figurent les symétries orthogonales en base orthonormale.

D’une part,

tXtAAX = tX{tAAX) = XlXX = X(X,X) = X\\X\\2 .

D’autre part,
^AAX = ^AXjAX = (AX,AX) = ||AX||2 .

Puisque la colonne X est non nulle, on conclut

wi

7.4 Exercices d’entraînement

7.4.1 Isométries et matrices orthogonales

Exercice 7 *

(a) Trouver toutes les matrices de On(R) diagonalisables sur JR.
(b) Montrer que toutes les matrices de On(R) sont diagonalisables sur C.

Solution

(a) méthode
Les valeurs propres réelles possibles d’une matrices orthogonales sont 1 et — 1 
(Th. 2 p. 288).

Analyse : Soit A G On(R) diagonalisable. Les valeurs propres de A ne pouvant être 
que 1 et —1, la matrice A est semblable à une matrice diagonale D où ne figurent sur la 
diagonale que des 1 et/ou des —1. Le polynôme X2 — 1 = (X — 1)(X + 1) annule D donc 
aussi A et par conséquent A2 = In.

Synthèse : Soit A G On(R) vérifiant A2 = In. La matrice A est diagonalisable car 
annule le polynôme X2 — 1 qui est scindé sur R à racines simples.

En résumé, les matrices A de On(R) diagonalisables sur R sont celles vérifiant1 A2 = In 
(ou, et c’est équivalent *A = A).
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(b) Soit A E On(R).

méthode
La matrice A est semblable à une matrice diagonale par blocs de blocs diago
naux (Th. 2 p. 288)

/n / i\ /cos# -sin0\ r i(1), (-1) ou . „ „ avec 0^0 % .v ' v 7 ysm# cos 0 J 1 J

1. Voir aussi sujet 4 p. 134.

Soit 0 0 [tt]. La matrice

R _ (cos 0 — sin 
e ysin0 cos# J

a pour polynôme caractéristique X2 — 2cos(#)X + 1 de racines complexes distinctes ei0 
et e-161. La matrice Re est donc diagonalisable1 sur C semblable à

fei0 0 \
\ 0 e~i0J ’

En raisonnant par blocs, on peut affirmer que la matrice A est aussi diagonalisable sur C. 
Notons que les valeurs propres complexes de A sont toutes de module 1.

Exercice 8 **
Soit n E N avec n 2. Déterminer les matrices de On(R) dont tous les coefficients I 
sont positifs ou nuis. f

Solution
Soit A = (aij) E 0n(R) dont tous les coefficients sont positifs ou nuis.

méthode
|| On montre que les rangées de A comportent un et un seul coefficient non nul.

La matrice A étant orthogonale, ses colonnes forment une famille orthonormale pour 
le produit scalaire canonique sur A4n,i(IR) donné par

n
{X,Y} = lXY =

i=l

Par l’absurde, supposons que la j-ème colonne de A possède au moins deux coefficients 
non nuis situés en fc-ième et en £-ième ligne. Puisque les colonnes de A sont orthogonales, 
on a pour tout indice j' différent de j

n
“ 0-

i=l
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Sachant que les coefficients sont tous positifs, on obtient aijttij' = 0 pour tout i E [1 ; n]. 
En particulier, a^j' = ae,j> = 0 car et agj sont non nuis. Ainsi, les n — 1 colonnes 
correspondant aux indices autres que j appartiennent à l’espace formé des colonnes dont 
les A:-ième et Aième coefficients sont nuis. Or cet espace est de dimension n — 2 car c’est 
l’intersection de deux hyperplans distincts tandis que les n — 1 colonnes considérées sont 
linéairement indépendantes : c’est absurde.

Ainsi, il figure au plus un coefficient non nul sur chaque colonne de A. Celui-ci est 
forcément égal à 1 car les colonnes de A sont unitaires. Les colonnes de A sont donc 
élémentaires. Cependant, elle sont aussi deux à deux orthogonales et a fortiori deux à 
deux distinctes.

Finalement, la matrice A est constituée des colonnes de la matrice In dans un certain 
ordre, il s’agit d’une matrice de permutation1.

1. Voir sujet 22 p. 91.
2. En s’inspirant du sujet 27 p. 322, on peut aussi établir Gu = lAA avec A la matrice des coordonnées 

des vecteurs Uj dans une base orthonormale de F. On conclut alors grâce à l’égalité rg(tAA) = rg(A) 
(voir sujet 21 p. 269).

Inversement, une telle matrice est effectivement orthogonale et à coefficients positifs.

Exercice 9 *** |

Soit E un espace euclidien de dimension n 1. On appelle matrice de Gram d’une I 
famille u = («i,... ,up) de vecteurs de E, la matrice Gu E A4P(K) de coefficient j 
général

(a) Montrer que la famille u — (ui,... up) et la matrice Gu ont le même rang.
(b) Soit u = («i,..., Up) et u = (ui,... ,vp) deux familles de vecteurs de E telles

que Gu = Gv. Montrer qu’il existe une isométrie f de E vérifiant /(wJ = f(vi) pour 
tout indice i E [1 ;p]. I

Solution

(a) Introduisons l’espace F = Vect(ui,..., up) engendré par la famille u.

méthode
On étudie le rang2 de l’application <p : F —> IRP déterminée par

<p(x} = ((x,ui),..., (x,up)).

L’application ip est linéaire et injective. En effet, un vecteur x de son noyau est né
cessairement nul car orthogonal à chaque vecteur Uj, il appartient donc à la fois à F et 
à F^. Par conservation du rang par une application linéaire injective

rg(ui,... ,up) = rg(<p(ui ),..., 9?(up)).

Or les vecteurs . ,<p(up) constituent les colonnes de la matrice Gu et l’on peut
donc affirmer

rg(wi,... ,up) = rg(Gu).
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(b) méthode
|| On commence par résoudre le cas où la famille u est libre.

Cas : La famille u libre. On complète celle-ci en une base u' = («i,..., wn) à l’aide de 
vecteurs unitaires deux à deux orthogonaux choisis dans l’orthogonal de Vect(ui,..., up). 
La matrice de Gram de la famille u' se déduit de celle de u :

Gu. = (G“ 0 ) e JKn(K).
\ U Ln_p J

Par égalité des matrices Gu et Gv la famille v est aussi libre et peut être complétée en 
une base v' = (vi,..., vn) comme au-dessus de sorte que Gv> = Gu>.

Considérons alors l’endomorphisme f de E déterminé par f(uk) = Vk pour tout k 
de [1 ; n]. Vérifions que celui-ci conserve la norme.

Soit x un vecteur de E. On peut écrire x = Ai^i +---- F Anun car la famille u' est une
base de E. Par développement du calcul de la norme

n n n n
||æ||2 = (x,x) = (^2 Xiuj) = T? AjAj(ui,Uj).

z=l j=l i=l j=l

Par définition de l’application linéaire f, on a f(x) = Aitq -F • • • -F Anun et un calcul de 
norme analogue au précédent donne

n n 

||/(z)||2 = 2b y2 XiXAVi’ V3Ï- 

i=l j=l

Or Gu> = Gv> et donc ||/(x)|| = ||a?|| : l’endomorphisme / est une isométrie qui résout le 
problème posé.

Cas général : Posons r le rang de la famille (ui,..., up). Quitte à permuter les vecteurs, 
supposons que les r premiers vecteurs de la famille u sont indépendants. On permute de la 
même façon les vecteurs (vi,..., vp) afin de conserver l’hypothèse Gu = Gv. Par l’étude 
qui précède, on peut introduire une isométrie f de E envoyant les r premiers vecteurs 
de la famille u sur les vecteurs correspondants de la famille v. Etudions les images des 
vecteurs restants ur+i, ■ ■ ■ ,up.

Soit k e [r 4-1 ;p]. Le vecteur Uk est combinaison linéaire des vecteurs ui,... ,ur ce 
qui permet d’écrire Uk = Aiiti -F • • • -F Xrur. On a alors, pour tout i G [1 ; nj,

(uk — (Ai«i + • • • -F Arur), Ui) = 0.
—Oe

Sachant Gu = Gv, on a aussi

(vk - (AiUi -I------ 1- Arur), vi) — 0.

Le vecteur Vk — (AiVi -F • • • -F Xrvr) est alors combinaison linéaire des Vi tout en étant 
orthogonal à chacun d’entre eux : c’est le vecteur nul. On en déduit

Vk = A1U1 +---- 1- XTvr - Ai/(ui) -F---- F Ar/(tlr) = /(Ufc).

Finalement, f est une isométrie solution.
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7.4.2 Rotations de l’espace

Exercice 10 *
Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3, r une rotation de E et s une 

de E. Caractériser l’application s o r o s.symétrie orthogonale

Solution
Dans une base orthonormale directe B = (ü.v,w) adaptée à son axe, la matrice de la 

rotation r est de la forme

1 0 ° \
0 COS0 — sin 0 1 avec 0 € R
0 sin0 cos 0 /

L’endomorphisme r se décrit alors comme la rotation d’axe dirigé et orienté par ü et 
d’angle 0.

méthode
Il Si g est un automorphisme, la matrice d’un endomorphisme f dans une base e 
|| est aussi celle de g o f o g~r dans la base g(e).

Pour tout x € E, on remarque (s o r o s)(s(x )) = s(r(æ)). Dans la base orthonormale 
s(B) = (s(û ), s(y ), s(w )) la matrice de s o r o s est donc

/I 
0 

\0

0
COS0 
sin0

0
— sin0 
cos0

méthode
|| Avant de conclure, il faut connaître l’orientation de la base s (B).

Distinguons deux cas :
Cas : det(s) = 1. La base s (B) est directe et s o r o s est la rotation d’axe dirigé et 

orienté par s(u) et d’angle 9.
Cas : det(s) = —1. La base s(B) est indirecte. Considérons alors la base orthonormale 

directe (s(u), s (y ), — s(w )). La matrice de s o r o s dans celle-ci est

/I 0 0
I 0 cos0 sin0 
\0 — sin 9 cos 9

/I 
0 

\°

0 
cos(—9) 
sin(—0)

0 \
— sin(—0) | . 
cos(—0) /

L’endomorphisme s o r o s est alors la rotation1 d’axe dirigé et orienté par s(u) et 

1. C’est aussi la rotation d’axe dirigé et orienté par —s(ü) et d’angle 0 comme on peut le voir en 
figurant l’endomorphisme dans la base orthonormale directe (—s(u ), s(v ), s(w )).

d’angle —0.
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Exercice 11 **
Soit f une rotation d’un espace euclidien E orienté de dimension 3.

(a) On suppose qu’il existe x 0 tel que f(x ) = — x. Montrer que f est un retour
nement, c’est-à-dire une symétrie orthogonale par rapport à une droite.

(b) En déduire que toute rotation f peut s’écrire comme produit de deux retourne
ments.V  ..

Solution

(a) méthode
|| On étudie les valeurs propres de la rotation f.

Dans une base orthonormale directe B = (u, v, w ) adaptée à son axe, la matrice de la 
rotation f est de la forme

/1 0 0
I 0 cos# — sin# 
\ 0 sin 0 cos 0

avec 0 € R.

Son polynôme caractéristique est donc Xf = (X — 1)(X2 — 2cos(#)X + 1).
S’il existe x =4 0 tel que f(x ) = — x alors —1 est valeur propre de f donc racine de Xf- 

On en déduit cos 0 — —1 et la matrice de f dans B est alors

10 0 \
0-1 0 .
0 0 -1/

C’est la matrice d’une symétrie orthogonale par rapport à la droite D = Vect(u).
Notons aussi que le vecteur propre x est orthogonal à D car il s’agit d’un vecteur 

changé en son opposé donc d’un vecteur de Ker(/ 4- Id^) — DL.

(b) Soit f une rotation de E d’axe D = Vect(u).

méthode
|| On compose f par un retournement g d’axe A orthogonal à D.

Par opération dans le groupe SO(E') des rotations de E, l’endomorphisme h = g o f 
est une rotation de E. De plus,

h(Ü ) = (g o f)(Ü) = g(iï ) = — ü car ü e D C A-1.

La résolution de la question précédente assure que la rotation h est un retournement et 
alors f = g~r o h — g o h est \e produit de deux retournements. Au surplus, on peut 
souligner que g et h sont d’axes orthogonaux à D.

Exercice 12 **
Soit f et g deux rotations d’un espace euclidien orienté E de dimension 3.
A quelle(s) condition(s) a-t-on g o f = f o g?
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Solution
Si l’un des endomorphismes f ou g est égal à l’identité, on a assurément g o f = f o g. 

Supposons désormais les rotations f et g distinctes de Id#.

méthode
|| Si f et g commutent, les sous-espaces propres de l’un sont stables par l’autre.

L’axe D = Vect(u) de la rotation / est le sous-espace propre de f associé à la valeur 
propre 1. Il est stable par g car

= g(f(Ü)) = g(u).

Par conséquent, u est vecteur propre1 de g. Or g est une isométrie et ses seules valeurs 
propres possibles sont 1 et —1. Distinguons alors deux cas

1. Rappelons qu’un vecteur est vecteur propre d’un endomorphisme si, et seulement si, il engendre 
une droite vectorielle stable par cet endomorphisme.

2. Voir le sujet précédent.
3. Autrement dit, A G SC>3(IR).

Cas : g{ü) = ü. Les rotations f et g ont le même axe. Inversement, on sait que deux 
rotations de même axe commutent.

Cas : g(iï) = —ü. La rotation g est alors un retournement2 3 d’axe A = Vect(v) ortho
gonal à u. De plus, un raisonnement symétrique donne que v est vecteur propre de / et, 
comme celui-ci n’appartient pas à l’axe D, la valeur propre associée ne peut être que —1. 
Les rotations f et g sont alors des retournements d’axes orthogonaux. Inversement, de 
telles rotations commutent car sont figurées par des matrices diagonales dans une base 
orthonormale commençant par Ü et v.

En résumé, deux rotations autres que l’identité commutent si, et seulement si, il s’agit 
de deux rotations de même axe ou de deux retournements d’axes orthogonaux.

Exercice 13 ***
Soit a, b et c trois réels. On étudie la matrice................

7a b c\ ?
A = I c a 

\ b c (71

(a) Montrer que A est une matrice si, et Seülemeàit si, a, b, c
sont les trois racines d’un polynôme de lafôrrnéïX’2 + k avec k e [0 ; 4/27].

(b) Décrire la transformation géométrique associée aux matrices correspondantes.

Solution

(a) A est une matrice orthogonale positive si, et seulement si, ses colonnes sont uni
taires, deux à deux orthogonales et son déterminant vaut 1. Ces conditions sont réunies
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dans le système suivant1 :

f a2 + b2 + c2 = 1
(S) : < ab 4- bc 4- ca = 0

[ a3 4- b3 4- c3 — 3aàc = 1.

méthode
Les réels a,b,c sont les trois racines du polynôme

(X - a)(X - b)(X - c) = X3 - o-iX2 + a2X - a3

où l’on introduit les expressions symétriques élémentaires

<71 = a 4- b 4- c, <72 = ab 4- bc 4- ca et 03 = abc.

Supposons (a, b, c) solution réelle du système (S) et déterminons les valeurs de <7i et <72- 
Par la satisfaction de (S), on sait déjà <72 = 0 et l’on a

<$2 ~ a2 4- à2 + c2 = 1 et S3 = a3 4* b3 4- c3 = 1 4- 3<73.

Par développement
<73 = (a 4- 6 4- c)3 = S3 4- 3t 4- 6(73

avec t = a2b 4- ab2 4- b2c 4- bc2 4- c2a 4- ca2. Aussi

ai<72 = (a 4- b 4- c)(a& 4- bc 4- ca) = t 4- 3(73 = 0.

On a donc t = — 303 puis a3 = S3 — 3(73 = 1. On en déduit <7i = 1. Ainsi, a, 6, c sont les 
trois racines réelles d’un polynôme de la forme X3 — X2 4- k avec k = — a3.

Inversement, le polynôme X3 — X2 4- k admet trois racines complexes a, 6, c pour 
lesquelles ai = 1 et a2 = 0. On vérifie alors

S2 = a2 — 2a2 = 1

puis, en reprenant le calculs précédents en sens inverse, on obtient S3 — 3as = 1. 
Ainsi, (a, b, c) est solution complexe du système (E).

Il ne reste plus qu’à étudier à quelle condition sur k les trois racines de P sont réelles. 
On étudie pour cela les variations du polynôme P. Pour x € R, on a P'(x) — 3æ2 — 2x 
et l’on peut dresser le tableau des variations de P :

1. Le déterminant est calculé en développant directement selon une rangée.
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Une condition nécessaire et suffisante pour que le polynôme P possède trois racines 
réelles comptées avec multiplicité est1 que P(0) 0 et P(2/3) 0. Ceci conduit à la 
condition k € [0 ; 4/27].

1. Si F(2/3) < 0 < P(0), les trois racines sont distinctes et figurent dans chacun des intervalles 
]—oo;0[, ]0 ; 2/3[ et ]2/3;-|-oo[. Si P(0) = 0, 0 est racine double et il existe une troisième racine réelle 
dans ]2/3 ; +oo[. Si P(2/3) = 0, c’est analogue avec 2/3 racine double.

2. Il s’agit d’une matrice magique dans le sens du sujet 54 p. 190.

(b) Soit f l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à A. L’endomorphisme f 
est une rotation de R3 muni de sa structure euclidienne orientée canonique. Déterminons 
son axe. La symétrie dans la répartition des coefficients de A invite2 à considérer le 
vecteur ü = (1,1,1). On constate f(u) = u car a + b + c = 1. L’endomorphisme f est 
donc une rotation autour de la droite D = Vect(u). Orientons celle-ci par le vecteur u 
et déterminons l’angle 0 de la rotation f. La trace de A donne 2 cos 9 +1 = 3a et le signe 
de sin 0 est celui de

1
1
1

1
0
0

a 
b 
c

[u, f, f(T)] = avec f= (1,0,0).= b — c

On peut conclure que f est la rotation d’axe dirigé et orienté par u = (1,1,1) et d’angle

{arccos(^2~^)

— arccos(3a/1 )

si b c

si b < c.

7.4.3 Endomorphismes symétriques

Exercice 14 *
Soit E un espace euclidien de dimension n > 2, a un vecteur unitaire de E et k un 
réel.

(a) Montrer que l’on définit un endomorphisme symétrique f de E en posant

f{x) — x + k{a, x)a pour tout x E E.

(b) Déterminer les éléments propres de f.

Solution

(a) L’application f est bien définie de E vers E. Vérifions qu’il s’agit d’une application 
linéaire. Pour A, p. G R et x, y E E, on a par linéarité du produit scalaire en sa deuxième 
variable

f(Xx + p/y) — Xx + py + k(a, Xx + py)a
= Xx + Xk{a, x)a + py + pk{a, y)a = Xf(x) -I- pf(y).
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L’application f est donc un endomorphisme de E.

méthode

On vérifie que l’endomorphisme f est symétrique1 en observant

1. Cette propriété entraîne que f est linéaire (voir sujet 5 p. 252) ce qui rend caduc le calcul de 
linéarité qui précède. Notons que lorsque k = — 1, l’endomorphisme f est une projection orthogonale 
sur {a}-1" et, lorsque k = —2, c’est la symétrie orthogonale par rapport à {a}-1-.

2. Avec un peu d’intuition, on peut penser figurer f dans une base orthonormale dont le premier 
vecteur est a : la représentation est diagonale donc symétrique et l’endomorphisme f est symétrique 
(Th. 3 p. 290). L’étude des éléments propres de f devient aussi immédiate.

3. L’expression de l’endomorphisme f est de la forme f(x) = x 4- <p(x)a avec ip une forme linéaire : 
on peut former un polynôme annulateur de f de degré 2 ce qui révèle les valeurs propres possibles de f.

{f(x),y) = (x,f(y)} pour tout (x,y) € E2.

Soit x et y deux vecteurs de E. Par linéarité du produit scalaire en la première variable

= {x + k(a,x} a,y) = (x,y) + k{a,x){a,y).
eR

Dans le dernier membre, les vecteurs x et y jouent des rôles symétriques et l’on obtient 
donc par un calcul analogue {x, f(y)) = (f(x),y) : l’endomorphisme f est symétrique2.

(b) Pour x € (Vect(a))±, on observe f(x) = x. On en déduit que 1 est valeur propre 
de f et que le sous-espace propre associé contient l’hyperplan de vecteur normal a.

méthode

Un endomorphisme symétrique est diagonalisable et ses sous-espaces propres 
sont deux à deux orthogonaux (Th. 5 p. 291).

La valeur propre « restante3 » est donc associée au vecteur a. On a /(a) = (1 + k)a et 
l’on conclut en distinguant deux cas.

Cas : k — 0. L’endomorphisme f est l’identité, 1 est sa seule valeur propre, l’espace 
propre associé est E.

Cas : k ^0. L’endomorphisme f possède deux valeurs propres distinctes 1 et 1 + k. 
Les sous-espaces propres associés sont

= (Vect(a))± et E1+k(f) = Vect(a).

En effet, ce qui précède donne les inclusions (Vect(a))± C Ei(f) et Vect(a) C Ei+k(f) 
et ces inclusions se transforment en égalité car la somme des dimensions des sous-espaces 
propres est égale à la dimension n de l’espace E.
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Exercice 15 **
Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E de dimension n 1.
On pose

Amin = min A et Amax = max A.
AGSp('ü) AeSp(u)

Montrer que, pour tout vecteur x de E,

Amin ll^'ll (u(^),^r) Amax ||æ|| •

Solution

méthode
Par le théorème spectral (Th. 5 p. 291), on sait que les endomorphismes sy
métriques sont diagonalisables en base orthonormale.

Il existe une base orthonormale e = (ei,..., en) dans laquelle la matrice de l’endomor
phisme symétrique u est diagonale de la forme

avec Ai,..., An les valeurs propres de u.

Pour x G E, on peut écrire x — Xiei + ■■■ + xnen avec Xi,...,xn les coordonnées du 
vecteur x dans e. On a alors

u(æ) = rriu(ei) -|------ F xnu(en)
— Ai^Ti^i “|“ T AnXn^n •

Or la base e est orthonormale et l’on peut donc calculer norme et produit scalaire à l’aide 
des coordonnées dans e. Ceci donne

72 72

IWI2 = 52 et {u(x),x} ='^Xix2i.
i=l i=l

Pour tout î e |l;n], on a Amin Xi Amax donc

Amin^j XiXi Amax-^i car x2 0

puis en sommant

ce qui donne l’encadrement voulu.
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Exercice 16 **
Soit (ei ,..., en) une base d’un espace euclidien E de dimension n 1.

(a) Montrer que l’endomorphisme f défini par

n
/(z) =

i=l

est symétrique à valeurs propres strictement positives.
(b) Montrer qu’il existe un endomorphisme symétrique g de E tel que g2 = f~1-
(c) Établir que la famille (<?(ei),... ,<?(en)) est une base orthonormale de E.

Solution

(a) Soit x et y dans E. Par linéarité du produit scalaire en la première variable

n n
(f(x),y) = (^{ei,x}ei,y^ = ^(e^a^e,,^). (*)

i=l i—1€R

Dans le dernier membre, x et y jouent des rôles identiques et donc (f(x), y) = (x, f(y)) ■ 
l’endomorphisme f est symétrique. Étudions ses valeurs propres.

Soit A € R une valeur propre de f et x un vecteur propre associé. On a f(x) — Xx 
avec x non nul.

méthode
|| On détermine le signe de A en calculant (j(x),x).

D’une part, (/(a;),a:) = (Aa;,ar) = A ||æ||2. D’autre part, (*) donne

n 
(fW,x) = ^2{ei,x)2 0.

i=l

De plus, si (/(a;), x') — 0, on a (e^ar) = 0 pour tout indice i € [1 ; nj et x appartient 
à (Vect(ei,...,en)) = {0E} ce qui est exclu. On a donc (/(a?),a;) > 0 puis 

(/(a:), x)X = h / > o. 
H

(b) Notons que l’endomorphisme / est inversible puisque 0 n’en est pas valeur propre.

méthode
|| On résout matriciellement le problème posé.
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Par le théorème spectral (Th. 5 p. 291), il existe une base orthonormale e' — (e^,..., 
de E dans laquelle la matrice de f est

Les Ai pour i € [1 ; n] étant les valeurs propres de f, ce sont des réels strictement positifs 
et on peut introduire les nombres 1 / y/XÎ. Considérons alors l’endomorphisme g représenté 
dans la base e' par la matrice ci-dessous

A =
(0) 1/ V^n,

méthode

Un endomorphisme est symétrique si, et seulement si, sa représentation dans 
une base orthonormale est une matrice symétrique (Th. 3 p. 290).

La matrice A est diagonale donc symétrique et figure l’endomorphisme g dans la base 
orthonormale e', celui-ci est donc symétrique. De plus, A2 = D-1 et donc g2 = J-1.

1. Par différence de membres, on obtient une combinaison linéaire nulle donc des scalaires tous nuis.

(c) Pour tous les indices i et j de [1 ; n]|, on peut écrire par symétrie de l’endomor
phisme g

1 si i = j
0 sinon.

La famille (ej,... ,en) étant libre, on peut identifier1 les scalaires des combinaisons li
néaires des deux membres et écrire, pour tous i,j € [1 ;n]],

La famille (</(ei),..., p(en)) est donc orthonormale. C’est alors une famille libre et puis
qu’elle est de longueur n — dim E, c’est une base orthonormale de E.



310 Chapitre 7. Endomorphismes des espaces euclidiens

Exercice 17 *** (Théorème de Courant-Fischer)
Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E de dimension n 1.
On note Ai A2 An les valeurs propres de u comptées avec multiplicité, S
la sphère unité de E et, pour tout p € [1 ; n], Jj, l’ensemble de tous les sous-espaces 
vectoriels de E dimension p.
Soit p € [1 ; nj. Établir

Ap = sup I inf I = inf ( sup (u(x),x)].
FeFp\xeFns J FeFn+i-p \xems /

1

Solution
L’endomorphisme u étant symétrique, l’espace E est la somme directe orthogonale de 

ses sous-espaces propres. Il existe donc une base orthonormale e = (ei,..., en) de E telle 
que u(ej = A^ pour tout i € [1 ;n]].

Pour x G E de coordonnées a?i,..., xn dans la base orthonormale e, on a par des calculs 
identiques à ceux déjà vus dans le sujet 15 p. 307

IM2 = et {u(x),x) = Y^XiX^. 

i=l • î=1

Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p.

méthode
|| L’intersection de F et G = Vect(ep,... ,en) n’est pas réduite au vecteur nul.

L’espace F est de dimension p tandis que G est de dimension n +1 — p. Par la formule 
de Grassmann

dim(F A G) = dim F + dim G — dim(F + G) 1.

Il existe donc un vecteur y appartenant à F A G A S de coordonnées y±,..., yn dans la 
base e. Ce vecteur appartenant à G, les premières coordonnées 3/1,... ,yp-i sont milles 
et donc

p—1 n n n

y) = 52W+52 Xiyi= 52 Xiyi xp 52$= xp-

i=l S""^q-Z i=P ^—P i=P

Par conséquent,
inf (u(x),æ) < {u(y),y} Ap.

xEFFS

Cette comparaison valant pour tout sous-espace vectoriel F de Fp, on a

sup I inf j < Ap. (*)
FÇlJ~p \ xEFFS J
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Considérons ensuite le sous-espace vectoriel V = Vect(ei,..., ep) qui est de dimen
sion p. Pour tout x E V D S de coordonnées Xi,... ,xn dans la base e

‘=p+1

donc
inf (u(x),x') Xp.

xevr\s
Le sous-espace vectoriel V figurant parmi les sous-espaces vectoriels de Ep, on obtient

F^J-p \ xÇ:FC\S xe Vns

Les deux inégalités (*) et (**) se complètent pour donner la première égalité1

1. La borne supérieure est donc un max atteint en V = Vect(ei,... , ep). Au surplus, la borne infé
rieure est un min en tant que minimum d’une fonction réelle continue définie sur un compact non vide : 
ce « sup d’inf » est un « max de min ».

Xp = sup 1 inf 1.
FeFp \ x^FQS /

On peut obtenir la deuxième égalité en adaptant le raisonnement précédent ou bien 
en considérant l’endomorphisme v = — u dont les valeurs propres p,\,..., pn classées en 
ordre décroissant sont données par /zn+i_fc — — Xk- On a alors

Xp - -pn+1_p = - sup ( inf {v(x'),x)
FÇ-Fn+i—p \ xeFr\S

inf — I inf
FÇiJFn+i-p \xEFnS

inf I sup — (y{x)yX^
F£Fnii_p\xEFïïS

inf I sup {u(x),x} I.
Fe7n+i-p \i6fns /

Exercice 18 ***
Soit p et q des projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien E de dimension n 1.

(a) Montrer que p o q o p est diagonalisable.

(b) Déterminer (lm(p) 4- Ker(q))±.

(c) En déduire que p o q est diagonalisable.
(d) Etablir que les valeurs propres de p o g sont comprises entre 0 et 1.
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Solution

(a) méthode
|| Les projections orthogonales sont des endomorphismes symétriques.

Montrons que p o q o p est un endomorphisme symétrique. Soit x et y deux éléments 
de E. En exploitant successivement les symétries des projections orthogonales p, q et 
encore p, il vient

(poqop(x),y) = (qop{x),p{y')) = (p(x), q o p(y)) = (x,p o q o p(y)).

L’endomorphisme p o q o p est symétrique donc diagonalisable.

(b) méthode
Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien, on sait1

1. Voir sujet 6 du chapitre 11 de l’ouvrage Exercices d'algèbre et de probabilités MPSI.

(F + G)1 = F1 A et (FOC)1 = F1- +G±.

Par passage à l’orthogonal d’une somme

(lm(p) + Ker(g))± = (im(p))1 A (Ker(g))± = Ker(p) A Im(g)

car image et noyau d’une projection orthogonale sont l’orthogonal l’un de l’autre.

(c) L’endomorphisme po q op est diagonalisable et l’espace Im(p) est stable par celui- 
ci. Il existe donc une base (ei,...,er) de Im(p) diagonalisant l’endomorphisme induit 
par po qop. On a alors, pour tout i G [1 ;r],

{po q o p)(ei) = XiCi avec Xi € R.

Or gj est un vecteur de l’image de la projection p, il est donc invariant par p et par 
conséquent

(P°9)(ei) = (poQ°p)(eï) = Xid.

Ainsi, la famille (ei,..., er) est constituée de vecteurs propres de p o q. Si besoin, on 
complète cette famille par des éléments (er+i,..., es) de Ker(g) afin de former une base 
de l’espace F = Im(p)+Ker(ç). Les vecteurs ainsi introduits annulent q et donc aussi poq : 
ce sont des vecteurs propres associés à la valeur propre 0.

Enfin, on complète cette dernière famille par des éléments (es+i,... ,en) de F1 afin 
de former une base de E. Puisque F-1- = (Im(p) + Ker(g))± est l’intersection de Ker(p) 
et Im(g), les vecteurs es+i,..., en sont invariants par q et annulent p, ils annulent donc poq 
et sont aussi des vecteurs propres associés à la valeur propre 0.

En résumé, les vecteurs ei,..., en constituent une base de vecteurs propres de p o g 
associés aux valeurs propres Ai,..., Ar, 0,..., 0. L’endomorphisme poq est diagonalisable.
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(d) méthode
Si p est une projection orthogonale, on sait1

1. Si a désigne le projeté orthogonal p(x) et si b = x — p(æ), les vecteurs a et b sont orthogonaux de
sorte que (p(x),x) = ||a||2 ||a||2 + ||6||2 = ||x||2.

2. On peut amorcer le calcul de XaW Par l’opération Ci Ci 4- C2 + C3 afin de faire apparaître 
un premier facteur A — 3.

0 < ||a;||2 pour tout x E E.

Soit A une valeur propre de p o q et x un vecteur propre associé : (p o g)(æ) = Aæ 
avec x 7^ O#. Si A est nul, c’est évidemment un élément de [0 ; 1]. Sinon, le vecteur x est 
élément de l’image de p, il est donc invariant par p et l’on obtient par la propriété de 
symétrie

(Xx,x) = {{poq)(x),x} = (ç(a:),p(x)) = {q(x),x\
=x

Puisque q est une projection orthogonale

0 < (q(x),x) < ||z||2
=A||x||2

et donc A E [0 ; 1] car ||re||2 > 0.

7.4.4 Matrices symétriques réelles

Exercice 19 * .
On considère la matrice 

/ 2 -1 2 \
A = 1-1 2 2 .

\ 2 2 —1/

Déterminer P E Os(R) et D E A4s(R) diagonale telle que A — PD*P.

Solution

méthode
Il Les matrices symétriques réelles sont diagonalisables par l’intermédiaire d’une 
|| matrice de passage orthogonale (Th. 6 p. 291).

Afin de diagonaliser A, on détermine ses éléments propres. On commence par le calcul 
du polynôme caractéristique 2 xa — (A- + 3)(X — 3)2.

La résolution de l’équation matricielle AX = 3X d’inconnue X E A43,1 (R) détermine 
le sous-espace propre associé à la valeur propre 3 : on obtient le plan P : x + y — 2z = 0.

méthode
Les sous-espaces propres d’une matrice symétrique réelle sont deux à deux 
orthogonaux.
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Sans calculs, on peut affirmer que le sous-espace propre associé à la valeur propre —3 
est la droite D normale1 au plan P : D = Vect(l, 1, —2).

1. Pour le produit scalaire canonique, un vecteur normal à un plan d’équation ax + by + cz = 0
(avec a, b, c non tous nuis) est (a, b, c).

La détermination de bases de ces deux sous-espaces propres suffit à produire une ma
trice de passage diagonalisant A. Cependant, pour obtenir une matrice de passage ortho
gonale, il faut choisir des bases orthonormales de ces deux espaces propres.

On obtient une base orthonormale du plan E^A) = P en considérant les vecteurs

1 Z 
^(1.1,1) 
v O

et 4(i,-i,o).
On obtient une base orthonormale de la droite E-z(A) — D avec le vecteur

-41,1,-2).
v6

Ces vecteurs déterminent alors les colonnes d’une matrice de passage orthogonale P 
convenable

/1/a/3 l/VZ l/x/6 \
A = PDlP avec P= I 1/a/3 —1/\/2 l/\/6 I et

\l/^3 0 —2/\/6/

3 0 0 \ 
0 3 0 .
0 0 -3/

Exercice 20 *
Soit A = (a^j) € <Sn(R) de valeurs propres Ai,..., An. Établir

n n n

yzy2aij=y^xi-
i=l j—1 ï=l

Solution

méthode
On introduit le produit scalaire canonique sur A4n(R) défini par

n n

i=lJ=1

On remarque

= tr(*AA) = tr(A2).
i=l j=l

La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable par une matrice de passage or
thogonale et l’on peut écrire A = PD1 P avec P E On(R) et D E Atn(K) diagonale de 
coefficients diagonaux les valeurs propres Ai,..., An. On a alors

tr(A2) =ir(PDtPPDtP) = tr(PD2tP) = tr(PD2p-x).
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Deux matrices semblables ayant la même trace, on conclut

2=1 j = l 2=1

Exercice 21 ** I

Soit A G -Mn(R)- On note a et fi les plus petite et plus grande valeurs propres de la 
matrice S déterminée par |

Z I

(a) Soit X G A4n,i(R). Comparer fXAX et ^SX.

(b) Montrer que pour toute colonne X G .A4n,i(R),

a* XX ^*XAX ^fitXX.

(c) En déduire que les valeurs propres de A sont comprises entre a et fi.

Solution
Notons que la matrice S est symétrique réelle. Elle est donc diagonalisable et par 

conséquent admet des valeurs propres réelles. Celles-ci sont en nombre fini ce qui assure 
l’existence de

a = min A et /? = max A.
AeSp(S) AeSp(s)

(a) méthode
|| lXAX désigne un nombre réel.

La matrice X étant une colonne, le produit de la ligne lX par la colonne AX détermine 
un nombre réel. Celui-ci est inchangé par transposition et donc1

*XAX = ^XAX) =

Par conséquent,

*XSX = | fX(A + *A)X = ^XAX + CïUX) = *XAX. 
Z Zi

(b) méthode
On encadre2 lXSX en diagonalisant S par une matrice de passage orthogo
nale.

La matrice S est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable : on peut 
écrire S — PDtP avec P G On(R) et D G jMn(K) diagonale de coefficients diagonaux 
les valeurs propres Ai,..., An de S.

1. Plus généralement, en introduisant le produit scalaire canonique sur A4n)i(lR), on a pour toutes 
colonnes X et Y la formule {X, AY) = *XAY = (*AX, Y).

2. On peut rapprocher cette étude de celle menée dans le sujet 15 p. 307.
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En introduisant la colonne Y = fPX de coefficients 2/1, ..., yn, on a
n

*XSX = tX{PDtP}X = ^XPjD^PX) = lYDY = ^Xiy2.
i=l

Les valeurs propres Xi étant comprises entre a et /3, on peut écrire l’encadrement
Tl 71 71 71

lXSX = ^PXiy? avec ^Py2 = *YY.
i=l i=l i=l i—1

Or la matrice P est orthogonale et donc *YY = tXPtPX = lXX. Il suffit ensuite de 
combiner l’ensemble des résultats précédents pour conclure

a'XX^XAX^XX.

(c) Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. On a AX = XX 
avec X une colonne non nulle. Par l’encadrement précédent, on obtient

a *XX < *XAX = X *XX 0 *XX.

Sachant la colonne X non nulle, le réel *XX est strictement positif car c’est le carré de 
la norme euclidienne de X. Après simplification, on conclut A G [a ; /?].

Exercice 22 ***
On note 5+(K) l’ensemble des matrices symétriques de A4n(K) dont les valeurs 
propres sont toutes positives. Soit A G veut montrer qu’il existe une
unique matrice B G S+ (R) telle que B2 = A.

(a) Montrer l’existence d’une telle matrice.
(b) Soit B G (K) vérifiant B2 = A. Établir que, pour tout A G R+,

Ker(B - VÂIn) = Ker(A - AIn).

(c) Justifier l’unicité d’une matrice solution.

Solution

(a) La matrice A est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable. On peut 
alors écrire A = PDP~X avec P G On(lR) et

où les réels Ai,..., Xn désignent les valeurs propres de la matrice A. Celles-ci étant toutes 
positives, on peut introduire

A =



F”
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et considérer la matrice B = P AP
Puisque A2 = D, on a B2 = A. De plus, la matrice B est symétrique car

1. Voir sujet 7 p. 136.
2. On peut aussi mener une démonstration assez analogue en restant dans le cadre matriciel : on 

établit BX = CX pour toute colonne X en décomposant celle-ci sur les sous-espaces propres de A.

= t(P-1)A<P = PAP-1 = B car tP = P“1.

Enfin, les valeurs propres de B sont les coefficients diagonaux de A, elles sont donc toutes 
positives.

Finalement, B est une matrice de <S+ (R) de carré égal à A.

(b) Soit A un réel positif.
méthode

|| On exploite le lemme de décomposition des noyaux lorsque A > 0.
Cas : A > 0. On peut écrire la factorisation,

X2 - A = (X - x/Â) (X + x/Â)

avec X — et X + y/X polynômes premiers entre eux car x/Â 0. Le lemme de 
décomposition des noyaux donne alors

Ker(A - AIn) = Ker(B - x/ÂIn) © Ker(B + VÂIn). (*)

Or le noyau de B + VXIn est réduit à l’élément nul car les valeurs propres de B sont 
supposées positives. La relation (*) se simplifie donc en

Ker(A - AIn) = Ker(B - VÂIn).

Cas : A = 0. La matrice B étant diagonalisable, on sait1 Ker(B) = Ker(B2) et on a 
donc Ker(B) = Ker(A).

(c) Soit B et C deux matrices de <S+ (R) vérifiant B  = A et C  = A.2 2

méthode
|| On résout2 la question posée dans le cadre vectoriel.

Soit a, & et c les endomorphismes de E = Rn canoniquement associés aux matrices 
respectives A, B et C. La matrice A étant diagonalisable, l’endomorphisme a l’est aussi 
et l’on a la décomposition en somme directe

E= © Ker(a - Aid#).
Aesp(^)

Pour tout A € Sp(j4) c R+, la résolution de la question précédente permet d’affirmer

Ker(6 - x/ÂIdE) = Ker(a - AIdE) = Ker(c - x/ÂIds).

On a donc b(æ) = x/Âæ = c(x) pour tout x € Ker(a — Aids).
Les applications linéaires b et c sont alors égales sur chaque espace d’une décomposition 

en somme directe, elles sont donc égales sur E. On peut conclure B = C.
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7.4.5 Matrices antisymétriques réelles

Exercice 23 **
Montrer que toute matrice antisymétrique réelle est de rang pair.

Solution
Soit A G jMn(R) antisymétrique. Elle vérifie *A = —A.
Cas : A est inversible. Le déterminant de A est non nul. Or

det(A) = det(zA) = det(—A) = (—l)ndet(A)

et donc (—l)n = 1. On en déduit que n = rg(A) est un entier pair.
Cas : A n’est pas inversible. On introduit l’endomorphisme a de Rn canoniquement 

associé à la matrice A.

méthode
|| On figure l’endomorphisme a dans une base orthonormale adaptée à son noyau.

Soit e = (ei,..., en) une base orthonormale de Rn adaptée au noyau de a. Les premières 
colonnes de la matrice A' figurant l’endomorphisme a dans la base e sont milles et donc

A! = fn avec C e ^(K) et r = rg(A') = rg(A).
\U G J

Vérifions ensuite que cette matrice A' est antisymétrique. Introduisons P la matrice de 
passage de la base canonique de Rn à la base e. La matrice P est orthogonale en tant 
que matrice de passage entre deux bases orthonormales. La formule de changement de 
base s’écrit alors

A' = P~XAP avec P-1 = *P

et l’on vérifie :

*A' = tptAtp-'t = p-i(_A)P = —P~XAP = -A'.

La matrice A' est antisymétrique. Le bloc B est donc nul1 tandis que le bloc C est 
antisymétrique. Puisque le bloc B est nul, le rang de A' est égal au rang de C. La matrice 
antisymétrique C est alors carrée de taille r et de rang r donc inversible. On est ramené 
au cas précédent et l’on peut conclure que r est un entier pair.

1. La nullité de ce bloc pouvait aussi être acquise en observant que (Ker(a))± est stable par a.

-------------------------------------------------------------- --------------------------------------------------—
Exercice 24 **
Soit A G _Mn(R) une matrice antisymétrique.

(a) Quelles sont les valeurs propres réelles possibles de A ?
(b) En déduire que le déterminant de A est un réel positif.
(c) Montrer que les valeurs propres complexes de A sont imaginaires pures.

v-'    .......................... .................... ........... ... —, "ü '—j .....
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Solution

(a) Soit A une valeur propre réelle de A et X G A4nii(R) un vecteur propre associé. 
On a AX = XX avec X colonne non nulle.

méthode
|| On étudie lXAX.

D’une part, on a directement fXAX = XtXX. D’autre part, on peut écrire en exploi
tant A — — *A

lXAX = - *X *AX - -\AX)X = -A lXX.
t 2Sachant XX = ||X|| 0 car X non nulle, on obtient A = —A et donc A = 0. Ainsi, la

seule valeur propre réelle possible d’une matrice antisymétrique est 0.

(b) Le déterminant de A est le produit des valeurs propres complexes de A comptées 
avec multiplicité. Or ces dernières sont deux à deux conjuguées et l’absence de valeurs 
propres réelles non milles entraîne que le déterminant de A est un produit de facteurs AA 
et d’éventuels 0. On en déduit que det(A) est un réel positif1.

(c) Soit A une valeur propre complexe de A et X G A4n)i (C) un vecteur propre associé. 
On a AX = XX avec X colonne non nulle.

méthode
|| On étudie lXAX.

D’une part, un calcul direct donne lXAX = XlXX. D’autre part, il est possible 
d’écrire A = — A car la matrice A est antisymétrique et réelle. On a alors aussi

*xax = - *ÂX = - \ÂX)X = - \XX)X = -Vxx.

Ainsi, on obtient X*XX = —A*XX. Or, en notant xi,... ,xn les coefficients complexes 
constituant la colonne non nulle X, on remarque

n

= >o.
k=l

On en déduit A = — A donc A G iR.

Exercice 25 ***
Soit A e A4n(R) antisymétrique. Montrer que, par le biais d’une matrice de passage 
orthogonale, la matrice A est semblable 2 à une matrice diagonale par blocs avec sur 
la diagonale des zéros et/ou différents blocs Ma avec '

?

,, /O — cAMa = I _ avec a E R..\a 0 J +

1. On trouvera dans le sujet 29 p. 164 une démarche alternative.
2. Ce résultat de réduction des matrices antisymétriques résout aussi les deux sujets précédents.
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Solution
On raisonne par récurrence forte sur n 1.
Pour n = 1, une matrice antisymétrique est nulle et la propriété est vérifiée.
Pour n = 2, une matrice antisymétrique de taille 2 est nulle ou de la forme

0 — oA 
a 0 J avec a 0.

Si a > 0, la propriété est immédiatement vérifiée. Si a < 0, on emploie une matrice de
permutation :

r>-l (0 n ( 0 a\ _ fO 1\ „ /Tn.vP n M = n avec P = 1 n ) e O2OR).yo oy y-a oy yi Oy v

Supposons ensuite la propriété établie jusqu’au rang n — 1 2. Soit A G Afn(R)
une matrice antisymétrique. Introduisons l’endomorphisme a de Rn canoniquement as
socié à la matrice A et notons ( •, •} le produit scalaire canonique sur Rn. L’hypothèse 
d’antisymétrie de la matrice A se retraduit en écrivant

(a(x), y} = — {x, a(y)} pour tous x et y de Rn. (*)

En effet, si X et Y désignent les colonnes formées des coefficients constituant x et y, 

(a(x),y) = \AX)Y = tXtAY = -lXAY = ~(x,a(y)).

méthode
Pour obtenir dans la représentation matricielle de a un bloc Ma, on recherche 
deux vecteurs Ci et 62 vérifiant a(ei) = ae2 et a(e2) = —aei. Le vecteur ex 
apparaît alors comme un vecteur propre de a2.

Étudions l’endomorphisme a2. Celui-ci est symétrique car figuré par la matrice A2 dans 
la base canonique qui est orthonormale avec

‘(A2) = (‘A)2 = (-A)2 = A2

Discutons ensuite selon l’éventuelle nullité de a2.
Cas : a2 = 0. L’endomorphisme a est alors nul car, pour tout x G Rn,

||a(a;)||2 = aÇx)) = -(x,a(a(a:))) = -(z, a2(æ)) = 0.

La propriété voulue est alors immédiate.
Cas : a2 0. L’endomorphisme a2 est symétrique donc diagonalisable. Puisque ce n’est 

pas l’endomorphisme nul, il possède une valeur propre A non nulle. Soit ex un vecteur 
propre unitaire associé. Le vecteur a(ei) ne peut pas être nul et est orthogonal à ei 
car (*) donne

(a(ei),ei) =-(ei,a(ei)) donc (a(ex), ex) = 0.
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Introduisons alors le vecteur unitaire

62=Fàr(ei)-

La famille (61,62) est orthonormale et, par construction, on peut écrire a(ei) = 062 
avec a = ||a(ei)|| > 0. De plus, a2(ei) = Aei donne

1. Il est possible de construire une telle matrice en complétant la famille orthonormale (ei,62) en une
base orthonormale de Rn.

0(62) — —a2(ei) — ^6i avec fl = a a

L’égalité (a(ei),62) = — (61,0(62)) montre ensuite fl = —a.
En résumé, on a déterminé un plan P = Vect(ei,62) stable par a tel que l’endomor

phisme induit par a est représenté dans la base orthonormale (61,62) par la matrice

Considérons ensuite une matrice P orthogonale dont les deux premières colonnes sont 
formées1 par les vecteurs ei et 62- Puisque P-1 = *P, on vérifie que la matrice P-1 AP 
est antisymétrique et, par construction, celle-ci est de la forme

p-iAP 0 \
A \ 0 A')'

La matrice A' de A4n-2(R) est antisymétrique et l’on peut employer l’hypothèse de 
récurrence pour introduire une matrice P' de On_2(R) telle que P'~XA'P' est de la forme 
voulue. Enfin, en considérant la matrice

Q = (0 P')e °"(R)

on obtient R~\AR de la forme souhaitée avec R = PQ E On(R).
La récurrence est établie.

7.5 Exercices d'approfondissement

Exercice 26 *
Soit A et B deux matrices de .Mn(R). On note o et les plusgrandesyaleïirspropres 
des matrices *AA ettBB. Montrer que les valeurs propres\Adej4P-vérifient À2 C ce/L
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Solution
Notons que les matrices *AA et *BB sont symétriques réelles, elles admettent donc des 

valeurs propres et celles-ci sont en nombre fini ce qui légitime l’introduction de a et /3.
Considérons le produit scalaire canonique sur donné par {X, Y) — lXY.

1. On trouvera une autre application classique des matrices de Gram dans le sujet 33 du chapitre 11
de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI.

méthode
|| On vérifie ||AX||2 a ||X||2 pour toute colonne X de A4nti(R).

Soit X G On a

||AX||2 = {AX,AX) = \AX}AX = tXtAAX.

Or la matrice fAA est symétrique réelle. Par le théorème spectral, on peut donc écrire 
*AA = PD1 P avec P matrice orthogonale et D matrice diagonale de coefficients diago
naux les valeurs propres Ai,..., An de *AA. On poursuit alors le calcul précédent

||AX||2 = tXPD 'PX = *YDY avec Y = lPX.

En notant 7/1,..., yn les coefficients de la colonne Y, on observe
n n

‘YDY = £ Aiÿ2 < a 22 ÿ? = a ‘YY
2=1 2=1

avec
*YY = tXPtPX = *XX.

On a donc ||AX||2 a ||X||2. On montre de même ||BX||2 < /3||X||2 pour toute co
lonne X. Considérons alors A une valeur propre de AB et X un vecteur propre associé. 
On a ABX = XX avec X colonne non nulle. En appliquant les inégalités qui précèdent 
successivement avec les matrices A et B, il vient

A2 ||X||2 = ||AX||2 = ||4BX||2 $ a ||BX||2 s: a/3 ||X||2 .

On simplifie alors par ||X||2 > 0 pour conclure A2 a/3.

Exercice 27 **
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1 et e = (ei,..., en) une base ’ 
orthonormale de E.
On appelle matrice de Gram1 d’une famille (æi,..., a?n) de vecteurs de E la matrice : 
G(xi,...,Xn) G A4n(R) de coefficient général {xi, Xj). •

(a) On note A la matrice figurant la famille (a?i,... ,xn) dans la base e. Exprimer ; 
G(xi,..., xn) en fonction des matrices A et *A.

(b) Soit M G A4n(R). A quelle(s) condition(s) existe-t-il une famille (aq,... ,xn) j
de vecteurs de E telle que M — G(xi,..., xn) ? ‘

(c) Application : On suppose n 2. Pour quelles valeurs de c réelles existe-t-il une î 
famille (aq,... ,xn) de vecteurs unitaires de E vérifiant {xi,Xj) = c pour tous les i 
indices i et j distincts ?
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Solution

(a) méthode
On sait exprimer le produit scalaire de deux vecteurs à partir de leurs coor
données dans une base orthonormale.

Les coefficients de la matrice A définissent les coordonnées des vecteurs xi,...,xn 
dans la base orthonormale e. Pour i,j G [1 ;n]|, les coefficients . ,an,i d’une part, 
et ai j,..., an,j d’autre part, donnent les coordonnées des vecteurs Xi et Xj et donc

(x^Xj) = ^ak4akJ =

/c—1 k=l k=l

Ainsi1, GfiEi,..., xn) = ÙAA.

1. En conséquence, rg(G(a;i,... ,xn)) = rg(tAA) = rg(A) = rg(xi,... ,xn) (voir sujet 21 p. 269).
2. Voir sujet 6 p. 296.
3. Plus généralement, A = Q£AP avec Q 6 On(R) convient aussi et l’on peut montrer qu’il n’y en a 

pas d’autres, par exemple en exploitant le résultat du sujet 9 p. 299.

(b) Par représentation d’une famille de vecteurs dans une base, l’existence d’une fa
mille de vecteurs (xi,... ,xn) telle que M = G(xi,... ,xn) équivaut à l’existence d’une 
matrice A G A4n(R) telle que M = *AA.

méthode
|| Pour A G A4n(R), lAA est une matrice symétrique à valeurs propres positives 2.

Analyse : S’il existe une matrice A E A4n(R) telle que M = fAA, la matrice M est 
nécessairement symétrique et à valeurs propres positives.

Synthèse : Supposons la matrice M symétrique de valeurs propres Ai,..., Xn positives. 
Par le théorème spectral, on peut écrire M = PD1 P avec P G On(R) et

Puisque les valeurs propres Ai,..., Xn sont positives, on peut introduire

( Æ (0)

\/ /

La matrice3 A = AÉP vérifie alors *AA = M et la matrice M est donc la matrice de 
Gram de la famille de vecteurs figurée par A dans la base e.
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(c) Il s’agit ici de déterminer pour quelles valeurs de c 6 R la matrice symétrique

P
Mc = I Ve) ' J

est à valeurs propres positives.
Les valeurs propres de Mc sont1 1 — c et 1 + (n — l)c. Celles-ci sont positives si, et 

seulement si,

1. Voir sujet 25 p. 158.
2. Lorsque l’on veut résoudre l’équation linéaire a(x) = y, ni l’existence, ni l’unicité d’une solution ne 

sont assurées. Introduire le pseudo-inverse b permet de déterminer le vecteur xq — b(y) qui est le vecteur 
de norme minimale tel que a(æo) soit le plus proche possible de y.

c e [----- ; 1 •
L n — 1 J

Exercice 28 *** (Pseudo inverse)
Soit a une application linéaire d’un espace euclidien E vers un espace euclidien E'.
Montrer qu’il existe une unique application linéaire b de E' vers E vérifiant :
(i) a o b et b o a sont des endomorphismes symétriques ;

(ii) aoboa= a et bo a ob = b.
L’application linéaire b est appelée pseudo-inverse2 de a.

Solution
Analyse : Supposons b € £,(E',E) solution du problème posé.

méthode
Les endomorphismes a o b et b o a sont des projections orthogonales que l’on 
peut préciser.

L’endomorphisme aob est symétrique et vérifie (aoè)2 = aob, il s’agit d’une projection 
orthogonale. De plus, Im(a o b) C Im(a) et, inversement, Im(a) C Im(a o 6) car on peut 
écrire a = (ao6) oa. L’endomorphisme aob est donc la projection orthogonale sur Im(a).

Aussi, b o a est symétrique et vérifie (b o a)2 = bo a, c’est une projection orthogonale. 
De plus, Ker(a) c Ker(6 o a) et aussi Ker(6 ou) c Ker(a) car a = a o (b o a). L’endo
morphisme b o a est donc la projection orthogonale parallèlement à Ker(a), c’est-à-dire 
la projection orthogonale sur (Ker(a))±.

Par les études qui précèdent, on peut affirmer que la composée a o b est parfaitement 
déterminée puisqu’il s’agit de la projection orthogonale p sur Im(a). Pour en déduire 6, 
il suffit de savoir inverser a sur l’espace des valeurs prises par b.

méthode
Une application linéaire définit par restriction un isomorphisme de tout sup
plémentaire de son noyau vers son image.

L’égalité b = b o a o b donne par double inclusion Im(&) — Im(6 o a) et on en déduit 
Im(fe) = (Ker(a))±. Or cet espace est un supplémentaire de Ker(a) et l’on peut donc
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introduire la restriction de (Ker(a))± vers Im(a) qui est un isomorphisme. Notons a' son 
isomorphisme réciproque :

a' : Im(a) —> (Kerfa))"1.

L’égalité a o b — p donne alors af o aob = a! o p avec a' o a = I<dim donc b = a' o p. 
L’application linéaire b est ainsi déterminée de façon unique.

Synthèse : Soit b = a' op avec a' et p tels que définis au-dessus. L’application linéaire b 
est bien définie de E' vers E et l’on remarque

Im(6) = (Ker(a))± et Ker(b) = (Im(a))1’

car a' est un isomorphisme. Vérifions que l’application b satisfait aux propriétés requises. 
On aaob = aoa'op = p car ao a' est l’identité sur l’image de a. Ainsi, a o b est une 
projection orthogonale et donc un endomorphisme symétrique.

Aussi, boa = a' opoa = a' oa car p se confond avec l’identité sur l’image de a. Or 
l’application linaire a'oa est nulle sur Ker(a) et correspond à l’identité sur son orthogonal. 
L’application boa correspond donc à la projection orthogonale sur l’orthogonal de Ker(a). 
Il s’agit encore une fois d’un endomorphisme symétrique.

Enfin, {a o b)2 = a o b donne (aobo a — d) ob = 0 donc

(Ker(a))± = Im(&) C Ker(a o bp a — d).

Cependant, on a aussi Ker(a) C Ker(a o b o a — a) et donc aobo a — a = 0.
L’égalité (ao b)2 = aob donne encore ao(boaob — &) = 0 donc

Im(& o a o b — b) C Ker(a).

Cependant, Im(& o a o b — &) C Im(&) = (Ker(a))± et donc bo aob — b — 0.

Finalement, l’application linéaire b est solution.

Exercice 29 *** (Décomposition polaire)
Soit S G A4n(R) telle que tr($£Z) < tr(.S') pour toute matrice U € On(R).

(a) Soit A ë A4n(ft) antisyïjiétrique. Montrer exp(A) e On(R).
(b) En considérant les matrices orthogonales exp(tA) pour t réel et A matrice an

tisymétrique, établir que S est une matrice symétrique.
(c) Montrer que les valeurs propre® de. S sont positives.
(d) Application : Montrer que pour toute matrice M € A4n(R), il existe S G A4n(R) 

symétrique à valeurs propres positives et Q, G On(R) telles que M = 5Q.

Solution

(a) L’application de transposition est linéaire au départ d’un espace de dimension 
finie donc continue. On obtient alors par passage à la limite des sommes partielles

É(exp(A)) = exp(M) = exp(—A).
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méthode
|| Si A, B G Aïn(lK) vérifient AB — B A, on a exp(A) exp(B) = exp(A 4- B).

Puisque les matrices A et —A commutent

4 (exp A) exp(A) = exp(—A) exp(X) = exp(—A 4- A) = exp On = In.

La matrice exp A est donc orthogonale.

(b) Soit A une matrice antisymétrique de A4n(R). La fonction / qui à un réel t 
associe tr(Sexp(M)) admet par hypothèse un maximum en 0.

méthode
Une fonction réelle dérivable admettant un extremum en un point de part et 
d’autre duquel elle est définie, est de dérivée nulle en ce point.

Etudions la dérivabilité de la fonction t >-» exp(M). Celle-ci est la somme de la série 
de fonctions £2 uk avec

uk(t) = ^tk.Ak.
Kl

Chacune de ces fonctions est de classe C1 de R vers A4n(R) avec

1. La norme euclidienne sur A4n(IR) est sous-multiplicative, voir sujet 10 p. 257.

Uo(i) = 0 et u'fe(t) = —-tk~1Ak pour k > 1.
\K ~ U-

La série £2 uk converge simplement sur R. Montrons que la série u'k converge unifor
mément sur tout segment [—r ; r] de R. Pour k 1 et t € [—r ; r] on a

avec || • || la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique sur A4n(R). Or on 
sait1 ||AB|| ||j4|| ||B|| pour toutes matrices A et B de jMn(R). On en déduit

||4(*)|| = ak avec ak = •

La série £2 est convergente car il s’agit de la série exponentielle en le réel r || A|| et l’on 
peut donc affirmer que la série £2 uk converge normalement, donc uniformément, sur tout 
segment [—r ; r] de R. Par théorème, on sait alors que la fonction somme t exp(M) 
est de classe C1 et

i +oo 4-oo -,
-(exp(M)) = ^4(t) = ÿ^ÿ)\tk^Ak-
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Par continuité de l’application linéaire X AX sur A4n(R), on peut factoriser A de la 
somme infinie et poursuivre

d +o° 1
-(exp(M)) = çk"__ ^tk~lAk~1 = Aexp(M).

1. Voir sujet 18 du chapitre 11 de l’ouvrage Exercices d'algèbre et de probabilités MPSI.

Par opérations sur les fonctions dérivables, la fonction f: t >-> tr(5'exp(M)) est alors 
dérivable sur R avec

f'(t) = tr(S?lexp(M)).
Or cette fonction admet un maximum en 0 et donc /'(O) = 0 ce qui donne tr(S'A) = 0.

Introduisons le produit scalaire canonique sur A4n(R) défini par (M,N) =
Le résultat qui précède se relit (fS, A} = 0 pour toute matrice antisymétrique A. La 
matrice appartient donc à l’orthogonal de l’espace des matrices antisymétriques qui 
est l’espace des matrices symétriques1. Finalement, la matrice S est symétrique.

(c) Par le théorème spectral, on peut écrire S = PD avec P E On(R) et D matrice, 
diagonale de coefficients diagonaux Ai,..., Xn. Considérons la matrice V diagonale de 
coefficients diagonaux Ei,...,En avec Ei = ±1 déterminé de sorte que EiAi = |Aj|. La 
matrice V est orthogonale, donc aussi l’est U = PV lP. Or

tr(SU) = tr(SPVfP) = tr((SPV) *P) = tr(J P(SPV)) = tr(fPSPV)
= tr(L>V) = |Ai| + • • • + |An|

et
tr(S') — Ai + • • • + An.

La propriété tr(S'P) < tr(S') entraîne Ai 0 pour tout i E [[1 ; n]|. La matrice S est donc 
à valeurs propres positives.

(d) Soit M E A4n(R).

méthode
Toute fonction réelle définie et continue sur un compact non vide présente un 
minimum et un maximum.

La fonction réelle ç>: P tr(MU) est définie et continue sur jMn(R) car linéaire. Sa 
restriction au départ du compact non vide On(R) présente un maximum en une certaine 
matrice Uq de On(R). On a alors, pour toute matrice U de On(R),

tr(MP) C tr(MP0).

Posons ensuite S — MUq. Pour toute matrice V de On(R), on peut écrire

tr(SV) = tr(MP0V) < tr(MP0) = tr(5) car U0V E On(R).

La matrice S est alors symétrique à valeurs propres positives et l’on peut écrire M = S Q 
avec Q = Uq1 une matrice orthogonale.
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Exercice 30 *** |

Soit M G A4n(R) vérifiant1 *MM = Montrer que M est orthogonalement 
semblable2 à une matrice diagonale par blocs, dont les blocs diagonaux sont de 
taille 1 et/ou de taille 2 de la forme3

1. On dit que M est une matrice normale.
2. C’est-à-dire semblable par l’intermédiaire d’une matrice de passage orthogonale.
3. La matrice Maj étant diagonalisable dans C, on peut affirmer que toute matrice commutant avec 

sa transposée est diagonalisable sur C.
4. Voir sujet 33 p. 232.

/q -Q\
Æfa 0 = o I avec ar/3 £ R- \p a J

Solution
Montrons la propriété en raisonnant par récurrence double sur la taille n 1 de la 

matrice M.
Pour n = 1, c’est immédiat. Pour n = 2, une matrice

commute avec sa transposée si, et seulement si, 

f 62 = c2 
[uc + bd = ab + cd.

Distinguons alors deux cas :
Cas : b = c. La matrice M est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable. 
Cas : b c. On a b = — c (avec b 0) et a = d. La matrice M est alors égale à Afa c.
Supposons la propriété établie aux rangs n — 2 et n — 1 avec n 3. Considérons une 

matrice M de A4n(R) commutant avec sa transposée et u l’endomorphisme de Rn qui 
lui est canoniquement associé.

méthode
Un endomorphisme d’un espace réel de dimension finie non nulle admet au 
moins une droite ou un plan stable4.

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension 1 ou 2 stable par u et e une base orthonor
male de E adaptée à ce sous-espace vectoriel. La matrice de u dans la base orthonormale e 
est de la forme

N= A B
\0 C avec A G AddimF(R)-

méthode
On montre que le bloc B est nul et que les matrices carrées A et C commutent 
avec leurs transposées respectives.
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Les matrices M et N figurent le même endomorphisme dans des bases orthonormales, 
elles sont donc orthogonalement semblables ce qui permet d’écrire

M = PNP-1 = PN fP avec P e On(R).

1. On considère ici la norme euclidienne associée au produit scalaire {A, B) — tr^AB).

L’identité lMM — M*M entraîne alors lNN = N1 N. Or

tATAT (lAA tAB \ x ArfA7 (A^ + B^ BlC
NN~VBA tBB + tCCJ et C*B ClC (*)

On en déduit en particulier
%4 = AtA + BtB.

En considérant la trace des deux membres, on obtient

tr(%4) = tr(AfA) + tr(B*B) = tr(%4) + tr(fBB).

Après simplification, il vient1 ||B||2 = tr(fBB) = 0 ce qui entraîne que la matrice B est 
nulle.

Finalement, la matrice N est de la forme

De plus, (*) donne lAA = A*A et tCC =
Par l’étude des cas n = 1 et n = 2, la matrice A est semblable à une matrice de la 

forme voulue par une matrice de passage orthogonale Q'. Par l’hypothèse de récurrence, 
la matrice C est aussi semblable à une matrice de la forme souhaitée par une matrice 
orthogonale Q". Considérons alors la matrice Q définie par blocs

Celle-ci est orthogonale et l’on vérifie par produit par blocs que R-1MR est de la forme 
attendue avec R = PQ € On(R).

La récurrence est établie.



CHAPITRE 8

Probabilités

8.1 Ensembles dénombrables

8.1.1 Définition

Définition
|| Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection avec N.

Lorsqu’un ensemble E est dénombrable, on peut introduire une application <p: N —> E 
bijective. En posant xn = <p(n) pour tout n € N, la suite (xn) est constituée de tous les 
éléments de E sans répétitions. On dit que la suite (xn) constitue une énumération de E.

Les figures ci-dessous illustrent des énumérations des ensembles dénombrables Z et N2 :

La droite réelle R n’est pas un ensemble dénombrable : l’infinité des éléments de R est 
trop grande pour que l’on puisse énumérer tous les réels. Aussi, ni p(N), ni {0,1}N (qui 
est facilement en bijection avec p(N)) ne sont des ensembles dénombrables.
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8.1.2 Ensembles au plus dénombrables

Définition
|| Un ensemble est dit au plus dénombrable lorsqu’il est fini ou dénombrable.

On peut énumérer les éléments d’un ensemble E au plus dénombrable, soit par une suite 
finie (^fc)fceïi;n]| avec n = Card(E'), soit par une suite infinie (zn)n€N-

Un ensemble est au plus dénombrable si, et seulement si, il est en bijection avec une 
partie de N.

Théorème 1
Toute partie d’un ensemble dénombrable est au plus dénombrable.

8.1.3 Opérations

Théorème 2
Un produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

On retrouve que N2 = N x N est dénombrable.

Théorème 3
Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

L’ensemble Q des nombres rationnels est dénombrable car c’est une réunion dénombrable 
d’ensembles dénombrables :

çGN*
avec Aq - P< - p E Z > dénombrable.

U J

8.2 Espaces probabilisables

8.2.1 Univers

Définition
L’ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire est appelé univers, il est 
généralement noté Q.

Les éléments w de Q constituent les issues (ou réalisations) de l’expérience aléatoire. 
L’univers Q peut être un ensemble fini, dénombrable ou infini non dénombrable.
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8.2.2 Tribu

Définition
On appelle tribu sur un ensemble Q toute partie T de £>(Q) vérifiant

1) QeT;

2) VA G T, Â G T;

3) V(An)nGN G 7"n, |J An G T.
nÇN

La dernière propriété s’appelle la stabilité par réunion dénombrable.
Une tribu contient alors nécessairement l’ensemble 0 et est stable par intersection dé
nombrable

P| An G T pour tout (An)nGN G Tn.
neN

Une tribu est aussi stable par union et intersection finie.

T = £?(Q) est un exemple de tribu sur Q, c’est la tribu discrète.

8.2.3 Événements

Définition
Il On appelle espace probabilisable tout couple (Q,7~) constitué d’un ensemble Q et 
|| d’une tribu T sur Q.

(Q, p(^)) est un espace probabilisable.

Définition
Si (Q, 7J est un espace probabilisable, les parties A de Q éléments de la tribu T sont 
appelées événements de l’espace (Q,7J.

L’événement Q est appelé événement certain alors que 0 désigne l’événement impossible. 
Lors de l’étude d’une expérience aléatoire, un événement s’exprime en langage naturel et 
se comprend comme un ensemble élément de la tribu T. Les opérations sur les événements 
se traduisent par des opérations sur les ensembles. Par exemple, A désigne l’événement 
contraire de l’événement A.

Définition
On dit que deux événements A et B sont incompatibles lorsque leur intersection est 
l’événement impossible, c’est-à-dire lorsque A P B — 0.

8.3 Probabilités

(Q,T) désigne un espace probabilisable.
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8.3.1 Définition

Définition
On appelle probabilité sur l’espace (Q,7~) toute application P: T- —> [0;l] vérifiant 
P(Q) — 1 et, pour toute suite (Xn)n€N d’événements deux à deux incompatibles,

(\ 4-oo
|JA„ =£P(X„).

n€N / n=0

Cette dernière propriété est Y additivité par union dénombrable.
Cette notion étend aux univers infinis le concept de probabilité défini dans le cours de 
première année limité aux univers finis. Il n’est cependant plus possible de calculer la 
probabilité de n’importe quelle partie de Q : on ne peut calculer la probabilité que d’un 
événement, c’est-à-dire d’un élément de la tribu T.
Définition

On appelle espace probabilisé tout triplet (Q,T, P) formé d’un ensemble Q, d’une 
tribu T sur Q et d’une probabilité P sur (Q, 7”).

8.3.2 Probabilité sur un univers au plus dénombrable
Soit Q un univers fini ou dénombrable muni de la tribu discrète T — p(Q). Pour une 
issue w € fi, on note la probabilité de Y événement élémentaire {eu}. La famille (p^u^o, 
est une famille de réels positifs, sommable et de somme égale à 1. Inversement :

Théorème 4
Si (Pw)wen est une famille de réels positifs, sommable et de somme égale à 1, il existe 
une unique probabilité P sur (Q, p(Q)) telle que pu = P({w}) pour tout w G fi.
Celle-ci est déterminée par

P(A) = ^2pw pour tout A G p(Q).
u) G A

X________________ ' .........  ............ .....................................-- - ■■ - - -- - ___

Lorsque l’univers Q n’est plus fini ou dénombrable, il est beaucoup plus difficile de définir 
une probabilité sur Q et la tribu des événements est rarement p>(Q).

8.3.3 Propriétés
Soit (Q, T, P) un espace probabilisé.
Les propriétés calculatoires déjà vues en première année restent valides : lorsque A et B 
sont deux événements

A n B = 0 => P(A u B) = P(yl) + P(B).

Plus généralement, on a l’égalité

P(A UB) = P(A) + P(B) - P(A A B).
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On dispose aussi d’une propriété de croissance

AcB P(A) P(B).

Enfin, on a l’identité P (A) = 1 — P(A) qui est utile, notamment pour calculer une 
probabilité par considération de l’événement contraire.

Ces propriétés se complètent des résultats de continuité monotone qui suivent :

= lim P(An). n—>+oo

Théorème 5 (Continuité croissante)
Si (^4n)neN est une suite croissante d’événements (c’est-à-dire An C An+i pour tout 
entier n G N) alors la suite (P(An)) converge et

p( Ux"

\n€N

Ce résultat est utile pour calculer la probabilité d’une union dénombrable comme limite 
des probabilités des unions partielles :

(\ / n
H An j = lim P | IJ Ak 'S I n—>+oo \
n€N / \fc=O

En particulier, on peut généraliser Y inégalité de Boole :

(\ +oo

nGN / n=0

quitte à considérer le second membre égal à +oo si la série associée diverge.

Théorème 6 (Continuité décroissante)
Si (An)n6N est une suite décroissante d’événements (c’est-à-dire An+i C An pour 
tout entier n E N) alors la suite (P(An)) converge et

fl An = lim P(An).
1 1 / n—>4-oo

.nëN /

Ce résultat permet de calculer la probabilité d’une intersection dénombrable par limite 
des probabilités des intersections partielles :

I I ~n
.n£N

lim P 
n—>+oo
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8.3.4 Événements négligeables, événements presque sûrs

Soit (Q, T, P) un espace probabilisé.
Définition

|| On dit qu’un événement A est négligeable si P(A) = 0.
L’événement impossible est négligeable. Un événement négligeable n’est pas pour autant 
impossible.
Un événement inclus dans un événement négligeable est a fortiori négligeable.
Une réunion finie ou dénombrable d’événements négligeables est négligeable.
Définition

On dit qu’un événement A est presque sûr1 si P (A) = 1.
Ceci signifie encore que l’événement contraire A est négligeable.

L’événement certain est presque sûr...
Un événement contenant un événement presque sûr est presque sûr. Une intersection finie 
ou dénombrable d’événements presque sûrs est presque sûre.

Pour montrer qu’un événement A est presque sûr, il est fréquent d’étudier A car celui 
est souvent plus facile à décrire puisque « petit ».

8.4 Probabilités conditionnelles et indépendance

(Q,T, P) désigne un espace probabilisé.

8.4.1 Événements indépendants

Définition
On dit que deux événements A et B de l’espace probabilisé (Q,7~, P) sont indépen
dants si P(AnB) = P(A) P (B).

Il ne faut pas confondre l’indépendance et l’incompatibilité : deux événements incom
patibles sont rarement indépendants ! L’indépendance permet de calculer la probabilité 
d’une intersection tandis que l’incompatibilité sert au calcul de la probabilité d’une union.

Définition
Soit (AJjg/ une famille d’événements de l’espace probabilisé (Q,T, P) avec I un 
ensemble d’indexation quelconque. On dit que les événements de la famille (Ai}iç_i 
sont mutuellement indépendants si, pour tout m e N* et tous ii,... ,im G I deux à 
deux distincts,

(m \ m
n M = n p(^)- 

fc=l / fc=l

L’indépendance mutuelle d’une famille d’événements est souvent une conséquence de 
la modélisation choisie de l’expérience étudiée. On la rencontre lors de la répétition 
d’expériences : lancers successifs d’une pièce, tirage avec remise.

1. On parle parfois d’événement quasi certain.
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8.4.2 Probabilités conditionnelles
Soit A un événement de Q vérifiant P (A) > 0.
Définition

Pour tout événement B de Q, on définit la probabilité conditionnelle de B sachant A 
par1

pfpiA) d= p(AnB) 
p(W) p(A) •

Si A et B sont indépendants, on remarque que P(B|A) = P (B).
Une probabilité conditionnelle P(B| A) est aussi notée Pa(B) ce qui introduit l’applica
tion

ÏT-H0;l]
A' \Bv->Pa(B) = P(.B|A).

Celle-ci est une probabilité sur (Q, T) ce qui autorise pour les probabilités conditionnelles 
les propriétés calculatoires vues précédemment pour les probabilités.

Lorsque A est un événement tel que P (A) — 0, on ne peut pas définir la probabilité d’un 
événement B sachant A par le quotient précédent. Il est usuel de poser P(B | A) =0 dans 
ce cas. L’application P4 ne désigne alors pas une probabilité.

8.4.3 Formule des probabilités composées

Théorème 7 (Formule dès probabilités composées):
Si A et B sont deux événements de fl,

P(A n B) =

Lorsque deux événements A et B ne sont pas indépendants mais que l’un peut être 
mesuré lorsque l’autre est réalisé, la formule des probabilités composées permet le calcul 
de P(A A B). Ceci est notamment utile pour les expériences présentant une succession 
d’épreuves non indépendantes.

Plus généralement, si Ai,..., An sont des événements de Q,

P(Ai n... n An) = P(Ai) P(A21 Ai)... P(An I Ai n... n An_x).

8.4.4 Formule des probabilités totales
Soit (Ai)jGz une famille d’événements de l’espace probabilisé (Q, T, P) avec 1 un ensemble 
fini ou dénombrable.
Définition

On dit que la famille (AJ^/ est un système complet2 d’événements si les événe
ments Ai sont deux à deux incompatibles et de réunion Q.

1. La notation P(B|A) peut prêter à confusion : (B|A) ne désigne pas un événement dont nous 
calculons la probabilité par P !
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Théorème 8 (Formule des probabilités totales)
Si est un système complet2 3 d’événements de l’espace probabilisé (Q, T, P) 
alors, pour tout événement B, la famille (P(B| Ai)P(Aj))i€/ est sommable et

2. On parle aussi de système quasi complet d'événements lorsque les Ai sont deux à deux incompatibles 
et que leur union est un événement presque sûr.

3. Ou plus généralement, un système quasi complet d’événements.

P(B) = £P(B|A)P(A).
ieil _____________________________________________________/

La formule des probabilités totales permet les études exhaustives : les Ai déterminent 
tous les cas possibles et les probabilités conditionnelles estiment la réalisation de B 
dans chaque cas. Cette formule est utile pour évaluer la probabilité d’un événement qui 
apparaît sur plusieurs feuilles d’une expérience visualisée par un arbre.

8.4.5 Formule de Bayes

Théorème 9 (Formule de Bayes)
Si A et B sont deux événements avec B de probabilité non nulle,

P(A|B) = P(B|4)P(A)
P(B)

La formule de Bayes est utile pour les raisonnements « rétroactifs » : lorsque l’on sait la 
réalisation de B, elle permet d’estimer la probabilité que A en soit la cause.

8.5 Exercices d’apprentissage

Exercice 1 i
Soit Q un ensemble. On introduit I

T = {>1 C £2 | A ou A est au plus dénombrable}. |

(a) Vérifier que T est une tribu sur Q. j
(b) On suppose Q infini non dénombrable.

Montrer que l’on définit une probabilité P sur (Q, T-) en posant, pour tout A de T, |

0 si A au plus dénombrable
1 si A au plus dénombrable.

.....    u, Wn,S    U.,., ilii     ........ ......... --------------------- > —    A .......................... .......... . U '

P(A) =
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Solution

(a) méthode
On vérifie que T est une partie1 de p(fi) contenant fi, stable par passage au 
complémentaire et stable par union dénombrable.

1. Une tribu est un ensemble d’ensembles.

Par définition T est formée de parties de fi et donc T G p(fi). La partie fi appartient 
à T car fi = 0 est une partie finie donc au plus dénombrable^

Si A € T, on a A ou A au plus dénombrable donc A ou A est au plus dénombrable. 
Ainsi, A G T et l’ensemble T est stable par passage au complémentaire. Il reste à vérifier 
la stabilité par union dénombrable. Etudions

A = An avec (An)n€N une suite d’éléments de T.
neN

Cas : Tous les An sont au plus dénombrables. La partie A est une union dénombrable 
d’ensembles au plus dénombrables, c’est une partie au plus dénombrable (Th. 3 p. 332).

Cas : L’un des An est infini non dénombrable. Notons no l’indice correspondant. La 
partie Ano étant élément de T, on a nécessairement Ano au plus dénombrable. Or

A = An G ^”"*1 An G Ano 
n€N nGN

donc A est au plus dénombrable car inclus dans une partie qui l’est (Th. 1 p. 332).
Dans les deux cas, on peut affirmer que l’union des An est élément de T.

(b) méthode
On observe que P est une application de T vers [0 ; 1] vérifiant P (fi) = 1 et la 
propriété d’additivité dénombrable.

Commençons par souligner que l’application P est bien définie à valeurs dans [0 ; 1] car 
une partie A de fi ne peut vérifier A au plus dénombrable et A au plus dénombrable 
puisque fi = A U A est infini non dénombrable. Ainsi, l’application P est définie sans 
ambiguïté.

On a immédiatement P (fi) = 1 car fi est infini non dénombrable.
Soit (An)n€N une suite d’éléments de T deux à deux disjoints. Vérifions

(4-oo \ 4-oo
U A. =£p(A.) «
n—0 / n=0

avec convergence de la série de terme général P(An).
Cas : Tous les An sont au plus dénombrables.
L’union des An est alors au plus dénombrable et l’égalité (*) se relit 0 = 0.
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Cas : L’un des An est infini non dénombrable. Notons no l’indice correspondant. On 
sait alors Ano au plus dénombrable. Puisque les An sont deux à deux disjoints, on 
a An C Ano pour tout n distinct de no et donc An est au plus dénombrable. On en 
déduit que seul Ano est infini non dénombrable et l’égalité (*) se relit 1 = 1.

Finalement, P est une probabilité sur (Q,T).

Exercice 2 I
A quelles conditions sur la suite réelle (an)n6N existe-t-il une probabilité P sur l’es
pace probabilisé (N, p(N)) vérifiant l

P({n, n + 1,...}) = an pour tout n€N. I

Solution
Posons An = {n, n + 1,...} pour tout n € N.

méthode
Une probabilité sur un univers dénombrable Q muni de la tribu p(Q) est 
entièrement déterminée par la connaissance de la famille (P({^}))we£7 qui est 
une famille de réels positifs sommable et de somme 1 (Th. 4 p. 334).

Analyse : Supposons l’existence de la probabilité P telle que voulue. Puisque Aq = N, 
on a cio = P(N) = 1. De plus, on détermine P({n}) pour ne N* en écrivant la réunion 
disjointe1 An = {n} U An+1. On a donc par additivité

1. On dit d’une réunion qu’elle est disjointe lorsque les ensembles réunis sont deux à deux disjoints. 
On utilise quelquefois les symboles U ou ül pour écrire cette opération.

P(A„) = P({n}) + P(An+1)

ce qui donne P({n}) = an — an+i- Une probabilité étant à valeurs positives, la suite (dn) 
est nécessairement décroissante. Enfin, par continuité décroissante (Th. 6 p. 335)

P(0) = PI Cl An = lim an car An+i c An pour tout n e N.
\ 1 1 / n—>+oo\nSN /

On en déduit que la suite (dn) est de limite nulle. Vérifions que ces conditions sont 
suffisantes.

Synthèse : Considérons (dn) une suite de réels décroissante de limite nulle et véri
fiant do = 1- Posons pn = an - an+1 pour tout n G N. Les pn sont des réels positifs et 
par calcul d’une somme télescopique

n n
Pk ~ ~ ^0 “’ a0 ~ 1-x n->+ooZc=O k=Q

La série ^pn est donc convergente de somme égale à 1. La famille (pn)neN est donc une 
famille de réels positifs sommable et de somme 1 : il existe une probabilité P sur l’espace 
probabilisable (N, p(N)) vérifiant P({n}) = pn pour tout n E N.
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Il reste à vérifier que cette probabilité convient ce qui se résout par un calcul télesco
pique analogue au précédent. Pour tout n € N, les {k} avec k n étant deux à deux 
incompatibles, on a par additivité dénombrable

(\ 4-oo 4-oo 4-oo
U w )= 52 p(w) = 52^ = 52(flfc - afc+^ =an- 

k^n / k~n k=n k=n

Exercice 3
On lance indéfiniment un dé équilibré à six faces et l’on admet1 qu’il existe un espace 
probabilisé (Q, T, P) qui permet d’étudier la succession des valeurs obtenues.

1. L’ensemble Q des suites d’entiers compris entre 1 et 6 n’est pas dénombrable, il n’est alors pas 
immédiat de définir une tribu et une probabilité permettant d’étudier l’expérience en cours : le Th. 13 
p. 377 du chapitre suivant assure l’existence de l’univers introduit.

2. Sachant que les sont des événements, l’écriture qui suit assure que An en est aussi un par 
opérations dans la tribu T. Lorsque n — 1, cette écriture se comprend Ai — D\.

(à) Déterminer la probabilité d’obtenir un ‘six’ pour là première fois lofs du n-ième 
lancer.

(b) Montrer qu’il est presque sûr d’obtenir un ‘six’.
(c) Montrer qu’il est presque sûr d’obtenir une infinité de ‘six’.

Solution

(a) Pour tout n G N*, on introduit les événements :

An — « On obtient pour la première fois la valeur ‘six’ lors du n-ième lancer »,
Dn = « On obtient la valeur ‘six’ lors du n-ième lancer ».

Puisque le dé est supposé équilibré, on sait P(Dn) = 1/6.
La question posée consiste à calculer la probabilité de An : on exprime 2 An en fonction 

des événements Dn
An = Di n... n Dn-i n Dn.

Sans que l’hypothèse soit explicite, on suppose les lancers indépendants ce qui permet 
d’affirmer l’indépendance mutuelle des événements D\,..., Dn_i et Dn et de terminer le 
calcul

__  ____ 1/5
P(4„) = P(£>!) x ... x ?(£>„_,) x P(£>„) = - -

O \0

(b) On étudie :

A = « On obtient au moins un ‘six’ lors de l’expérience ».

On peut exprimer A qui est de nature existentielle par une réunion dénombrable ce qui 
assure qu’il s’agit d’un événement :

A = J D„.
neN*
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Les événements Dn n’étant pas incompatibles, on ne peut calculer directement la proba
bilité de cette union. On peut alors exprimer A comme la réunion disjointe des An mais 
il est plus commode d’étudier l’événement contraire :

A = « On n’obtient jamais de ‘six’ lors de l’expérience ».

Cet événement de nature universelle s’exprime par une intersection

r|p;
nÇN*

méthode
On calcule la probabilité d’une intersection dénombrable par continuité mo
notone (Th. 6 p. 335).

Par continuité décroissante

(n \
05 ./fc=l /

Les événements intersectés étant indépendants, la probabilité de l’intersection est le pro
duit de leur probabilité

n / » \ n
P(â) = lim TT P(Dk) = lim ( - ) = 0.

n—>4-oo n—>4-oo \ O //c—1 ' '

L’événement A est négligeable et il est donc presque sûr1 d’obtenir un ‘six’ lors de la 
succession de lancers.

1. Il existe des successions de lancers qui ne produisent jamais de ‘six’ mais on vient d’établir que 
l’ensemble de celles-ci est de probabilité nulle.

(c) On étudie l’expression contraire :

F — « On n’obtient qu’un nombre fini de ‘six’ lors de l’expérience ».

Ceci signifie encore que les lancers réalisés ne donnent plus de ‘six’ à partir d’un certain 
rang,

méthode
|| On exprime F par opérations ensembliste dans la tribu T.

L’événement « On obtient plus de ‘six’ à partir du rang N » s’exprime par l’intersec
tion dénombrable

n
n^N

Comme au-dessus, on obtient par continuité décroissante que cette intersection est un 
événement négligeable.
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F traduisant l’existence d’un rang à partir duquel il n’y a plus de ‘six’ s’exprime par 
une réunion dénombrable

p= u rw
NçN* n^N

Cette écriture justifie que F est bien un événement et qu’il est négligeable en tant que 
réunion dénombrable d’événements qui le sont.

Exercice 4 •
Une urne contient une boule blanche. Un joueur lance un dé équilibré à six faces. | 
S’il obtient un ‘six’, il tire une boule dans l’urne. Sinon, il rajoute une boule rouge | 
dans l’urne et répète la manipulation. On admet l’existence d’un espace probabi- | 
lise (Q, T, P) permettant l’étude dé cette expérience. |

(a) Quelle est la probabilité que le joueur tire la boule blanche ?
On donne

+°O !
— xn = — ln(l — x) pour tout x € ] —1 ; 1[. 72n=l

(b) On suppose que le joueur a tiré la boule blanche. Quelle est la probabilité qu’il I
n’y ait pas d’autres boules dans l’urne ? I

Solution
Soit n E N*. On introduit les événements suivants :

An — « Le joueur obtient pour la première fois un ‘six’ lors du n-ième lancer »,
Aqo = « Le joueur n’obtient jamais de ‘six’ »,

B — « La boule tirée est blanche ».

L’étude menée dans le sujet précédent a donné

p(j4n)=HD et p(a”)=o-

(a) On veut déterminer la probabilité de B ce qui nécessite de connaître la composition 
de l’urne.

méthode
On utilise la formule des probabilités totales (Th. 8 p. 338) en identifiant un 
système complet d’événements adapté à l’étude.

Les événements An (avec n E N*) et constituent un système complet d’événements. 
Par la formule des probabilités totales

-Foc
P(B) = P(BMn) P(A.) + P(B I A») P(A»).

n=l



8.6 Exercices d'entraînement 345

Exercice 6 ** (Inégalités de Fatou)
Soit (An)neN une suite d’événements de l’espace probabilisé (Î2, 7', P).
On introduit

A* = U A An et = A U An-
n^p pGN n^p

(a) Vérifier que A* et A* sont des événements. Comment interpréter simplement 
ceux-ci ?

(b) Montrer A* c A*.
(e) Montrer les inégalités

P(A*) < lim { infP(An)j et lim / supP(An) 
p^-^oo K n^P z p-”*+<x) \ y&p

(d) Déterminer un M ces inégalités sont strictes.

Solution
Pour p € N. Introduisons

Bp = An et Cp = An. 
n^p n^P

(a) Pour tout p € N, on peut affirmer que Bp est un événement car intersection dénom
brable d’événements. On en déduit que A* est un événement par réunion dénombrable 
d’événements. L’argumentation est analogue pour A*.

méthode
Une réunion d’événements traduit une quantification existentielle, une inter
section traduit une quantification universelle.

L’événement Bp signifie la réalisation1 de tous les An au delà du rang p. La réunion 
définissant A* signifie donc l’existence d’un rang au delà duquel les événements An sont 
tous réalisés. En résumé, A* signifie que les événements An sont tous réalisés à partir 
d’un certain rang. L’événement Cp signifie l’existence d’au moins un An réalisé parmi 
ceux d’indices supérieurs à p. L’intersection définissant A* signifie que ceci a lieu pour 
tout p... L’événement contraire est cependant plus simple 2 à comprendre 

1. Dire qu’un événement est réalisé signifie que l’issue de l’expérience aléatoire en est élément. Etudier 
la réalisation d’un événement est une façon de décrire celui-ci.

2. Ce qui précède peut néanmoins s’interpréter : il existe des rangs arbitrairement grands pour les
quels An est réalisé.

n^p

signifie que les An ne sont plus réalisés au delà d’un certain rang. L’événement A* signifie 
alors qu’il y a une infinité de An réalisés.
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(b) Si une issue cv est élément de A*, il existe p € N tel que w est élément de tous 
les An d’indices supérieurs à p. Pour tout q G N, l’issue w est alors élément de Amax(p g) 
et donc élément de la réunion des Am pour m q. C’est par conséquent un élément 
de A* ce qui justifie l’inclusion  A* C A*.1

(c) Commençons par justifier l’existence des limites introduites en constatant que les 
suites associées sont monotones et bornées. Pour tout p G N, on a

1. Si les An sont réalisés à partir d’un certain rang, il y a une infinité de An réalisés.

{P(An) | n p + 1} C {P(An) | n > p}.

Une borne inférieure du second ensemble est donc un minorant du premier ce qui entraîne 

inf P(An) > infP(An).

La suite des bornes inférieures est donc croissante et puisqu’elle est majorée par 1, c’est 
une suite convergente. De même, on établit la convergence de la suite des bornes supé
rieures qui est décroissante et minorée par 0.

méthode
Par continuité monotone (Th. 5 et Th. 6 p. 335) , la probabilité d’une union 
croissante dénombrable (ou d’une intersection décroissante dénombrable) est 
la limite des probabilités des événements considérés.

Soit p G N. Pour tout n p,

P(Bp) P(Xn) car Bp = Q Am C An.
m^p

Une borne inférieure étant le plus grand des minorants, on obtient

P(Bp) < inf P(An).
n^p

Enfin, les événements Bp constituent une suite croissante car Bp C Bp+i et donc, par 
continuité monotone,

P(A) — lim P(Bp) lim ( infP(An)\ 
p—>+oo p—>+oo\n^p /

La deuxième inégalité se traite par une étude analogue. On commence par observer que Cp 
contient tous les An d’indices supérieurs à p ce qui entraîne

supP(An) < P(Cp).
n^p

On conclut à l’inégalité voulue par continuité monotone sachant que la suite (Cp) est 
décroissante.
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\ _ 1
J ~ 2

(d) On considère l’univers Q — {0,1} muni de la tribu discrète et de la probabilité 
uniforme. Pour tout fc e N, on introduit les événements

= {0} et X2/c+i = {1} .

On a P(An) = 1/2 pour tout n € N donc

lim ( infP(An) j = lim 1 supP(An)
p—\ n^p / p—>+oo \ n^p

tandis que
P(A) = P(0) = 0 et P(A*) = P(Q) = 1.

Z ” ' ■ r ■ ........... ................ . ■ ■ ■ ------- ------------- --—- — " —

Exercice 7 *** (Lemme de Borel-Cantelli)
Soit (An)n€N une suite d’événements d’un espace probabilisé (Q, T, P). On considère 
l’événement

= Cl U ^n'
pGNn^p

(a) On suppose la convergence de la série ^P(An). Montrer P (A*) = 0.
(b) Inversement, on suppose la divergence de la série £2P(An) ainsi que Pindépen- 

dance mutuelle des An. Montrer P (A*) =1.

Solution

(a) Pour p E N, introduisons

n^p

La suite d’événements (Cp) est décroissante car Cp+i C Cp. On a donc par continuité 
monotone

P(A’) = lim P(C„). (*)p—>+oo

La probabilité de l’union dénombrable définissant Cp est la limite des probabilités des 
unions partielles

(N
U

n=p

Or, l’inégalité de Boole donne

(N \ N +oo
[_J An j ^2 P(j4n) et par passage à la limite P((7p) <
n=p / n=p n=p

Le majorant est ici le reste d’une série convergente, il est donc de limite nulle lorsque p 
tend vers l’infini. Par théorème de convergence par encadrement, on conclut P (A*) — 0.
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(b) méthode
|| On étudie l’événement contraire.

En passant à l’événement contraire l’égalité (*), on obtient

P (A*) = lim P(Cp) avec Cp = O An.
K 7 p—>4-00 * ’

1. L’indépendance mutuelle des événements entraîne celle des événements contraires : voir sujet 13 
du chapitre 12 de l’ouvrage Exercices d’algèbre et de probabilités MPSI.

n^p

On montre que l’événement Cp est négligeable en étudiant les probabilités des inter
sections partielles. Par continuité monotone, on a

(N 
px 
n=p

Soit N p. On sait par indépendance mutuelle1

(N \ N N
n^) = np®=ne 
n=p / n—p n=p

méthode
|| On emploie l’inégalité de convexité 1 — x e~x valable pour tout a; € R.

On obtient

(N \ N / N
Qâ; «s ne“^n>=exP -Ep(A„)
n=p / n—p \ n=p

Par la divergence de la série à termes positifs ^P(An), il vient 

N

EPG4n)
n=p

---------> +oo
N—>4-00

et donc, par théorème de convergence par encadrement, P(Cp) = 0. On peut alors 
conclure P (A*) = 0 puis P (A*) = 1.

8.6.2 Tribus

Exercice 8 **
Soit B un événement d’un espace probabilisé (Pl,TyP). Montrer que l’ensemble des 
événements indépendants de B forme une tribu sur Q.
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Solution
Notons A l’ensemble des événements de Q indépendants de B, c’est-à-dire l’ensemble 

des AeT vérifiant P(A A B) — P(A) P(B).

méthode
On vérifie que A possède Q et est stable par passage au complémentaire et par 
réunion dénombrable.

L’événement certain Q est indépendant de B car P(Q AB) = P(B) = P(fî)P(B).
Si A est un événement indépendant de B, on peut écrire par additivité puis indépen

dance

P(B) = P((AAB)U(ÂAB))
= P(AnB)+P(ÂOB)
= P(A)P(B)+P(ÂAB)

On en déduit

P(Â A B) = P(B) - P(A) P(B)
= (1 - PG4)) P(5)
= P(Â)P(B).

Ainsi, l’événement contraire A appartient à A.
Enfin, soit (An) une suite d’événements indépendants de B deux à deux incompatibles. 

Par distributivité de l’intersection sur l’union

Les événements An A B sont deux à deux incompatibles et l’on a donc par additivité 
dénombrable

(\ 4-oo
=^P(4OB) avec convergence de P(An A B).

nEN / n=0

Or P(An AB) = P(An)P(B) et donc

(/ \ \ / 4-oo \ / \
HJ nB = I £p(A,) P(B) = P U An P(B).
\nGN / / \n=0 / \n€N /

Ainsi, la réunion des An est élément de A et l’on peut conclure que A est une tribu sur Q.
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Exercice 9 ***
Soit Q un univers.

(a) Soit une famille de tribus sur Q. Montrer que A = Q Ai détermine une 
tribu sur Q.

(b) Soit S une partie de p(Q). Montrer qu’il existe une unique tribu contenant S 
et incluse dans toutes les tribus contenant S. Celle-ci est notée cr(S).
On suppose l’univers Q muni d’une probabilité P définie sur une tribu T. On dit que 
deux tribus A et B incluses dans T sont indépendantes lorsque

P(A n B) = P(A) P(B) pour tout (A, B) e A x B.

(c) Soit <$i et <$2 deux ensembles constitués d’événements de (Q, T). On suppose que 
les événements de <Si sont indépendants de ceux de S%- Montrer que les tribus u(<Si) 
et a(<$2) sont indépendantes.

Solution

(a) L’univers Q appartient  à chaque tribu Ai donc aussi à A.1

1. Rappelons qu’une tribu est un ensemble d’ensembles : on dit donc que l’ensemble Q appartient à 
une tribu et non qu’il est inclus dans une tribu.

Si A est un événement élément de A, celui-ci appartient à chaque tribu Ai et son 
événement contraire A aussi. Ainsi, A est élément de A.

Enfin, si (An)ne^ est une suite d’éléments de A, c’est une suite d’éléments de chaque 
tribu Ai et la réunion des An est élément de chaque Ai donc aussi de A.

Finalement, A est une tribu sur Q.

(b) méthode
|| On considère l’intersection de toutes les tribus contenant S.

Existence : Introduisons l’intersection cr(S) de toutes les tribus contenant <S. Celle-ci 
est une tribu en vertu de l’étude ci-dessus, elle contient S et est incluse dans toutes les 
tribus contenant <S. Ceci établit l’existence.

Unicité : Soit A une tribu contenant S et incluse dans toutes les tribus contenant S. 
La tribu A figure parmi les tribus intersectées pour définir cr(<S) et donc cr(<S) C A. 
Aussi, cr(<$) est une tribu contenant S et donc A C &(<$) puis A = ct(5).

(c) Commençons par noter que les tribus <t(5i) et gt(<$2) sont incluses dans T ce qui 
autorise à parler de leur indépendance.

Si A est un événement de (Q, T, P), on a vu dans le sujet précédent que l’ensemble 
des événements de (Q,7~, P) indépendants de A forme une tribu, notons celle-ci Ta- Par 
intersection d’une famille de tribus

Zsi =f P] Ta est aussi une tribu.
AeSi
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Cette tribu contient par hypothèse S2 et donc aussi cr(<$2). Ainsi, les éléments de é>i 
sont indépendants de tous les éléments <7 (<$2)- On peut alors mener un raisonnement 
symétrique et affirmer

n

Be<T(s2)

est une tribu contenant «Si donc aussi aAinsi, les tribus cr(<Si) et a(6’2) sont indé
pendantes 1.

8.6.3 Calcul de probabilités
Dans chaque étude qui suit, on admet l’existence d’un espace probabilisé (fi, T, P) per
mettant de modéliser l’expérience.

. . -

Exercice 10 *
Deux archers tirent à tour de rôle sur une cible. Le premier qui touche a gagné. 
Le joueur qui commence a la probabilité p\ de toucher à chaque tir et le second la 
probabilité P2 (avec Pi,P2 € ]0 ; 1]).

(a) Quelle est la probabilité que le premier archer gagne ?
(b) Montrer qu’il est quasi certain que le tournoi se termine.
(c) Pour quelles valeurs de pi existe-t-il une valeur de P2 pour laquelle le tournoi 

est équitable?

Solution

(a) Pour n € N*, on introduit les événements :

An — « La cible est touchée lors de la n-ième tentative »,
Vn = « La cible est touchée pour la première fois lors de la n-ième tentative ».

L’événement = « Le premier archer gagne » est la réunion des événements deux à 
deux incompatibles V2/C+1 pour k parcourant N. Par additivité dénombrable, on a donc

4-oo
p«) = Emfe+i).

fc=O

Or V2fc+i — Ai n ... O A2k n A2k+i et l’expérience laisse supposer que les différentes 
tentatives des archers sont indépendantes, donc

---- ----- , x jL
P(V2t+l) = PM1 ) X ■ ■ ■ X P(A2fc) x P(X2t+1 ) = P1((1 -P1)(1 -p2)) .

1. Ce résultat est souvent utilisé sans être explicitement signifié. Si l’on considère une suite d’expé
riences aléatoires indépendantes, les événements qui s’expriment en fonction des résultats des premières 
expériences sont indépendants de ceux qui s’expriment en fonction des résultats des suivantes.
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Par calcul d’une somme géométrique de raison strictement inférieure à 1, on conclut

-f-oo
p(Ji) = -piX1 -p^)k = ——•

1. On peut aussi étudier par continuité décroissante la limite de la probabilité de l’événement : 
« le tournoi dure au moins k parties ».

Pi + P2 “ P1P2

(b) méthode
|| On calcule la somme1 des probabilités des victoires de chacun des archers.

L’événement J2 traduisant la victoire du deuxième archer est la réunion des événe
ments V2k pour € N*. Par des calculs analogues aux précédents

P(v2i) = P(Â n... n n 42*) = p2(l - pi)((1 - Pi)(l - p2))fc-1 -

On obtient alors
4-oo

pw=- poai - pou -P2))‘-1=„ .
P1+P2- P1P2

On vérifie alors P («A) + P (J2) = 1 ce qui signifie qu’il est presque sûr que le tournoi se 
termine.

(c) Le tournoi est équitable lorsque P(Ji) = 1/2, c’est-à-dire 2pi = pi + P2 — PiP2- 
Cette équation en l’inconnue P2 possède une solution P2 — Pi/(1 — Pi) lorsque pi < 1. 
Cette solution est élément de ]0 ; 1] si, et seulement si, pi ^1/2.

Exercice 11 *
Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On tire dans cette urne une 
boule, on note sa couleur et on la remet dans l’urne accotnpagnée de deux autres 
boules de la même couleur. On répète cette opération indéfiniment.

(a) Quelle est la probabilité que les n premières boules tirées soient rouges?
(b) Justifier qu’il est presque sûr que la boule blanche initiale sera tirée.

Solution

(a) On pose Ao = Q et, pour n G N*, on introduit l’événement :

An = « Les n premières boules tirées sont rouges ».

On a P(Aq) = 1 et, pour tout n 1,
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En effet, si l’événement An_i est réalisé, l’urne est constituée d’une boule blanche et 
de 2n — 1 boules rouges lors du n-ième tirage. Sachant An = Ao A Ai D • • • A An, la 
formule des probabilités composées (Th. 7 p. 337) donne

n n n
P(X„) = P(A>) n P(At |4, n • ■. n = n P(4t IA-1) = If ■ 

k=l fc=l fc=l

Enfin, en exprimant, le produit des entiers pairs et des entiers impairs à l’aide de nombres 
factoriels1, on obtient

1. Voir sujet 5 du chapitre 2 de l’ouvrage Exercices d'algèbre et de probabilités MPSL

PM )_ <2n>! - 1 (2n}~\
n 22n(n!)2 4n\n J

(b) méthode
On étudie l’événement contraire en déterminant la limite de P(An) par la 
formule de Stirling.

Les événements An constituent une suite décroissante et l’on a par continuité monotone 
(Th. 6 p. 335)

p(plAn)= lim P(An).
\ 1 1 / n—>4-oo\neN /

A l’aide de la formule de Stirling, on obtient

1 ___ / 27,
P(An) ~ —==-------- > 0 car n! ~ v27rn( —

n—>-|-oo n—>-|-oo n—>+oo \e

L’événement « Tirer indéfiniment des boules rouges » est donc négligeable. En considé
rant l’événement contraire, il est presque sûr que la boule blanche initiale sera tirée.

Exercice 12 **
On effectue une suite de lancers indépendants d’une pièce équilibrée et l’on désigne 
par an la probabilité de ne pas avoir obtenu trois côtés ‘piles’ consécutifs loirs des n 
premiers lancers.

(a) Calculer ai ,02 et û3-
(b) Pour n > 4, exprimer an en fonction de an_i, an-2 et an^.
(c) Déterminer la limite de la suite

Solution
Pour n E N*, on introduit les événements

Pn = « La pièce tombe côté ‘pile’ lors du n-ième lancer », Fn = Pn et
An = « On n’a pas obtenu trois ‘piles’ consécutifs lors des n premiers lancers ».
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(a) Les événements Ai et sont certains et donc ai = ü2 = 1. L’événement A3 est 
l’événement contraire de  P1P2P3. Par indépendance,1

1. Par soucis de légèreté, on élude le symbole d’intersection en écrivant P1P2P3 au lieu de P\C}P2P\P3-
2. L’étude de cette expérience est approfondie dans le sujet 20 p. 366.

/ \ 3
a3 = P(X3) = l-P(P1P2P3) = l- (i) =

\ Z J o

(b) méthode
On forme un système complet d’événements en discutant selon les résultats 
des premiers lancers.

Soit n 4. Obtenir un côté ‘face’ lors des premiers lancers « réinitialise le décompte ». 
Ceci invite à introduire le système complet constitué des événements suivants

Fi, P1F2, P1P2F3 et P1P2F3.

La formule des probabilités totales donne alors

P(An) - P(Xn | FJ P(FJ + P(An | PiF2) P(PiF2) (*)
+ P(An | P1P2F3) P(PiP2F3) + P(An | P1P2P3) P(PiP2F3).

Si lors du premier lancer la pièce tombe côté ‘face’, ne pas obtenir trois ‘piles’ consé
cutifs lors des n premiers lancers revient à ne pas obtenir trois ‘piles’ consécutifs lors 
des n — 1 lancers qui suivent le premier. On a donc

P(An|FJ = P(An_J.

On justifie de même que P(An | PiF2) = P(An_2) et P(An | P1P2F3) = P(An_3) tandis 
que P(An | P1P2P3) =0. L’égalité (*) donne alors

1 1 1
1 “H ~:an—2 H- ~dn—3-

Z 4 o

(c) méthode
On vérifie que la suite (an) converge avant de passer la relation de récurrence 
précédente à la limite.

La suite (an)n^i est décroissante car l’événement An+i est inclus dans l’événement An. 
La suite (an)n^i est de surcroît minorée par 0, elle est donc convergente. En notant l sa 
limite, la relation de récurrence précédente donne

111
1= -1+ -1+ -H2 4 +8

On en déduit2 t = 0.
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Exercice 13 **
Deux joueurs Ji et J2 s’affrontent lors d’un tournoi constitué de parties indépen
dantes. Initialement, les joueurs possèdent à eux deux N jetons. A chaque tour, le g 
joueur J\ a la probabilité p G ]0 ; 1[ d’emporter la partie et le joueur J2 la probabilité g 
complémentaire q = 1 — p. Le joueur perdant cède alors un jeton au vainqueur. La g 
succession de parties continue jusqu’à ce que l’un des deux joueurs ne possède plus I 
de jetons, l’autre est alors déclaré vainqueur du tournoi. g
Soit n G [0 ; TV]]. On note an la probabilité que le joueur Ji gagne le tournoi lorsqu’il 
possède initialement n jetons.

(a) Déterminer üq et ün et établir, pour tout n G [1 ; N — 1], l’égalité

an ~ P^n-f-i d" qan—i.

(b) Calculer an en introduisant un — an — an-i pour n G [1 ; TV]].
(c) Montrer que le tournoi s’arrête presque sûrement.\ / X AJ.

Solution

(a) Les conditions de l’expérience menée entraînent o,q — 0 car le joueur a immé
diatement perdu le tournoi s’il ne possède pas de jetons. On a aussi — 1 car cette 
fois-ci c’est le joueur J2 qui ne possède pas de jetons.

méthode
On établit l’égalité par la formule des probabilités totales en discutant selon 
le résultat de la première partie.

Pour n G [0 jV], on introduit les événements

An = « Ji gagne le tournoi lorsque sa fortune initiale vaut n »,
A!n — « Ji gagne le tournoi lorsque sa fortune après la première partie vaut n »,
V = « Ji gagne la première partie ».

Soit n G [1 ; N— 1]. Le couple (V, V) est un système complet d’événements et la formule 
des probabilités totales (Th. 8 p. 338) donne

P(A„) = P(A„ |V) P(V) + P(A, | V) P(V). (*)

Or si le joueur J\ a gagné le premier tour de jeu, sa fortune après la première partie 
vaut n + 1 et donc An A V = A'n+1 A V. Cependant, les événements A'n+1 et V sont 
indépendants1 car il est supposé que les joueurs Ji et J2 s’affrontent en des parties 
indépendantes et donc

1. L’événement s’exprime en fonction des résultats des parties du tournoi sauf la première, sans 
le dire on emploie ici le résultat du sujet 9 p. 350.

,,,, IV) PMnHV) P(A;+1nv)
( nl } p(p) p(v)

P(4,+1)P(V) 
p(p) = p«+i)-
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Enfin, P(A^+1) = P(An+i) car la probabilité de victoire du joueur J\ dépend du nombre 
de jetons qu’il possède et non du tour de jeu où l’on dénombre ceux-ci. Ainsi1, on 
obtient P(An | V) = P(An+i). On étudie de même la probabilité de An sachant V et 
l’équation (*) devient an —pan+i + qan~i.

1. L’égalité P(An | V) = P(An+i) est de bon sens mais il peut être intéressant de détailler...
2. La suite (an) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 : on pouvait directement calculer son terme

général via l’introduction d’une équation caractéristique.

(b) Sachant p + q = 1, on peut écrire an = pan + qan et l’égalité précédente donne

p(®n-f-l ®n) — On-1)-

c’est-à-dire pun+i = qun pour tout n € [1 ; N — 1J. La suite (un)i^n^yv est donc géomé
trique de raison q/p et l’on peut exprimer son terme général

/ \n—1
Un = ui ( - ) pour tout n e [1; AT],

\PJ
Par calcul de somme télescopique, on en déduit

Pour poursuivre le calcul, on discute selon la valeur de la raison de la somme géométrique.
Cas : p = q. On obtient an = nu± et puisque — 1, on conclut

n
an = — pour tout n € [O ; 7V]].

Cas : p q. On obtient par somme géométrique de raison différente de 1

| £ ^1- 
P

Sachant = 1, on conclut2 *

1 — (â)n on — an
ün = ÏTTâV7 = PN - qNpN'n pour tout n G Œ°;

\pj

(c) Un calcul symétrique détermine la probabilité bn que le joueur gagne le tournoi 
lorsqu’il possède initialement n jetons :

_qn
bn = —^qN~n sip^q et bn = — sinon.

piN — q JN

Dans le cas p = q tout comme dans le cas p q, on constate que an + b^_n = 1 ce qui 
assure que presque sûrement l’un des deux joueurs gagne le tournoi.
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Exercice 14 ** I
Trois joueurs Ji, J2 et J3 participent à un tournoi selon les règles qui suivent. À | 
chaque partie, deux joueurs entrent en concurrence et chacun péut gagner l’affronte- I 
ment avec la même probabilité. Le gagnant d’une partie affronte à la partie suivante 
le joueur n’ayant pas participé. Le tournoi s’arrête lorsque Fun des joueurs gagne 
deux parties cônsécutives. Celui-ci est alors déclaré vainqueur.

(a) Établir que le tournoi s’arrête presque sûrement.

(b) Les joueurs Ji et J2 s’affrontent en premier. Quelles sont les probabilités de 
gagner le tournoi de chaque joueur ?

Solution
Pour n € N*, introduisons les événements

An = « Le tournoi dure au moins n affrontements »,
Bn = « Le tournoi s’arrête lors du n-ième affrontement ».

L’événement An est la réunion des événements incompatibles An+i et Bn.
(a) La suite des événements An est décroissante et l’événement « Le tournoi ne s’arrête 

pas » se comprend comme fj An. Par continuité décroissante
n€N*

P( Cl An | = lim P(An).
\ • 1 / n—>+00
\neN* /

Or, pour n 2, le tournoi s’arrête à la n-ième confrontation si An est réalisé et que le 
joueur gagnant à la n-ième confrontation est celui ayant gagné la précédente. Les deux 
joueurs s’affrontant ayant la même probabilité de gagner la partie, on a

P(B„) = |p(A.) et P(A„+1) = 1 P(X„).
Zi zC

Sachant P(Aa) = 1 (il faut au moins deux affrontements pour déclarer un vainqueur), on 
obtient

P(An) = —P°ur tout n 2. zS
On en déduit que le jeu s’arrête presque sûrement :

P | Cl An J = lim —= 0.
III / n—>4-00 2n-2
\n€N* /

(b) méthode
|| Le vainqueur du tournoi se déduit du rang auquel celui-ci s’arrête.

Pour i — 1,2,3, notons K l’événement « le joueur Ji gagne le tournoi ». Introduisons 
aussi Pi l’événement « J\ remporte la première confrontation » et P2 = Pi traduisant la 
victoire de J2 au premier affrontement.
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Lorsque l’on sait que P\ est réalisé, l’alternance des vainqueurs lors des confrontations 
jusqu’à l’arrêt du tournoi entraîne que :

— le joueur J\ gagne le tournoi lorsque la partie s’arrête à un rang n = 2 [3] ;
— le joueur J2 gagne le tournoi lorsque la partie s’arrête à un rang n = 1 [3] ;
— le joueur J3 gagne le tournoi lorsque la partie s’arrête à un rang n = 0 [3 .

Si P2 est réalisé, on a un résultat analogue où les rangs associés à et J2 sont échangés :
on observe que la probabilité de victoire du joueur 3 ne dépend pas du vainqueur de la 
première partie et

P(V3) = £P(B3fc)
k=l

avec
P(Bn) = P(?ln+1) = ——j- pour tout n 2. Z 1

On a donc

p(v3) = y —L_ = y -1.- = 1__ L_ = ?
23fc-1 Z-/23€+2 4 1 — 1 7‘

De plus, la symétrie de l’étude donne P(Vi) = P(V2) et, puisque la somme des probabilités
des événements Vi est égale à 1, on conclut

P(V1) = P(V2) =

8.6.4 Ensembles dénombrables

Exercice 15 *

(a) Montrer que l’ensemble des parties finies de N est dénombrable.
(b) Montrer que l’ensemble des parties de N n’est pas dénombrable. On pourra 

raisonner par l’absurde et introduire {n € N | n $ lorsque ip désigne une 
bijection de N vers p(N).

Solution

(a) méthode
On exprime l’ensemble des parties finies de N comme une réunion dénombrable 
d’ensembles au plus dénombrables (Th. 3 p. 332).

Toute partie finie de N est majorée et est donc une partie de [0 ; 7V]| pour N G N assez 
grand. L’ensemble E des parties finies de N peut donc s’écrire comme la réunion suivante

£= U En avec En = p([0;AT]]).
TVeN
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Les ensembles En sont finis et la réunion porte sur une indexation dénombrable, on peut 
donc affirmer que E est dénombrable1 car c’est un ensemble infini égal à une réunion 
dénombrable de parties au plus dénombrables.

1. On peut aussi proposer un dénombrement explicite : si A désigne une partie finie de N, on pose n(A) 
égal à la somme des 2k pour k parcourant A. L’existence et l’unicité de l’écriture d’un entier en somme 
de puissances de 2 assure la bijectivité de cette association.

2. On retrouvera cette démonstration en situation générale dans le sujet 35 du chapitre 1 de l’ouvrage 
Exercices d’algèbre et de probabilités MPSL

3. A fortiori la droite réelle n’est pas non plus dénombrable. On peut montrer que K est en bijection 
avec mais cela n’a rien d’évident.

4. On peut traduire cet argument géométrique par un calcul intégral : l’intégrale de la somme S des 
fonctions indicatrices des intervalles Ii,..., In est strictement inférieure à 1 et il existe donc dans [0 ; 1] 
un réel t tel que S(t) < 1, c’est-à-dire tel que S(t) = 0.

(b) Par l’absurde, supposons qu’il existe une bijection de N vers p»(N). Introduisons 
l’ensemble A = Celui-ci est une partie de N et il existe donc no G N
tel que A = <p(no). On s’interroge alors sur l’appartenance de no à A.

Cas : no € A. L’appartenance de no à A signifie no Ç’(îio) et donc que no n’appartient 
pas à A puisque A = <^(no).

Cas : no A. Puisque A = <p(no), on a donc no £ <Xno) ce qui entraîne que no 
appartient à A.

Dans les deux cas, on conclut à une absurdité2.

Exercice 16 **
Soit («n)n€N* une suite d’éléments de [0 ; 1]. Pour tout n € N*, on pose

_ r 1 11in - ]Un 2n+1 ;un + 2n+1 J.

(a) Montrer que, pour tout entier naturel n 1, le segment [0; 1] n’est pas inclus 
dans laréunion Ii U ... U In.
On peut alors construire une suite (xn)neN* d’éléments de [0 ; 1] choisis tels que xn 
n’appartienne pas à Ii U ... U In.

(b) Établir que l’intervalle [0; 1] n’est pas dénombrable .3

Solution

(a) La somme des longueurs des intervalles réunis vaut

1 - 1/2

La réunion des intervalles U ... U In ne peut donc recouvrir 4 le segment [0 ; 1].

(b) Par l’absurde, supposons l’intervalle [0 ; 1] dénombrable et introduisons (ttn)neN* 
une énumération de ses éléments. On introduit alors la suite (xn)n€N* proposée par 
l’énoncé.
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méthode
|| On étudie une valeur d’adhérence de la suite (rrn).

La suite (xn) est bornée et possède donc une valeur d’adhérence £ qui appartient à [0 ; 1]. 
La suite (un) énumérant tous les éléments de [0; 1], il existe no 1 tel que £ = unQ. Or 
par la suite extraite de (xn) convergeant vers £, on peut affirmer l’existence d’une infinité 
de termes de (xn) qui appartiennent à l’intervalle Ino centré en £. C’est absurde car, à 
partir du rang no, aucun terme de la suite (xn) n’est élément de cet intervalle!

8.7 Exercices d’approfondissement

Exercice 17 **
Soit /: R —» R croissante. Montrer que l’ensemble des points de discontinuité de f 
est au plus dénombrable.

Solution
Puisque la fonction f est croissante, elle admet une limite à droite et une limite à 

gauche en tout point x de R. De plus, en notant /(x+) et f(x~) ces limites, on sait

f(x ) < f(x) < f(x+).

Par conséquent, la fonction f est continue en x si, et seulement si, f(x ) = /(x+). Les 
points de discontinuité de f constituent donc l’ensemble

D = {x G R | f (x ) < f(x+)} .

méthode
On montre que l’ensemble des points de discontinuité est la réunion des x pour 
lesquels f(x+) — f(x~) ± avec n E N*.

Soit n G N* et k G Z. Considérons l’ensemble

En,k = [x G [k; k + 1[ ) >-}.
t Tl J

Cet ensemble est fini car, en chaque point de celui-ci, la fonction f progresse d’au 
moins 1/n mais ne peut varier en tout que de f(k~) à f(k + 1). Puisque D est la 
réunion des ensembles En^ pour tous n G N* et k G Z, on peut affirmer que D est une 
réunion dénombrable d’ensembles finis, c’est donc un ensemble au plus dénombrable1.

1. On peut aussi proposer une alternative « moins géométrique » : pour chaque x appartenant à D, 
on peut déterminer un nombre rationnel r strictement compris entre /(æ~) et /(x4-). Ceci définit une 
injection de D dans Q ce qui assure que l’ensemble D est au plus dénombrable.
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Exercice 18 **
Soit s un réel strictement supérieur à 1.

(a) Pour quelle valeur de A € R, existe-t-il une probabilité P sur l’espace 
(N*, p(N*)) telle que

P({n}) = —pour tout n € N* ?

Pour p G N*, on introduit l’événement Ap — {n G N* [p divise n} et l’on note P 
l’ensemble des nombres premiers.

(b) Montrer que la famille des événements Ap pour p parcourant P est constituée 
d’événements mutuellement indépendants.

(c) En étudiant P({1}), établir

Solution

(a) Analyse : Si P est une probabilité solution, on sait par additivité dénombrable

(\ 4-oo 4-oo >
U w =Ep(w) = E^ = 1-

nEN* / n=l n—1

Ceci suffit à déterminer la valeur de A :

Synthèse : Pour la valeur de A obtenue ci-dessus, on peut affirmer que la famille des pn, 
avec pn = X/ns pour tout n G N*, est une famille de réels positifs, sommable et de 
somme égale 1. Il existe donc une unique probabilité P sur l’univers dénombrable N* 
vérifiant P({n}) = pn pour tout n 1. Au surplus, on sait que pour toute partie A 
incluse dans N*

P(A) =
n^A

(b) Soit m G N* et pi,, pm des nombres premiers deux à deux distincts.

méthode
On vérifie P(AP1 A ... A APm) = P(AP1) x • • • x P(APm) en commençant par 
décrire simplement l’événement AP1 A ... A APm.

Par définition d’une intersection

AP1 A ... A APm = {n G N* | V/c G [1 ;m], pfc | n}.
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Les Pk étant des nombres premiers deux à deux distincts, on a la propriété arithmétique

(Vfc G [[1 ; mj, pk | n) <=> pi ... pm | n

et donc
ï4.p, A ... A An — An, n Pi Pm Pï--Pm

Il reste à calculer les probabilités des événements Ap. Pour tout pG N*, les éléments
de Ap sont les kp avec k parcourant N* et donc

+oo
p(A) = 52 pn = 52

n£Ap k=l

A 
(pk)s

L’égalité (pi.. .pm)s — P\- • -Pm donne alors immédiatement

P(APi A ... A APm) = P(-^p1...pTn) = — ÿ = P(-^pi) x • • • x P(APm).

On peut conclure que les événements Ap pour p parcourant P sont mutuellement indé
pendants.

(c) On a
{i}=

car tout entier naturel supérieur à 2 est divisible par un nombre premier. Enumérons les 
nombres premiers : pi = 2, p2 = 3, ps = 5, etc. On peut écrire par continuité décroissante 
et indépendance1

1. L’indépendance des événements AP1,..., APrn entraîne celle des événements AP1,..., APrn voir 
sujet 13 du chapitre 12 de l’ouvrage Exercices d'algèbre et de probabilités MPSI.

2. Par analogie avec les familles sommables, on peut établir par passage au logarithme que le résultat 
de ce produit de facteurs strictement positifs ne dépend pas de l’énumération choisie.

(N 
rw 
fc=l

N N f
lim TT P(ApJ = lim TT (1---- -
—>+oo N—>+oo \ D?k=X fc=l v

Or P({1}) = A et donc
N

A = lim TT
N—>4-00 fc=l

Après passage à l’inverse, ceci fournit la relation demandée sous réserve de comprendre2 :
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Exercice 19 *** (Retour à l’origine)
Un individu se déplace sur l’axe des Z. Il est initialement en 0 et à chaque instant 
n € N, il a la probabilité d € ]0 ; 1[ de se déplacer sur la droite et g = 1 — d de se 
déplacer sur la gauche. Pour n G N, on pose pn la probabilité que l’individu soit en 0 
à l’instant n. Pour n > 0, on pose qn la probabilité qu’il soit une première fois de j 
retour en 0 à l’instant n. Enfin, on introduit les fonctions l

+oo 4-oo 1
P:t^^pntn et Q:t^^qntn. I

n=0 n=l ji 
!

(a) Montrer que la fonction P est définie sur [0 ; 1[ et calculer P(t) pour t E [0 ; 1[. . |
I On donne : i

1 1 /2n\ n , ,r !; = > -x- ]x pour tout x E — 1 ; 1 . i
v n=0 x z |

(b) Montrer que la fonction Q est définie et continue sur [0 ; 1].
(c) Vérifier que P(t) — 1 + P(t)Q(t) pour tout t E [0 ; 1[.
(d) Calculer la probabilité de l’événement « L’individu repasse par 0 ».
(e) Calculer la probabilité de « L’individu repasse au moins deux fois par 0 ».
(f) On suppose d = g. Etablir que l’individu repasse presque sûrement une infinité 

de fois par 0.

Solution
Pour neN*, introduisons les événements :

An = « L’individu revient en 0 à l’instant n »,
Bn = « L’individu revient une première fois en 0 à l’instant n ».

Par définition, pn = P(An), qn = P(Bn) et po = 1.
(a) Soit t E [0; 1[. Etudions la convergence de la série de terme général pntn. Pour 

tout n E N, on a pn E [0 ; 1] puisqu’il s’agit d’une probabilité et donc 0 < pntn < tn. On 
sait que la série géométrique tn converge et l’on en déduit la convergence de la série de 
terme général pntn par comparaison de séries à termes positifs. Ceci assure la définition 
de la fonction P sur1 [0 ; 1 [.

1. Plus rapidement, on peut aussi dire que la fonction P est la somme d’une série entière et celle-ci 
est de rayon de convergence au moins égal à 1 car la suite de ses coefficients est bornée.

méthode
On calcule pn en dénombrant les successions de déplacements qui ramènent 
en 0.

Soit n e N. Un retour en 0 à l’instant n correspond à une succession de déplacements 
comportant autant de déplacements sur la droite que de déplacements sur la gauche.
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Cas : n est impair. Il est impossible qu’un retour en 0 ait lieu à l’instant n : P2k+i — 0 
pour tout k G N.

Cas ; n est pair. On écrit n = 2k. Un retour en 0 à l’instant n est constitué de k dépla
cements sur la gauche et d’autant de déplacements sur la droite. Il y a (2^) combinaisons 
possibles distinctes de ces déplacements et chacun a la même probabilité dkgk. On en
déduit

f jfc fc
Pn = P2k = ,\ k /

pour tout k G N.

On peut alors calculer P(t) pour tout t G [0 ; 1 [ par la formule proposée dans l’énoncé 
après simplification des termes d’indices impairs

/9» \•P(t) = = É ( ^)dk9kt2k =
n=0 k=0 ' '

1
- W2

car 4dgt2 = 4d(l — d)t2 G [0 ; 1[ puisque l’inégalité d(l — d) 1/4 est bien connue.

(b) Pour tout n 1, introduisons les fonctions un : x i-> qnxn définies et continues sur 
le segment [0 ; 1]. La fonction Q apparaît comme la somme de la série de fonctions ^un. 
On a

sup |un(x)| = sup qnxn = qn. 
æe[0;l] æe[0;i]

Or la famille (Bn)n>i est une suite d’événements deux à deux incompatibles et la série 
de terme général qn = P(Bn) est donc convergente de somme au plus égale à 1. On en 
déduit que la série de fonctions J2 un converge normalement sur [0 ; 1]. La fonction Q est 
donc définie et continue sur [0 ; 1].

(c) méthode
|| On exprime An en discutant selon le rang du premier retour 0.

Les événements B\,..., Bn sont deux à deux incompatibles et An est inclus dans l’union 
de ceux-ci. On peut donc décomposer An en la réunion qui suit

n
An = U (An Pi Bk) avec An n Bk deux à deux incompatibles. 

fc=i

Par additivité n
Pn = P(An) = P(An A Bfc).

k=l

Cependant, par la formule des probabilités composées,

P(AnCBk) = P(An|Bfc)P(Bfc).

La probabilité d’un retour en 0 à l’instant n sachant que l’on est en 0 à l’instant k s’iden
tifie à la probabilité d’un retour en 0 à l’instant n — k car on peut faire se correspondre 
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les successions de déplacements associées aux chemins considérés. Ainsi, on obtient1 

n

1. On a ici reproduit la preuve de la formule des probabilités totales : la famille des ne constitue
pas un système complet d’événements mais An est inclus dans sa réunion.

Pn ~ Pn — kQk
k=l

Enfin, pour t G [0 ; 1[, on obtient par produit de Cauchy de deux séries à termes positifs 
convergentes

(+oo \ /4-oo \ +00 / \ +00 / n \
52?^ I 152qktk )= 52 ( 52 Pit:>(iktk ) = 52 ( 52pn-fcÇfc )tn 

J=0 / \fc=l / n=l \j'4-fc=n / n=l \fc=l /
k^l

+00 4-00
= 52^^ = ~P0 = P(0 ~ 1-

n=l n=0

(d) L’événement R — « L’individu repasse par 0 » est la réunion dénombrable des 
événements deux à deux incompatibles Bn pour n G N*. On a donc

P(t}_ 1
p(fi) = 52 qn = W) = lim_ lim_ ~p77\~- _ t—>■! t—i ± (r)n=l v '

Pour t € [0 ; 1[, on sait exprimer P(t) et l’on obtient

P P ~ 1 = 1 - V1 - ‘tdgfi ------> 1 - yi - idg = P(B).
-L ( v j t—1

(e) Introduisons l’événement S = « L’individu repasse au moins deux fois par 0 » et, 
pour tout n G N*, Cn = « L’individu repasse une deuxième fois par 0 en l’instant n ». 
On écrit

n n—1
Cn — (0*71 D Bk) = (Cn n Bk) car Cn A Bn = 0.

fc=i fc=i

En observant que P(Cn | Bk) — P(Bn-k)-, un étude analogue à celle de la question (c) 
donne

n—1 n—1
p(C") = E p(c" i = E

On en déduit

P(Cn)tn = Q(t)2 pour tout t G [0; 1].
n=0
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Enfin, l’événement S est la réunion dénombrable des événements Cn deux à deux incom
patibles et donc

-Foc
P(S) = 52 P(C„) = Q(l)2 = (1 - yi - idg)2.

n=0

(f) On peut généraliser l’étude ci-dessus et affirmer que, pour tout A; G N*, la proba
bilité de l’événement signifiant que l’individu repasse au moins k fois par 0 vaut

P(7i) = (1 - V/l-4d9)'‘.

En particulier, lorsque d — g, c’est-à-dire quand d = 1/2, cette probabilité est égale à 1. 
Par continuité décroissante

p( n

\k€N* /

Il est donc presque sûr que l’individu repasse une infinité1 de fois par 0 lorsque d — g.

1. Lorsque d /= g. le même calcul assure qu’il est presque sûr que l’individu ne passe qu’un nombre 
fini de fois par 0.

-------------- ■ - ------- --------------— ,, , —.................. . ....................... ------------------- :----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Exercice 20 *** (Succès consécutifs) |
On effectue une succession de lancers indépendants d’une pièce ayant la probabilité p I 
de tomber côté ‘pile’ et 1 — p de tomber côté ‘face’. Pour n E N*, on introduit les 
événements Pn — « La pièce tombe côté ‘pile’ au n-ième tirage » et Fn — Pn.
Soit r E N*. On s’intéresse à l’obtention d’une série de r côtés ‘piles’ consécutifs. 
Pour n G N*, on introduit l’événement An = « Au n-ième tirage, on obtient pour la 
première fois une série de r côtés ‘piles’ consécutifs » dont on note an la probabilité. 
On convient que clq est nul.

(a) Calculer ai,..., ar_i et ar.

(b) Soit n E N*. Exprimer l’événement An+r à l’aide des événements Ai,..., An_i 
et d’événements Fk et Pk d’indices bien choisis. En déduire

(n—1 \ g
i - 22ak ) • I

k=0 /

On introduit la série entière 52 dont on note G la somme.
(c) Montrer que la fonction G est bien définie sur ]—1 ; 1 [ et vérifier

-—— 221 22 ttfc jpour tout x G ]—1 ; 1[. |
n=0 \fc=O / g

(d) Exprimer G(x). I
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Solution

(a) Les premières valeurs ai,, ar_i sont milles car il n’y a pas encore de successions 
de r lancers. Puisque Ar = Pi O ... n Pr, on a par indépendance ar = pr.

(b) méthode
On exprime par les opérations ensemblistes usuelles l’événement An+r comme 
la réalisation d’une série de r cotés ‘piles’ consécutifs au rang n+r non précédée 
de la réalisation d’une série à un rang inférieur.

Pour que l’événement An+r soit réalisé, il faut que l’on ait des lancers côtés ‘piles’ aux 
rangs n + 1,..., n + r mais pas au rang n. On a ainsi une première inclusion

■An+r G Pn O P^-|-1 O ... O P

Pour que l’événement An+r soit réalisé, il faut aussi que les événements Ai,..., An+r_i 
ne le soient pas ce qui produit une seconde inclusion

A-n+r G Ai O ... O Aji-f-j-—j.

On en déduit

A-n+r G (Fn n Pn+i n... n Pn+r) n (Ai n... n An+r_i).

L’inclusion réciproque est immédiate et l’on a donc l’égalité.
Or, pour tout k E [0;r — 1], on remarque Fn C An+fc car l’événement An+fc ne peut 

être réalisé lorsque l’on a obtenu un lancer côté ‘face’ au rang n. On peut donc simplifier 
le calcul qui précède pour écrire seulement

An+r = (Fn O Pn+1 O ... O Pn+r) O (Ai O ... O An—i).

Les différents lancers étant supposés indépendants, on a l’indépendance des événements 
Fn, Pn+i, • • •, Pn+r et B = Ai A ... A An_i notamment car ce dernier ne se définit qu’à 
partir des résultats des n — 1 premiers lancers. On a donc

Ün+r = P(Fn) P(Pn+l) • • • P(-Pn+r) P(#)- (*)

Or, par passage à l’événement contraire et parce que les Ai,..., An_i sont deux à deux 
incompatibles, on obtient

n—1
P(B) = 1 - P(Ai U ... U An-i) = 1 - afc.

k=i

Sachant de plus clq = 0, la relation (*) devient

(n —1
1 -

fc=0



368 Chapitre 8. Probabilités

(c) Les ak constituent une suite de réels compris entre 0 et 1. La série entière dé
finissant G(x) est donc de rayon de convergence au moins égale à 1 et converge par 
conséquent en tout  point de ] — 1 ; 1[. Par produit de deux séries entières  on vérifie 
l’identité proposée.

1 2

(d) Pour tout n E N, on a obtenu

1. Les événements An étant deux à deux incompatibles, la série de terme général an converge et la 
série définissant G(x) converge aussi pour x = 1 et x = — 1.

2. Voir sujet 14 du chapitre 9 de l’ouvrage Exercices d’analyse MP.
3. L’étude de la limite de G(x) quand x tend vers 1“ permet d’établir qu’il est presque sûr qu’au 

moins une série de r côtés ‘piles’ sera réalisée. La fonction G est en fait la fonction génératrice (notion 
qui est présentée au chapitre suivant) de la variable aléatoire qui détermine le premier rang en lequel 
apparaît une succession de r côtés ‘piles’ consécutifs. L’obtention de cette fonction génératrice permet 
ww calcul rapide de l’espérance et de la variance de la variable aléatoire associée.

(n \
1 - ^2 ak 1 •

A:=0 /

méthode
|| On multiple cette identité par Æn+r+1 et l’on somme pour n E N.

Soit x E ] — 1 ; 1 [. On peut écrire avec convergence des séries introduites

4~oo 4-00 / n \
52 an+r+1xn+r+l = (1 - p)prxr+1 52 I 1 - 52 ak )xn- (**)
n=0 n=0 \ Jc=O /

D’une part, le premier membre s’écrit

+oo 4-oo r
52 an+r+lÆn+r+1 = 52 anXn ~ 52 anXn = G(x) — arXr = G(x) — prXT. 
n=0 n=0 n=0

D’autre part, le second membre s’écrit

z-i \ r r+1 fi 1 n \ r — r+1
(1 - p)p x + > 1 - > ak xn = (1 - p)pr——---- X + .

n=0 \ fc=O /

L’égalité (**) donne alors après résolution3

G(r\ = Prær(l ~Pæ)
1 — x + (1 — p)prxr+l



CHAPITRE 9

Variables aléatoires

(Q, T, P) désigne un espace probabilisé.

9.1 Variables aléatoires discrètes

9.1.1 Définition

Définition
On appelle variable aléatoire discrète définie sur l’espace probabilisé P) et à 
valeurs dans un ensemble1 E toute application X : Q —> E vérifiant :

1. Lorsque l’ensemble d’arrivée E est inclus dans K, on dit que X est une variable aléatoire réelle.
2. On peut limiter l’étude aux x éléments de X(Q) car pour tout x £ X(Q), l’ensemble X-1({x}) 

est vide donc élément de T.

1) l’ensemble X(Q) des valeurs prises par X est fini ou dénombrable ;
2) pour tout  x E E, l’ensemble2

(X = x)d4fx-i({æ})
des antécédents de la valeur x est élément de la tribu T.

L’ensemble E peut se limiter à l’ensemble X(Q) des valeurs prises par X ou seulement le 
contenir. Sans perte de généralité, on peut supposer si besoin que E est fini ou dénom
brable.

Une fonction constante définie sur Q est une variable aléatoire discrète.
Si A E T, la fonction indicatrice 1^ est une variable aléatoire discrète.
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Théorème 1
Soit X : Q —> E une variable aléatoire discrète. Pour toute partie A de E, l’ensemble 

x~l(A) = {w e Q | X(üü) g A}

1. Si X est une variable aléatoire réelle et z E R, on peut aussi introduire des événements {X x),
etc.

désigne un événement de (Q,T, P). ».___ ______________  ■ ___

Définition
Pour toute partie A de E, l’événement X~l(A) est noté (X E A) ou {X G A}. Ainsi, 

(X E A) = {w G Q | X(u>) G A}.

En particulier, si x est une valeur de E et si A désigne {æ}, l’événement (X G A) 
correspond1 à (X = x).

9.1.2 Opérations sur les variables aléatoires

Soit X une variable aléatoire sur l’espace probabilisé (Q,T, P) à valeurs dans un en
semble E et f une application définie sur E1 et à valeurs dans un ensemble F.
Définition

On appelle variable aléatoire composée de X par /, l’application Y = f(X) : Q —> F 
déterminée par

y(w) = /(X(w)) pour tout (jü G Q.

Théorème 2
L’application Y — f(X) définit une variable aléatoire discrète sur (Q, T, P).

.. . ■ -____ - .. - -- - ■ ■ . . ______ - _______ _ ........ ............ - - - _______ ' -

Si la fonction f présente une notation usuelle, celle-ci est reprise pour la description de 
la variable aléatoire Y = f(X). C’est ainsi que l’on peut écrire Y = X2, a/X, |X|,...

Plus généralement, si Xi,..., Xm sont dés variables aléatoires discrètes sur (Q, T,P), on 
peut donner un sens à la variable aléatoire composée Y = f(Xi,... ,Xm) sous réserve 
que / soit définie sur l’ensemble des valeurs prises par eu i-> (Xi(cu),... , Xm(cu)).

En considérant la fonction somme f: (x, y) x -F y définie sur R2, on peut parler de la 
somme X + Y de deux variables aléatoires réelles. On peut aussi parler du produit de 
deux variables réelles et l’on a le résultat :

Théorème 3
L’ensemble des variables aléatoires réelles définies sur l’espace probabilisé (Q, T,P) 
est une sous-algèbre de l’algèbre .F(Q,K).



9.1 Variables aléatoires discrètes 371

9.1.3 Loi d'une variable aléatoire discrète

Soit X une variable aléatoire sur l’espace probabilisé (Q, T, P) et E un ensemble1 conte
nant l’ensemble X(Q) des valeurs prises par X.

1. E peut être exactement l’ensemble X(Q) mais ce peut aussi être un ensemble plus grand. Si besoin, 
on peut supposer E au plus dénombrable.

Pour toute partie A de E, on peut calculer la probabilité P(X e X) car (X 6 A) est un 
événement.
Définition

On appelle loi sur E de la variable aléatoire X l’application

Px: p(E)-»[0;l]

définie par P%(A) =f P(X € A) pour toute partie A de E.

Théorème 4
La loi Px définit une probabilité sur l’espace (E, p(E)).

Définition
On appelle probabilités élémentaires de la variable X les nombres

px = Px({æ}) = P(À’ = x) avec x € E.

Théorème 5
Lorsque E est fini ou dénombrable, la loi P% est entièrement déterminée par les 
probabilités élémentaires de X :

P%(A) — P(X € A) = px pour toute partie A de E.
xeA___ i —— — !----- I    --------------- •     —------ -— ---------------------- ---------- ------- --- - ' '■■ - •- ' -

Ces probabilités élémentaires constituent alors une famille de réels positifs {px)x^E som
mable et de somme égale à 1. On peut figurer la loi d’une variable aléatoire à l’aide d’un 
diagramme en bâton dont les hauteurs correspondent aux probabilités px.

La loi de X suffit à déterminer la loi de toute variable composée Y = f(X).

9.1.4 Lois usuelles

Définition
Soit X et Y deux variables aléatoires discrètes sur Q à valeurs dans un ensemble E. 
On dit que les variables X et Y suivent la même loi lorsque Px — Py. On note 
alors X ~ Y. S’il est usuel de désigner par £ une loi donnée, on écrit X ^ £ pour 
signifier que la variable X suit la loi £.
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Définition
Soit p G [0 ; 1]. On note B(p) la loi de Bernoulli de paramètre p. Une variable X suit 
cette loi si X(Q) c {0,1} et

P(X = 0) = l-p et P(X = l)=p.
Les lois des Bernoulli servent à modéliser les épreuves à deux issues : succès ou échec.
Définition

Soit n € Net p€ [0 ; 1]. On note B(n, p) la loi binomiale de paramètres n et p. Une 
variable X suit la loi Z3(n,p) si X(Q) C [0 ; n] et

P(X = k~) = pk(.i-pr-k pour tout k € [0 ; n].

Les lois binomiales servent à modéliser le nombre de succès lors de la répétition d’épreuves 
de Bernoulli indépendantes. En particulier, il a été vu en premier année que la somme 
de n variables de Bernoulli indépendantes de même paramètre p suit une loi binomiale 
de paramètres n et p.

Loi binomiale n = 8 et p = 0,5

0.3

0.2

0.1

0

Loi binomiale n = 8 et p = 0,7

Définition
Soit A un réel strictement positif. On note P(X) la loi de Poisson de paramètre A.
Une variable X suit cette loi si X (Q) = N et

AfcP(X = fc) = e-A— pour tout fceN. 
k\

Les lois de Poisson servent à modéliser le nombre de succès lors d’une grande répétition 
d’épreuves ayant une faible probabilité de réussite, on parle d.' événements rares. Cette 
interprétation s’explique par le résultat suivant :

Théorème 6
Soit (Xn)n€N une suite de variables aléatoires. Si Xn £(n,pn) pour tout n G N 
et si1 npn-------- > A alors, pour tout k G N,

n—>4-00

P(X„ = k) ——> e-A^.
n—>4-oo /c!
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Définition
Soit p G ]0 ; 1[. On note G(p) la loi géométrique de paramètre p. Une variable X suit 
cette loi si2 X(Q) = N* et

P(X = fc) = (1 — p}k~xp pour tout k G N*.

Une loi géométrique permet de modéliser le temps d’attente du premier succès dans la 
répétition d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de même paramètre p.

Théorème 7 (Processus sans mémoire)
Si X m- <7(p), la variable X est sans mémoire dans le sens où

P(X > n + k\X > n) = P(X > k) pour tout

Inversement, une variable aléatoire à valeurs dans N* vérifiant U propriété précédente 
suit une loi géométrique.

1. La quantité npn correspond au nombre moyen de succès pour la variable Xn- L’hypothèse npn 
proche de A pour n grand, signifie que l’expérience est répétée un grand nombre de fois avec une faible 
probabilité de réussite mais produit en moyenne un total de A succès.

2. On peut autoriser X à prendre la valeur +oo, l’événement correspondant étant alors nécessairement 
négligeable.
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9.2 Vecteurs aléatoires

9.2.1 Loi conjointe
Soit X et Y deux variables aléatoires discrètes sur un espace probabilisé (fi, T, P). On 
note E et F des ensembles finis ou dénombrables contenant les valeurs prises par X et Y.
Définition

On appelle couple défini par les variables aléatoires X et Y la fonction Z = (X, Y) 
de fi vers E x F déterminée par

Z(w) = (X (eu), y (tu)) pour tout uj G fi.

L’application Z est une variable aléatoire discrète sur (fi, T, P).
Définition

La loi du couple Z = (X, y) est appelée loi conjointe des deux variables aléatoires X 
et Y.

La loi conjointe Pz est entièrement déterminée par la connaissance des probabilités élé
mentaires

P (Z — (x, z/)) = P(X = x, Y = y) pour tout (rr, z/) G E x F.

Lorsque les ensembles E et F sont finis, on peut visualiser une loi conjointe en figurant 
ses probabilités élémentaires dans un tableau.

9.2.2 Lois marginales
Soit Z une variable aléatoire discrète sur l’espace probabilisé (fi, T, P) à valeurs dans un 
produit cartésien1 E x F. Sans perte de généralité, on suppose Ex F fini ou dénombrable.

Pour chaque issue co de fi, Z (eu) désigne un couple élément de E1 x F. On note A’(w) G E 
et Y (eu) E F les deux éléments de ce couple ce qui définit des variables aléatoires X et Y 
sur (fi, T, P).
Définition

Les lois des variables aléatoires X et Y sont appelées les lois marginales du couple 
de variables aléatoires Z = (X, Y).

Théorème 8
La loi de Z détermine entièrement ses lois marginales puisque :

P(X = x) = P(Z = (x, 2/)) pour tout x e E 
ye.F

P(y = y) = P (Z = (x, 2/)) pour tout y € F. 
x£E

1. On dit parfois que Z est un vecteur aléatoire.
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Dans un tableau visualisant la loi conjointe, les lois marginales s’obtiennent en sommant 
sur les rangées.

9.2.3 Lois conditionnelles
Soit X et Y deux variables aléatoires discrètes sur un espace probabilisé (Q, T, P). On 
note E et F des ensembles finis ou dénombrables contenant les valeurs prises par X et Y.
Définition

Soit x E E tel que P(X = x) > 0. On appelle loi conditionnelle de Y sachant (X = x) 
la loi de la variable aléatoire Y pour la probabilité conditionnelle P(. |X = x).

Celle-ci est entièrement déterminée par les probabilités élémentaires

ï\x=x)(Y = y) = P(^ = y\X = x) pour tout y E F.

Lorsque (X = x) est un événement négligeable, on pose P(Y — y\X = x) = 0.

Théorème 9
La loi de X et les lois conditionnelles de Y connaissant les valeurs prises par X 
déterminent entièrement la loi conjointe des variables X et Y et donc la loi de Y :

P(Y = y) = P(Y = y\X — æ)P(X = x) pour tout y E F.
x£E

9.2.4 Vecteurs aléatoires
Soit Xi,..., Xn des variables aléatoires discrètes sur l’espace probabilisé (Q, T, P).
Définition

On appelle vecteur aléatoire discret défini à partir des variables aléatoires Xi,... ,Xn 
la variable aléatoire discrète Z donnée par

Z(eu) = (Xi(tu),..., Xn(cu)) pour tout w G fi.

La loi de la variable Z est appelée la loi conjointe des variables X1?... ,Xn tandis 
que les lois de Xi,..., Xn sont les lois marginales de Z.

La loi conjointe détermine les lois marginales, mais l’inverse n’est pas vrai.

9.2.5 Couple de variables indépendantes
Soit X et Y deux variables aléatoires discrètes sur un espace probabilisé (Q,T, P) à 
valeurs dans des ensembles E et F.
Définition

On dit que les deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, pour toute 
partie A de E et toute partie B de F, les événements (X E A) et (Y E B) sont 
indépendants :

P((X, Y) E A x B) = P(X E A) P(Y E B).
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Théorème 10
Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, et seulement si,

P(X = x, Y = y) = P(X = x) P(Y = y) pour tout (æ, y) G X(Q) x Y(Q).
»,____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ '

Deux événements A et B sont indépendants si, et seulement si, les fonctions indica
trices 1a et 1b définissent des variables aléatoires indépendantes.

Si X et Y sont deux variables indépendantes alors, pour toutes fonctions f et g définies 
sur E et F, les variables aléatoires composées /(X) et g(Y) sont aussi indépendantes.

9.2.6 Famille finie de variables mutuellement indépendantes

Soit (Xi)iej une famille de variables aléatoires discrètes sur l’espace probabilisé (Q, T, P).
On note Ei l’ensemble d’arrivée de la variable X^.
Définition

On dit que la famille (Xi)iei est constituée de variables mutuellement indépendantes 
si, pour toute famille (Ai)i&i avec Ai C Ei, les événements (Xi G Ai) sont mutuelle
ment indépendants.

Les sous-familles d’une telle famille sont aussi constituées de variables mutuellement 
indépendantes.

Théorème 11
Les variables aléatoires X±,..., Xn sont mutuellement indépendantes si, et iseùlement 
si,

P(Xi — Xi,..., Xn = xn) = P(Xi = x±) x • • • x P(Xn = xn)

pour tout (xi,... ,xn) E Xi(Q) x • • • x Xn(Q).

Théorème 12 (Indépendance par paquets1)

1. Aussi appelé lemme de regroupement.

Si Xi,..., Xp et Xp+i,..., Xn sont des variables mutuellement indépendantes alors, 
pour toutes fonctions f et g définies sur E\ x • • • x Ep et £p+i x • • • x En, les variables

X = f(X1,...,Xp) et Y = g(Xp+1,...,Xn)

sont indépendantes.

9.2.7 Suites infinies d’épreuves

Afin d’assurer l’existence d’un cadre probabiliste permettant l’étude de la répétition 
indépendante et infinie d’une même expérience, nous disposons du résultat :
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Théorème 13
Si £ désigne une loi d’une variable aléatoire discrète, il existe un espace probabi
lisé (Q, T, P) sur lequel existe une suite (Xn)neN de variables aléatoires mutuellement 
indépendantes et suivant chacune la loi £.

‘________ ;_______ .__________________________________ ;_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ ____ '

Définition
On dit alors que (Xn)neN est une suite de variables aléatoires indépendantes et iden
tiquement distribuées1 selon la loi £.

En particulier, il existe un cadre probabiliste permettant de modéliser la répétition à 
l’infini d’épreuves de Bernoulli indépendantes.

9.3 Espérance d’une variable aléatoire réelle

Les variables aléatoires introduites ici sont toutes supposées discrètes et définies sur un 
même espace probabilisé (Q, 7”, P).

9.3.1 Définition
Soit X une variable aléatoire réelle.
On note E un ensemble fini ou dénombrable contenant les valeurs prises par X.
Définition

On dit que la variable X admet une espérance finie lorsque (xP(X = ^))a.eS est une 
famille sommable2. Sa somme définit alors l’espérance de la variable X

E(X) =f J2æP(X = x).
x&E

L’espérance de X définit la moyenne probabiliste de la variable X, elle ne dépend que 
de la loi de la variable X.

Les espérances des lois usuelles sont regroupées dans le tableau p. 383.

9.3.2 Propriétés
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles.

Théorème 14
et Yadmettent des espérances finies alors, pour tout A 6 R, les 

variables XX et X + Y admettent chacune une espérance finie avec

Ê(AX) = AE(X) et E(X + F) = E(X) 4- E(Y).*_____ _ __ ___ ;____ _--------------- . ■ -- ------ --- - ---- -------- i---------- ----------- ------ -- --
1. On utilise souvent l’abréviation « i.i.d. ».
2. Si la variable X est à valeurs positives et si la famille (rP(X = n’est pas sommable, on

pose E(X) = 4-oo.
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L’ensemble L1(Q) des variables aléatoires réelles discrètes définies sur (Q, T, P) admettant 
une espérance finie est un sous-espace vectoriel de l’espace des fonctions de Q vers R. De 
plus, l’application espérance y définit une forme linéaire.

1. Autrement dit, l’événement (X — 0) est quasi certain.
2. Ici, E n’est pas nécessairement une partie de IR. Par exemple, ce peut être une partie de R2 ce qui 

autorise l’usage de la formule de transfert avec un X vecteur aléatoire.

Théorème 15
Si la variable X est à valeurs positives alors E(X) 0.
Si de plus E(X) — 0 alors X = 0 presque sûrementx.

I - . . ___________________ ... >

On en déduit la croissance de l’espérance : si X et Y sont d’espérances finies

X Y => E(X) < E(Y).

Théorème 16 (Domination)
Si |X| < Y et si Y admet une espérance finie alors X aussi.

I ... ..... J

Si une variable aléatoire X est bornée, elle est d’espérance finie.

9.3.3 Formule de transfert

Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans un ensemble2 E au plus dénom
brable.
✓------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- \

Théorème 17 (Formule de transfert)
Si / est une fonction à valeurs réelles au moins définie sur E, la variable f(X) admet 
une espérance finie si, et seulement si, la famille (f(x) P(X = est sommable. 
De plus, on a alors

e(/W) = E/WP(W
xÇE

Ainsi, et sous réserve de sommabilité, on peut écrire pour une variable réelle X

E(Xfc) = ^2 xfc P(X = æ), E(ex) = eæ P(X = x),... 
xeE X&E

9.3.4 Variables indépendantes
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles.

Théorème 18
Si les variables X et Y sont indépendantes et admettent chacune une espérance finie 
alors XY admet une espérance finie et E(XY) = E(X)E(Y).

<._______________________________ - - ■ ________________ _________________________________________________________________________ __ _________________________________ ;_______ _______ ______________ • ___________________ ;

La réciproque est fausse : on peut avoir E(XY) = E(X)E(Y) sans pour autant avoir 
l’indépendance des variables X et Y.
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9.4 Variance d’une variable aléatoire réelle

Les variables aléatoires introduites ici sont toutes supposées à valeurs réelles, discrètes 
et définies sur un même espace probabilisé (Q, 7~, P).

9.4.1 Moments

Définition
On dit qu’une variable aléatoire réelle X admet un moment d’ordre À: e N si la 
variable Xk admet une espérance finie. On peut alors introduire le moment d’ordre k 
de la variable X :

m* —E(Xfe).

Si la variable X admet un moment d’ordre n alors X admet1 un moment d’ordre k pour 
tout k € [0 ;n]|. En particulier, une variable admettant un moment d’ordre 2 admet une 
espérance.

9.4.2 Espace des variables possédant un moment d'ordre 2

L’ensemble L2(Q) des variables admettant un moment d’ordre 2 est un sous-espace vec
toriel de l’espace L1 (Q) des variables admettant une espérance finie.

Théorème 19 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Si X et Y sont des variables aléatoires réelles admettant chacune un moment 
d’ordre 2 alors XY est d’espérance finie et

E(xr)2 ^e(x2)e(v2).

9.4.3 Variance et écart-type

Définition
Si une variable aléatoire réelle X admet un moment d’ordre 2, on appelle variance 
de la variable X le réel

V(X) =f e((x - E(X))2} e R+.

On introduit aussi Vécart-type2 de X par cr(X) =f y/V(X).

Variance et écart-type mesurent la dispersion de la variable X autour de sa moyenne.
Si V(X) — 0, la variable X est presque sûrement constante3.

Les variances des lois usuelles sont regroupées dans le tableau p. 383.

1. Voir sujet 7 p. 390.
2. L’espérance et 1’ écart-type s’expriment dans la même unité que les valeurs de la variable X.
3. Autrement dit, il existe une constante C telle que l’événement (X = C) est quasi certain : cette 

constante C est l’espérance de la variable X.
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Théorème 20 (Formule de Huygens)
Si X admet un moment d’ordre 2,

V(X) = E(X2) - E(X)2.

9.4.4 Variable centrée réduite

Théorème 21
Si X admet un moment d’ordre 2 alors, pour tous a et & G R,

V(aX + 6) = a2V(X).
< - -   — - -   - -     - - - ■ ■ . - ■ ■ ■ - - . —  „    --- - ■■■,.. -  . .   . _ _______ _____ J

Définition
Lorsqu’une variable X admet une espérance finie et que celle-ci est nulle, on dit que la 
variable X est centrée. Si de plus celle-ci admet une variance égale à 1, on la qualifie 
de réduite.

Si X est une variable admettant un moment d’ordre 2 alors, en introduisant son espé
rance /a et son écart-type a (que l’on suppose non nul), la variable

Y . X-n 
a

est centrée réduite.

9.4.5 Covariance
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles.
Définition

Si X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2, on introduit leur covariance :

Cov(x, y) = e((x - e(x))(y - E(y))} e r.

En particulier, V(X) — Cov(X, X) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne1 

|cov(x,y)|<v(x)v(n
.. _■ ... — - - — ! --- . . — /. .... -

Théorème 22 (Formule de Huygens)
Si les variables X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2,

Cov(x, y) ±= E(xy) - E(x) E(y).k—_. - .............. .........

Si les variables X et Y sont indépendantes, on a Cov(X, y) = 0. La réciproque est fausse.
1. Lorsque les variances des variables X et Y sont non milles, on introduit leur coefficient de corré

lation : cor(X, F) € [—1 ; 1]. Si les variables sont indépendantes, celui-ci est nul. Si lesv v(a ) v(y)
variables évoluent « dans le même sens », ce coefficient est proche de 1. Il est proche de —1 lorsqu’elles 
évoluent « en sens inverse ».
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9.4.6 Variance d’une somme

La covariance définit une forme bilinéaire symétrique sur l’espace L2(Q).

Théorème 23
Si X et Y sont des variables aléatoires admettant chacune un moment d’ordre 2, 

v(x + r) = v(x) + 2 Cov(x, y) + v(r).

Si les variables sont indépendantes, V(X + V) = V(X) + V(K). Plus généralement,

Théorème 24
Si Xi,..., Xn sont des variables aléatoires admettant chacune un moment d’ordre 2,

(n \ n
=Ev(Xi)+2SCov<%i’^)- 

i=l / i=l i<j

Si les variables Xi,..., Xn sont deux à deux indépendantes

v(E*0=èvw-

\i=l / Î=1

Cette égalité est a fortiori vérifiée si les variables sont mutuellement indépendantes.

9.4.7 Inégalités de concentration

Théorème 25 (Inégalité de Markov)
Si X est une variable à valeurs positives admettant une espérance finie,

aP(X > a) < E(X) pour tout a € R+.

Théorème 26 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
Si X est une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2,

P(|X — E(X)| > o) pour tout a > 0.
>• - - ■ - ....... ... ■   i----- ;-------- ———  — ■ —.— • .. --- -, —  ...  —     

Cette inégalité permet de mesurer l’écart entre « l’expérimentation et l’espérance ».
Cette inégalité explique aussi pourquoi la variance mesure la dispersion de la variable 
aléatoire.
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9.4.8 Loi faible des grands nombres

Théorème 27 (Loi faible des grands nombres)
Si (A"n)n^i est une suite de variables aléatoires deux à deux indépendantes et suivant 
une même loi admettant une espérance p et un moment d’ordre 2,

n 
avec Sn - ». 

fc=i

Ce théorème1 montre que la moyenne expérimentale tend à se rapprocher de la moyenne 
probabiliste (c’est-à-dire de l’espérance).

1. Sous les mêmes hypothèses, la loi forte des grands nombres affirme P(Sn/n--------- > p.) = 1. Voir
sujet 35 p. 431. n-n-oo

2. Si le rayon de convergence R de la série génératrice est strictement supérieur à 1, la fonction 
génératrice peut être définie sur ]—R ; _R[ mais l’étudier sur [—1 ; 1], voire sur [0 ; 1], est souvent suffisant 
en pratique.

9.5 Fonctions génératrices

Les variables aléatoires introduites ici sont toutes supposées définies sur un même espace 
probabilisé (Q,7~, P).

9.5.1 Définition
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N.
Définition

On appelle série génératrice de la variable X la série entière

Cette série entière est de rayon de convergence supérieur ou égal à 1 et converge norma
lement sur le segment [—1 ; 1].
Définition

On appelle fonction génératrice de la variable X la somme de sa série génératrice

-Foo
Gx(<) = £P(V = n)t“ = E(tx).

n=0
Celle-ci est définie et continue au moins2 sur [—1 ; 1]. C’est 
une fonction croissante sur [0 ; 1] qui prend la valeur 1 
en 1 et, plus généralement, c’est une fonction bornée par 1 
sur [—1 ; 1].
La fonction génératrice de X est entièrement déterminée 
par sa loi. Inversement, la fonction génératrice caractérise 
la loi de X puisque
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q(u) (0)
P(X = n) — —X— pour tout n G N.

n!
Les expressions des fonctions génératrices des lois usuelles sont regroupées dans le tableau 
à la fin de ces rappels de cours.

9.5.2 Calcul d’espérances et de variances
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N.

Théorème 28
La variable aléatoire X admet une espérance finie si, et seulement si, sa fonction 
génératrice Gx est dérivable en 1 et alors

E(A) = G^(1).

La variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2 si, et seulement si, sa fonction 
génératrice Gx est deux fois dérivable en 1 et alors

vffl = G'^(l) + G'x(l) - (G'x(l))2.

Ce résultat peut notamment être employé lorsque la série génératrice de X est de rayon 
de convergence strictement supérieur à 1.

9.5.3---Fonction génératrice d’une somme 
-- ,------   ,

Théorème 29
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans N,

Gx+v(t) = Gx(t) x Gy(t) pour tout te [—1 ; 1].

Ce résultat se généralise à la somme de plusieurs variables aléatoires sous réserve que 
celles-ci soient mutuellement indépendantes.

9.6 Lois usuelles

Loi Espérance Variance Fonction génératrice

#(p) P p(l ~p) t H- (1 - p) +pt pe [0; 1]
£(n,p) np np(l - p) t ((1 -p) +pt)n n e N, p e [0 ; 1]
P(A) A A t e^-1) A > 0
£(p) i 

p P2
+ H4 __ 2*__ P e ]0;l[
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9.7 Exercices d'apprentissage

9.7.1 Variables aléatoires

Exercice 1 |
Pour quels a € R, existe-t-il une variable aléatoire X à valeurs dans N* telle que

P(X = n) = —y——TT pour tout n G N* ? v ’ n(n + l) I

Solution

méthode
Il Les probabilités élémentaires d’une variable aléatoire forment une famille de 
|| réels positifs sommable et de somme égale à 1.

Analyse : Soit X une variable aléatoire sur un univers (Q, T, P) à valeurs dans N* dont 
les probabilités élémentaires sont celles proposées. L’univers Q est la réunion dénombrable 
des événements {X = n) pour n parcourant N*. Par additivité dénombrable

H-oo -Foo
p(Q) = £p(x = „) = £-^.

n=l n=l

Par décomposition en éléments simples 
a a a

n(n +1) n n + 1

puis par calcul télescopique
N / x / x
E / G CL \ ( CL \

----------- 7 = ~ TT---- 7 = CL- \n n + 1 / N—>+oo \ N + 1 /n=l x '

On en déduit a = 1.
Synthèse : Supposons a = 1. Les calculs qui précèdent assure que la famille de réels 

positifs avec n G N* est sommable et de somme égale à 1. On peut alors affirmer 
qu’il existe une variable aléatoire X à valeurs dans N* pour laquelle

P(X = n) = . —— pour tout n G N*. 
v 7 n(n-l-l)

1. Cette dernière étape est rarement précisée.

En effet1, on peut munir l’espace (N*,p(N*)) d’une probabilité P déterminée par 
(Th. 4 p. 334)

P({n}) = / —TT pour tout n G N*. VL J/ n{n + 1)
L’application X = Idpj* est alors une variable aléatoire telle que voulue.
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Exercice 2
On lance indéfiniment et indépendamment un dé équilibré. Pour n € N*, on note Xn 
la variable aléatoire définje par la valeur du n-ième lancer. On introduit le temps 
d’attente du premier ‘six’ :

T = min({n e N* | Xn = 6} U{+oo}).

Montrer que T est une variable aléatoire discrète à valeurs dans N* U {+oo} et 
déterminer sa loi.

<^iLi»iiiriiniwialiiiiiiiiii,ini     ' ' ' mil imiiiiiiiiiiiiwi iiiiiiiiiiiiirii-Mniiiiiiiiiiiiii iiiiï      ■min  

Solution
Notons (Q,T, P) un espace probabilisé1 modélisant l’expérience.

1. Le Th. 13 p. 377 assure l’existence d’un espace probabilisé (Q, T, P) permettant de modéliser cette 
expérience.

2. Lorsque n = 1, ce qui suit se comprend (T = 1) — (Xi = 6).
3. On peut aussi dire que (T = +oo) est l’événement contraire de la réunion dénombrable des événe

ments (T = n).

L’application T : Q —> N* U {+oo} est bien définie car le min existe dans N* U {+oo}. 
Plus précisément, pour une issue uj donnée, s’il existe n € N* tel que Xn(w) = 6, T(cu) 
correspond au plus petit élément d’une partie de N*. Celui-ci existe et appartient à N*. 
En revanche, s’il n’existe pas de n G N* tel que Xn(w) = 6, le min définissant T(cj) 
vaut +oo. Montrons ensuite que l’application T est une variable aléatoire discrète.

méthode
Une variable aléatoire discrète sur Q est une application prenant ses valeurs 
dans un ensemble E au plus dénombrable et telle que les antécédents de toute 
valeur de E constituent un événement.

La variable T prend ses valeurs dans l’ensemble N* U {+00} qui est dénombrable. Pour 
toute valeur n de N*, on a 2

(T = n) = {w ë n | X,(w) + 6,..., X,.,M £ 6,X„(w) = 6}
= (X, = 6) n ... n = 6) n (X„ = 6).

Puisque les Xk sont des variables aléatoires sur Q, chaque condition (Xk = 6) détermine 
un événement. Par opérations dans la tribu T, (T — n) est bien un événement de Q.

Pour la valeur +oo, on a3

(T - +oo) = {w G Q | Vn G N*, Xn(w) 6} = Q (Xn = 6).
nEN*

Par intersection dénombrable d’événements, (T = 4-oo) est bien un événement de Q.
Ainsi, T est une variable aléatoire à valeurs dans N* U {+oo}. Il reste à déterminer sa 

loi. Soit n G N*. Par indépendance des variables Xn

P(T = n) = P((X, = 6) n... n (X„_i = 6) n (X„ = 6))

= P((X, = 6)) x ... x P((Xn_, = 6)) x P((Xn = 6)) = Q) i.
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Aussi, par continuité décroissante1 (Th. 6 p. 335),

 \ / n  \ /_ r \n 
pi (Xn = 6) = lim P p| {Xk = 6) = lim - = 0. 
1 1___________ / n—>+oo \ 1 1____________/ n—>4-oo \ 0 /nÇN» / \fc=l / v 7

Finalement, la variable aléatoire T suit une loi géométrique de paramètre p — 1/6.

Exercice 3
Soit X et Y deux variables aléatoires discrètes indépendantes. On suppose que X 
et Y suivent des lois de Poisson de paramètres A et p strictement positifs.
Déterminer la loi suivie par X + Y. |

Solution

méthode
Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramètre A > 0 lorsque 
celle-ci est à valeurs dans N et vérifie :

An P(X = n) — e-A—r pour tout n G N. 
ni

En tant que somme de deux variables aléatoires, Z = X + Y est bien une variable 
aléatoire. De plus, X et Y sont à valeurs dans N et donc Z est aussi à valeurs dans 2 N. 
Pour déterminer sa loi, il suffit de calculer P(Z = n) pour tout n G N.

Soit n ê N. L’événement {Z = n) est la réunion des événements deux à deux incom
patibles (X = k, Y = £) pour {k, £) G N2 vérifiant k +1 = n. On a donc

n
P(X + Y = n)= ?(X = k,Y = /) = £p(X = fc,y = n-k\

k+£=n fc=O

Par indépendance des variables X et Y, on écrit

P(X = k, Y = n - k) = P(X = k) P(Y = n-k\

Les lois des variables X et Y étant connues, on concrétise le calcul 
_n \k ..n—k i n /^\

P(* + Y = ") = E*’V’" = e-<A+^ E
k=0 v 7 k=0 X 7

Par la formule du binôme, on conclut

P(X + y = »)=e-<À+'‘>^+,M)’>. 
ni

Finalement, la variable Z — X + Y suit une loi de Poisson 3 de paramètre A + p.
1. Ce dernier calcul n’est pas nécessaire, les valeurs de P (T — ri) obtenues au-dessus déterminent une 

loi géométrique dont la somme des probabilités élémentaires vaut 1 : ceci ne laisse « plus de place » pour 
l’événement (T = +oo).

2. Ceci ne signifie pas pour autant que Z prend assurément toutes les valeurs de N : sans l’indépen
dance de X et Y ceci pourrait ne pas être vrai, c’est le cas par exemple lorsque X — Y.

3. On trouvera une démonstration alternative par les fonctions génératrices dans le sujet 9 p. 392.
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Exercice 4
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques 
de paramètres p et q éléments de ]0 ; 1[.

(a) Calculer P(X > ri) pour n € N.
(b) Déterminer la loi de Z — min(X, Y). |

Solution

(a) méthode
Une variable aléatoire X suit une loi géométrique de paramètre p E ]0; 1[ 
lorsque celle-ci est à valeurs dans N* (ou N* U {+oo}) et vérifie :

P(X = n) = (1 — p)n~1p pour tout n e N*.

Soit n € N. L’événement (X > n) est la réunion dénombrable des événements deux 
à deux incompatibles (X = k) pour k = n + 1, n + 2, etc. On a donc par additivité 
dénombrable

4-oo
P(X>n)= £ P(X = k).

k—n+1

On exprime la loi de X afin de concrétiser le calcul
4-oo

P(X>n)= Y, (l-P)*"1?-
fc=n4-l

Par un glissement d’indice puis une sommation géométrique de raison 1 — p e ]0; 1[, on 
obtient

+oo .
P(X > n) = (1 -J>)"p^2(l-pY = (l-p)np X ----- 7----- -T = (1 -p)n.

Ce résultat peut facilement se retenir : la variable X s’interprète comme le temps d’attente 
du premier succès lors de la répétition d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de même 
paramètre p. L’événement (X > n) signifie que la succession d’épreuves débutent par une 
série de n échecs.

(b) Puisque X et Y sont des variables aléatoires, Z est aussi une variable aléatoire 
car se déduit de la composition du vecteur aléatoire (X, Y) avec la fonction min définie 
sur R2. De plus, la variable aléatoire Z est à valeurs dans N*.

méthode
On exprime facilement (Z > n) à l’aide de (X > n) et (Y > n) car la variable Z 
est définie par un min.

Soit n G N. L’événement (Z > n) est la conjonction des deux événements (X > n) 
et (Y > ri). Or les variables X et Y sont indépendantes et les événements précédents le 
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sont donc aussi. Ainsi,

P(Z > n) = P(X > n, Y > n) = P(X > n) P(Y > n) = (1 - p)n(l - q)n.

méthode
|| L’événement (Z = n) se déduit1 des événements (Z > n) et (Z > n — 1).

1. Les événements (Z > n) suffisent donc pour caractériser la loi de Z : cet argument peut être 
employé pour parvenir sans calculs à l’identification de la loi de Z.

2. On peut comprendre cette propriété en termes de temps d’attente. Si Xn et Yn suivent des lois de 
Bernoulli indépendantes de paramètres p et q, la variable Zn =■ max(Xn, Yn) suit une loi de Bernoulli 
de paramètre r et Zn est le temps d’attente associé aux épreuves de Bernoulli correspondantes.

Soit n 6 N*. L’événement (Z > n — 1) est la réunion des événements incompatibles 
(Z — n) et (Z > n). On a donc par additivité

P(Z > n - 1) = P(Z = n) + P(Z > n)

puis

P(Z = n) = P(Z > n- 1) -P(Z > n) = (p + q -pg)((l -p)(l - ç?))n-1.

En posant r = p + q — pq, on observe P(Z = n) = r(l — r)n-1. La variable Z suit donc 
une loi géométrique 2 de paramètre r.
'--------------------------------------------------------------------------------------------------------- -—_—_—,

Exercice 5
Soit X et Y deux variables aléatoires à valeurs dans N. On suppose que la loi conjointe 
de X et Y vérifie :

1 7 -4~ À* -4- 1
P(X = j, y = fc) = — ■ J T t pour tout (j, fc) g N2.

(a) Déterminer les lois des variables X et Y.
(b) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

—   ri ij,_~i n i. i.j.i n i ni. m. mum ni n mrn i mm iiiiiiiiiiinwjhi.iiil iihiiïi iiiiiiiiiiiiiiiriiirn i iiiipii 'iji.ii. iiihi.iiii i i r iiiiii.i.iiii..iiiniiiii n |||||l■ll|lllllllll^ll)l mniiiiiiïiiiiiiimil■hiiimiIiiillM■l■ll^lllllllllllll■l■■^l^■irt

Solution

(a) méthode
La loi marginale de X s’obtient en sommant sur les valeurs possibles prises 
par Y (Th. 8 p. 374).

La variable X est à valeurs dans N et, pour tout j e N,

+2? 1 +°° o 4. k 4- 1p(x = j) = ^p(x=j,r = V =
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Il s’agit d’une somme convergente1 de termes positifs, on peut séparer celle-ci en deux 
par linéarité avec convergence des séries à termes positifs introduites

1. Par hypothèse, la famille des P(X = j, Y = k) avec (j, k) € N2 est sommable (et même de somme 
égale à 1) car définit la loi du couple (X, Y).

2. On peut vérifier que la somme des P(X = j) pour j parcourant N est bien égale à 1 ce qui légitime 
le facteur l/3e2 introduit lors de la définition de P(X = j, Y = k).

-i / . -,

\fc=0 J

Dans la première somme, on peut rapidement faire apparaître une somme exponentielle 
calculée en 1. Dans la seconde, on peut simplifier le terme d’indice k = 0 avant de faire 
apparaître à nouveau une somme exponentielle par glissement d’indice2

1 j + 2 
3e j!

Les variables X et Y jouant des rôles symétriques, on obtient aussi

P(y = k) = pour tout /c € N.

(b) méthode
Par le Th. 10 p. 376 on vérifie, ou on contredit, l’indépendance des variables 
X et Y en étudiant l’égalité :

p(x = j,Y = k) = p(x = j) p(y = k).

Pour (j, k) = (0,0), on observe

P(X = 0,y = o) = -L * A. Â = P(X = 0) P(y = o).
3ez 3e 3e

Les variables X et Y ne sont pas indépendantes.

Exercice 6
Une urne contient un dé truqué donnant systématiquement un ‘six’. On lance une 
pièce équilibrée. Si l’on obtient ‘face’, on ajoute un dé équilibré dans l’urne et l’on 
relance la pièce. Si l’obtient ‘pile’, on tire un dé dans l’urne et on lance celui-ci. 
Déterminer la loi de variable donnant la valeur du dé lancé.I

Solution

méthode
On peut déterminer la loi d’une variable Y à partir de la loi d’une variable 
X et des lois conditionnelles de Y connaissant la valeur prise par X (Th. 9 
p. 375).
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Notons X la variable aléatoire donnant le nombre de dés dans l’urne lorsque l’on y 
pioche un dé et Y la variable aléatoire donnant la valeur du dé lancé.

Le temps d’attente du premier ‘pile’ donne exactement le nombre de dés figurant dans 
l’urne au moment où l’on pioche le dé. La pièce étant supposée équilibrée, la variable X 
suit une loi géométrique1 de paramètre p = 1/2.

1. Il se peut que ce temps d’attente soit infini ce qui signifierait que l’on ne pioche jamais de dé dans
l’urne... L’événement correspondant est cependant négligeable et n’influence donc pas les calculs.

Soit n E N*. Lorsque l’urne est constituée d’un dé truqué et de n — 1 dés équilibrés, une 
application rapide de la formule des probabilités totales permet de calculer la loi de Y

x 1 1 n — 1P(Y = 6X = n) = l- — +-----------non
P(y = k\X = n) = 0 • - + i • L- 

n 6 n

n + 5 
6n

n — 1
6n

et

pour k € [1 ; 5].

On en déduit

4-00 4-00 . r -|
P(r = 6) = £p(y = 6|x = n)P(x = n) = £ ■ -

n=l n~l

En exploitant pour x — 1/2 l’identité

n=l
—xn = — ln(l — x) valable pour tout x € ] —1 ; 1[
Tl

on obtient
P(y = 6) = 1_+.^2 ~ 0,744 à 10 3 près.

Un calcul analogue donne aussi

P(y = 1) = ... = P(y = 5) = l-ln2 x K—-— ~ 0,051 a 10 3 près. 6

9.7.2 Moments, espérance et variance

Exercice 7
Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs réelles.
On suppose que X admet un moment d’ordre n € N. Montrer que X admet un 
moment d’ordre k pour tout k e [0 ; n].
'WW. w. 1 ^',l '"-i' u'A"" a-
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Solution
Soit k E [0 ; n].

méthode
|| Pour tout x réel, l’inégalité \xk| 1 + |a;|n est vraie que |x| 1 ou non.

Pour toute issue eu, on peut écrire par ce qui précède X(cu)fc| 1 + |A"(cu)|n. On a 
donc la comparaison de variables aléatoires |Xfc 1 + X|n. Or, la variable aléatoire 
constante 1 admet une espérance finie et la variable |JV|n aussi par hypothèse. Par domi
nation (Th. 16 p. 378), on peut affirmer que la variable Xk admet aussi une espérance 
finie, autrement dit, X admet un moment d’ordre k.

Exercice 8 (Loi binomiale négative1)

1. Cette loi étudie le nombre d’échecs précédant le r-ième succès lors de la répétition d’épreuves de 
Bernoulli indépendantes de même paramètre p.

2. Voir sujet 5 du chapitre 9 de l’ouvrage Exercices d’analyse MP. Cette identité est souvent utilisée
en calcul des probabilités.

Soit r€N*,p€]0;l[etX une variable aléatoire à valeurs dans N telle qu’il existe 
un réel a pour lequel

P(X = fc) = a(*: + ^ ^(l-p)* pour tout A; € N.

Calculer l’espérance et la variance de X. 
On rappelle l’identité binomiale2 * ?

1 
(1 — a>)n+1

pour tous n € N et x € ]—1 ; 1[.

Solution

méthode
|| La valeur de a ne peut être arbitraire : on commence par déterminer celle-ci.

On calcule la valeur de a en exploitant que la somme des P(X = fc) pour k parcourant N 
est égale à 1. Par l’identité binomiale utilisée pour x = 1 — petn = r- 1

+oo 4-oo z.£p(^ = A) = a£(':+;-1)(l-^ = ^

k—0 fc=O V 7 P

On a donc a = pr.
méthode

|| On calcule l’espérance de X par dérivation de l’identité binomiale.
L’identité binomiale correspond à un développement en série entière, il est possible de 

dériver terme à terme celui-ci sur l’intervalle ouvert de convergence. Ceci donne

E. f k + r - 1\ r , t , r
k[ , kr = -r------r—-r pour tout x e 1 ; 1 .
\ k J (l-æ)r+1 J L
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En évaluant cette identité en x = 1 — p et en ajoutant un terme nul d’indice k — 0 à la 
somme, on obtient que X admet une espérance finie et

E(X) = a g k(k + [- 1 j (1 - P)‘ = = LEZ?).

1. La fonction génératrice est au moins définie sur [—!;!].

v \ k J ' pr+1 pk=0 v 7 r r

méthode
La variance de X se déduit de la formule de Huygens (Th. 20 p. 380) après 
calcul de E(X(X - 1))

Une nouvelle dérivation de l’identité binomiale donne
4-oo

1)
<fc+r-1V-2 
\ k )

r(r 4-1) 
(1 — xy+2 pour tout x € ]—1 ; 1[.

On en déduit
E(X(X _ 1})= 

ir
La variable X(X — 1) admettant une espérance finie, il en est de même de X2 car on 
peut écrire X2 = X(X — 1) + X. La variable X admet donc un moment d’ordre 2 et l’on 
peut calculer sa variance :

V(X) = E(X(X - 1)) + E(X) - E(X)2 =

9.7.3 Fonctions génératrices

Exercice 9

(a) Calculer la fonction génératrice d’une variable aléatoire X suivant une loi de 
Poisson de paramètre A > 0

(b) À l’aide de leurs fonctions génératrices, déterminer la loi suivie par la somme de 
deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramètres A 
et p strictement positifs.

Solution

(a) méthode
La fonction génératrice d’une variable aléatoire X à valeurs dans N est définie 
par

4-oo
Gîx(t) = E(ix) = P(X = n)tn pour t réel convenable L

n=0
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Puisque X suit une loi de Poisson, on obtient en reconnaissant une somme exponentielle

+°° \n +oo .n
Gx(t) = y e-À-Ttn = e-A y = e~xext = eA(t"1) pour tout t réel. 

z—' ni nin—0 n—0

(b) méthode
|| La fonction génératrice d’une variable aléatoire caractérise sa loi.

Les variables X et Y étant indépendantes, la fonction génératrice de leur somme est 
le produit de leurs fonctions génératrices (Th. 29 p. 383)

Gx+Y^t) = Gx(t) x Gy(t) = e^A+M^t-1\

On reconnaît ici la fonction génératrice d’une loi de Poisson de paramètre A + /z, on peut 
donc affirmer que X + Y suit cette loi1.

Exercice 10
On considère de nouveau la variable aléatoire X présentée dans le sujet 8 p. 391 
Calculer la fonction génératrice de X et retrouver les valeurs de son espérance et de 
sa variance.

Solution
Par définition de la fonction génératrice d’une variable aléatoire à valeurs dans N

4-oo 4-oo /, , _i\
Gx(i)=E(ix) =£p(X = k)i‘ = ]Ta( +r )((l-p)t)fc

fc=O fc=O ' '

pour tout t convenable. Grâce à l’identité binomiale

Gx(t) = -------- - ------pour tout t e]-R; R\ avec R = ——— .
(l-(l-p)t) 1-P

Une fonction génératrice prend la valeur 1 et 1 ce qui détermine la valeur de a et permet 
de conclure

(\r
----- ------- r- ) pour tout t e ] - R ; Æ[.
1 - (1 ~JW

méthode
Espérance et variance se déduisent de la fonction génératrice à partir du calcul 
de G'X{Y) et Gx(l) lorsque celui-ci est possible (Th. 28 p. 383).

La fonction Gx est de classe C°° sur ]—/?;/?[ (avec R > 1) donc au moins dérivable 
deux fois en 1 avec

,n r(l- P) . m r(r+l)(l-p)2
Gx(l) =---- - ---- et Gx(l) =------------------ -2-.

Jr r'
1. Ce résultat a déjà été acquis de façon plus élémentaire dans le sujet 3 p. 386.
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On en déduit les valeurs de l’espérance et de la variance de X

E(X)=G'x(l)=X^
P

V(X) = G'i(l) + G'x(l) - (Gx(l))2 = Xç?)

1. Voir sujet 3 p. 386 et sujet 9 p. 392.

9.8 Exercices d’entraînement

9.8.1 Variables aléatoires

Exercice 11 *
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de 
paramètres A et p. Pour n € N, identifier la loi de X sachant (X Y = n).

Solution
Les variables X et Y étant à valeurs dans N, les seules valeurs possibles pour X lorsque 

(X + Y = n) sont les k e [0 ; n].
méthode

|| Il s’agit de calculer P(X = k\X + Y = ri) pour toute valeur k E [0;n].
Les variables X et y sont indépendantes et suivent des lois de Poisson de paramètres A 

et p. Leurs somme X + Y suit alors1 une loi de Poisson de paramètre A 4- p. On sait 
donc

P(X + Y — n) — e-O+M) t pour tout n e N.
n!

En particulier, cette probabilité est non nulle et, pour tout k E [0 ; n], la probabilité 
conditionnelle P(X = k\X + Y = n) est définie par

P(X = À:|X + y = n) = P(X = k,X + Y = ri) 
P(X + Y = n)

Cependant, on a l’égalité d’événements

(X = k, X + Y = n) = (X = k, Y = n - k).

Par indépendance des variables X et Y, 
\ Jv 71_Jç

P(X = k, Y = n - fc) = P(X = k) P(y = n - k) = e-Av-e~M/ 
kl (n — k)l

Après simplification,

P(X = k\X + Y = n) = - n! • = (n}pk(l-p)n-k avec p = -A_
k\(n — k)\ (X + p)n \kj 7 P X + p

Finalement, on reconnaît une loi binomiale de paramètres n et p.
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Exercice 12 *
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques 
de paramètres respectifs p et q € ]0 ; 1[. î
Quelle est la probabilité que la matrice réelle suivante soit diagonalisable? j

z x I
_ (X —Y\ I

j
Solution

méthode
On traduit l’étude de la diagonalisabilité de A en un événement s’exprimant 
en fonction des variables X et Y.

La valeur du polynôme caractéristique de la matrice A en À e R est

Xa(A) = A2-(X2-Y2).

1. L’événement (X > n) correspond à une succession de n échecs, voir sujet 4 p. 387.

Cas : (X < Y). Le polynôme xa n’est pas scindé sur R et la matrice A n’est pas 
diagonalisable dans Ad2(R)-

Cas : (X = Y). Le polynôme xa possède une seule racine 0. La matrice A est diago
nalisable si, et seulement si, elle est semblable à la matrice nulle donc égale à la matrice 
nulle. Ceci est exclu car les variables X et Y prennent leurs valeurs dans N*.

Cas : (X > K). Le polynôme xa possède deux racines réelles distinctes et la matrice A 
qui est de taille 2 est donc diagonalisable.

En résumé, l’événement « La matrice A est diagonalisable » correspond à (X > Y).

méthode
On décompose l’événement {X > Y) en une réunion d’événements dont on 
sait calculer les probabilités.

L’événement {X > Y) est la réunion des événements deux à deux incompatibles 
(X > n, Y = n) pour n parcourant n € N*. Par additivité dénombrable

4-oo
p(x > y) = p(x > y = «)•

n=l

Par indépendance P(X > n, Y = n) = P(X > n) P(y = n) avec1 P(X > n) = (1 — p)n. 
On a donc

4-oo
p(x>y) = £(i-P)"(i-î)"-19.

n=l

Après glissement d’indice et calcul d’une somme géométrique de raison r = (1 — p)(l — q) 
avec r € ]0 ; 1[, on obtient la probabilité que la matrice A soit diagonalisable

P(X yx= (l-p)ç = Q-PQ 
k > l-(l-p)(l-ç) p + q-pq-
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Exercice 13 **
Sur un espace probabilisé (Q,T,P), on considère une suite (Xn)nepj de variables 
aléatoires telles que, pour tout n G N, Xn suit une loi binomiale de paramètres n 
et p € ]0; 1[. On considère aussi une variable aléatoire N indépendante des va
riables Xn et telle que N 4-1 suit une loi géométrique de paramètre q e 
Pour toute issue w de l’univers Q, on pose Y (eu) = XNçuy(u).
Justifier que Y est une variable aléatoire discrète et déterminer sa loi.
On pourra employer l’identité binomiale déjà présentée dans le sujet 8 p. 391.

Solution

méthode
On montre que Y est à valeurs dans un ensemble dénombrable et que, pour 
chaque valeur y de cet ensemble, (Y = y) constitue un événement.

Pour n € N, la variable Xn est à valeurs dans [[0 ; n] C N. On peut donc affirmer que 
la variable Y est à valeurs dans N qui est évidemment un ensemble dénombrable. Pour 
tout k G N et tout w G Q,

Y(w) = k 4=> Bn G N, N(w) = n et Xn(uj) = k.

On peut donc écrire
(y = *) = U ((/y = n) n (X„ = k)). («)

n€N
Les ensembles (TV = n) et (Xn = k) définissent des événements et donc, par opérations 
dans la tribu T, (Y = k) est un événement. Ainsi, Y est une variable aléatoire discrète.

Pour déterminer la loi de Y, nous calculons P(Y — k) pour tout k G N. La réunion 
de l’égalité (*) est constituée d’événements deux à deux incompatibles, on a donc par 
additivité dénombrable

+oo
P(Y = k) = ^2 P(N = n,Xn = k).

n=0

Par indépendance des variables N et Xn, on peut écrire

r)((l-p)(l
\ ro J

P(Y = k) = £
n~k

P(7V = n, Xn = k) = P(7V = n) P(Xn = k).

Si k > n, cette quantité est nulle car l’événement (Xn = k) est impossible. En simplifiant 
les termes correspondants de la somme, il reste

+ o° / \ +OO

' ' n=k

Après glissement d’indice, on emploie l’identité binomiale pour achever le calcul

P(y = k) = qpk(i -£ (” + ((I - p)(i - ?))" = ~ ^+1
£ / (p + q-pq)k+1

La variable Y + 1 suit une loi géométrique de paramètre r — ■ ■ 9_—.
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9.8.2 Espérances et variances

Exercice 14 *
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramètre A > 0.
Calculer

f 1 \ El —-----).\X + 1/ _______________ 1

Solution

méthode
Par la formule de transfert (Th. 17 p. 378), on peut calculer l’espérance d’une 
variable composée Y = f(X) à partir de la loi de X.

Puisque la variable X suit une loi de Poisson de paramètre A, elle prend ses valeurs 
dans N et

AnP(X = n) = e-A—- pour tout n € N.
ni

La variable Y — 1/(AT + 1) étant bornée, elle admet une espérance finie et la formule de 
transfert donne

/ i \ +°° i +°° i \n +°° \nE(x+l) = = A^(n + 1)!'

On transforme l’écriture de la somme en dernier membre afin de faire apparaître une 
somme exponentielle, notamment à l’aide d’un glissement d’indice

+°° \n -i +°° \n+l i +°° \n i
v —-___ = - V  ___ = - V — = —(eA - 1).-'(n + 1)! A2--!’(n + l)! A " n\ A^ '

n=0 n=0 n—1

Finalement,
1 — e À 

Â

Exercice 15 *
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. On suppose qu’il existe k e ]0; 1[ 
vérifiant

P(X = n) = k P(X > n) pour tout n e N.

Déterminer la loi de X puis calculer son espérance et sa variance.
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Solution
Soit n € N.

méthode
|| On exprime (X = n) à l’aide d’événements (X k) pour k bien choisis.

L’événement {X n) est la réunion des deux événements incompatibles (X = n) 
et (X n + 1). Par additivité

P(X >n} = P(X = n)+ P(X n + 1).

En multipliant par k cette relation, on obtient

P(X = n) = kP(X = n) + P(X = n + 1)

et donc
P(X = n +1) = (1 — fc)P(X = n).

La suite (P(X — n)) est alors géométrique de raison 1 — k ce qui permet d’exprimer 
son terme général à partir de a = P(X = 0) :

P(X = n) = a(l — k)n pour tout ne N.

La somme de toutes les probabilités élémentaires vaut 1, on peut donc déterminer la 
valeur de a en calculant une somme géométrique de raison 1 — k € ]0; 1[

4-oo 4-oo
PR = £ P(X = n) = O£(l -*)" = = a-,

n=0 n=0 v 7

Ainsi, a = k et la loi de la variable X est donnée par

P(X = n) = k{\ — k)n pour tout neN.

méthode
L’espérance et la variance de X se déduisent des valeurs connues pour les lois 
géométriques.

La loi de la variable X ressemble à une loi géométrique. Précisément, Y — 1 + X suit 
une loi géométrique de paramètre k. On sait alors

1 i — kE(y) = - et V(y) = i-^.
k kr

On en déduit

1 — à* i _ k
E(X) = E(K) - 1 = — et V(X)=V(V) = —.

k kz
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Exercice 16 **
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. Montrer que X admet une espérance 
finie si, et seulement si, la série ^2 P (A- > n) converge et qu’alors1

1. Cette identité sera souvent utilisée par la suite.
2. On emploie le Th 10 du chapitre 1 de l’ouvrage Exercices d’analyse MP.
3. Dans cette description des éléments de l’ensemble /n, l’indice n est fixé et seul k varie.

j-OO
E(X) = £P(X >n).

n=0 J

Solution

méthode
On décompose (X > n) en une réunion d’événements (X = k) puis on réorga
nise le calcul de la somme par paquets2.

L’événement {X > ri) est la réunion des événements deux à deux incompatibles (X = k) 
pour k = n + 1, n + 2, etc. Par additivité dénombrable, on peut écrire avec convergence 
de la série introduite

(\ 4-oo
U (x = t) = 52 p(x ='<>■
k>n / fc=n4-l

Ainsi, et sous réserve d’existence,
4-oo 4-oo / 4-oo \
£p(x>«)- £[ £ p(x = fc) .
n=0 n=0 \/c—n4-l /

Ceci invite à étudier la sommabilité de la famille

(P(X =k-))lk „)e, avec I={(k,n)e N2 *' ,•«}. (A)

On organise le calcul de cette somme de termes positifs par paquets.
D’une part, I est la réunion disjointe des ensembles3 In — {(&,n) | k G N et k > n} 

pour n parcourant N. Par le calcul au-dessus, on est assuré des sommabilités des sous- 
familles indexées par In. Par conséquent, la famille donnée par (A) est sommable si, et 
seulement si, la série J2P(X > n) converge et alors

4-oo / 4-oo \ 4-oo
52p(x = a:) = 52 52 p(x = &) =52p(x>n). «

(fc,n)G/ n—0 \/c=714-1 / n=0

D’autre part, I est la réunion disjointe des ensembles Jk = {{k, n) | n G N et n < k} 
pour A; G N*. Les sous-familles indexées par les ensembles Jk sont finies, donc sommables, 
avec

fc-i
^2 P(A = k) = 52 P(X = fc) = k p(x = kY
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La famille donnée par (A) est alors sommable si, et seulement si, la série ^kPÇX — k) 
converge et alors

-|-oo /k — 1 \ -|-oo -|-oo
£P(x = k) = Ep<x = k~> = Eip(x = *) = Yki'ix = v- (**)

(fc,n)€l k=l \n=0 / k=l fc=O

Des sommabilités étudiées pour écrire (*) et (**), on conclut que la variable X admet 
une espérance finie si, et seulement si, la série 52 > n) converge et1

-poo +oo
E(X) = £ k P(X = fc) = £ P(X > n).

k—0 n=Q

Exercice 17 **
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes géométriques de paramètres p 
et q éléments de ]0 ; 1[. Calculer l’espérance de Z = max(X, Y).

Solution

méthode
On détermine P (Z > n) avant de calculer l’espérance de Z par la formule du 
sujet précédent.

Soit n e N. On a
(Z > n) = (X > n) U (Y > n)

donc
P(Z > n) = P(X > n) + P(Y > ri) - P(X > n, Y > n).

Par indépendance des variables X et Y

P(Z >n)= P(X > ri) + P(Y > n) - P(X > n) P(Y > n).

Enfin, les lois de X et Y étant géométriques, on sait2

P(X > n) = (1 -p)n et P(Y > n) = (1 - q)n.

Ainsi,
P(Z > n) = (1 - P)" + (1 - ?)n - ((1 - P)(1 - «))"■

Enfin, par calcul3 de sommes géométriques 4

+o° 111
E(Z) = y P(Z > n) = - + - ---------- -------.

p q p + q-pq

1. La variable X étant à valeurs positives, si elle n’est pas d’espérance finie, cette espérance vaut +oo 
ce qui correspond à la limite des sommes partielles de la série exprimant le second membre.

2. L’événement (X > n) correspond à une succession de n échecs, voir sujet 4 p. 387.
3. On peut aussi dire que la somme des (1 — r)n se comprend comme le calcul de l’espérance d’une 

loi géométrique de paramètre r que l’on sait valoir 1/r.
4. On a max(X, Y) = X + Y — min(X, Y). Si l’on sait que min(X, Y) suit une loi géométrique de 

paramètre p + q — pq (voir de nouveau le sujet 4 p. 387) on peut retrouver ce résultat plus rapidement.
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Exercice 18 ** I

Soit TV G N* et (t/n)n^i une suite de variables aléatoires indépendantes et identi
quement distribuées selon une loi uniforme sur [1 ; TV]]. Pour tout n G N*, on pose

Mn = max(t/i,..., t7n).

Déterminer les limites de E(Mn) et de V(Mn) lorsque n tend vers +00.

Solution
Pour tout n G N*, Mn se déduit des variables Uy,...,Un par composition avec la 

fonction max, il s’agit bien d’une variable aléatoire. De plus, les variables Un sont à 
valeurs dans [1 ; TVJ donc Mn aussi.

méthode
La variable Mn étant définie par un max, on détermine la loi de Mn en calcu
lant P(Mn < fc) pour k G [1 ; TV],

Soit k G Jl ; TV]. L’événement (Mn < k) est la conjonction des événements (17, k) 
pour i allant de 1 à n. Par indépendance des variables Ui,..., Un, il vient

(
TT \ Tb / 7 x 71

=np(c/<^A:)=(ïv) ■ 
z=l / i=l ' '

Notons que cette formule est aussi valable pour k = 0.
Soit k G [1 ; n]. L’événement (Mn = k) se déduit de (Mn fc) et (Mn k — 1) de 

sorte que

(
7 / L» 1 \

îv) -\ïr) •

On peut alors exprimer l’espérance de Mn

N / / 7 \n / 7 d \n\

E7 / \ { K — 1\ \M ( ÿÿ ) “ ( “) )•
k—1 X ' /

Il n’est pas nécessaire d’exprimer plus simplementIl 1 cette somme pour en déterminer la 
limite. En effet, celle-ci comporte un nombre TV constant de termes tous de limites milles 
sauf le dernier qui tend vers TV. On en déduit que E(Mn) tend vers TV quand n tend 
vers +00.

A l’aide de la formule de Huygens, la valeur de V(TVfn) se déduit de celle de E(M^ 
avec, par des arguments analogues à ceux ci-dessus,

1. En séparant la somme en deux puis en s’aidant d’un glissement d’indice ou, plus rapidement, en 
employant la formule du sujet 16 p. 399, on obtient l’expression E(Mn) = N — Y^k^itk/Ny1.
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On en déduit que la variance de Mn tend vers 0 quand n tend vers +oo.

Exercice 19 **♦ (Fonction génératrice des moments)
Soit X une variable aléatoire discrète réelle. On note Ix l’ensemble des t G K. pour 
lesquels la variable etx admet une espérance finie et l’on pose

Mx(t) = E(etx) pour tout t G Ix-

(a) Montrer que Ix est un intervalle contenant 0-
(b) On suppose que 0 est intérieur à l’intervalle Ix- Montrer que la variable X 

admet des moments à tout ordre et que, sur un intervalle centré en 0,

"Hoo T?Y Yn\

n=0

Solution

(a) Il est entendu que 0 est élément de Ix car eox est la variable constante égale à 1. 
On peut même écrire Afx(0) = E(l) = 1. Reste à montrer que Ix est un intervalle.

méthode
|| On vérifie [a ; b] C Ix pour tous a et b G Ix tels que a < b.

Soit a, b G Ix avec a < b (si de tels éléments existent). Introduisons t élément de [a ; b].

méthode
|| On majore etx selon le signe du réel x.

Si x est positif, etx < ebx. Si x est négatif, etx < eax. Dans les deux cas, on peut 
écrire etx < eax 4- ebx et l’on a donc la comparaison de variables aléatoires positives

etX ^eaX+e5X
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Or la variable aléatoire en second membre admet une espérance finie et donc, par domi
nation (Th. 16 p. 378), la variable etx aussi. Ainsi, t € Ix et l’on peut conclure que Ix 
est un intervalle.

(b) méthode
|| On réorganise le calcul à l’aide d’une sommation par paquets.

Notons E l’ensemble (au plus dénombrable) des valeurs prises par la variable X. Pour t 
dans Ix, on peut écrire par la formule de transfert

E(etx) = J2eteP(X = x)
xEE

avec sommabilité de la famille des etx P(X = x) pour x parcourant E. En décomposant 
le terme exponentiel, on écrit encore

ce qui invite à considérer la famille doublement indexée
n„n \
—- P(X = x) (*)
n- /(i,n)eExiï

Cependant, pour réorganiser le calcul de la somme à l’aide d’une sommation par paquets, 
il faut savoir si cette famille est sommable ce qui nécessite d’étudier ses termes en valeurs 
absolues.

Soit a un réel strictement positif tel que a et —a appartiennent à Ix - Les variables eaX 
et e~aX admettent chacune une espérance finie et donc la variable e^l aussi pour tout t 
de [—a ; a] car on a la domination

e|tx| <ettX+e-ûX.

Pour cette valeur de t, on a par des calculs analogues aux précédents la sommabilité de 
la famille de termes positifs

P(X = x)
(z,n)6ExN

Pour n € N fixé, on peut alors affirmer la sommabilité de la sous-famille

(I, in i in kl kl
n!

P(X = x)
xEE

En choisissant t non nul dans [—a;a], les facteurs |t|n et n! apparaissent comme des 
constantes non milles dans la description de cette famille et l’on peut donc affirmer la
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sommabilité de la famille (|æ|n P(X = æ)) Ainsi, la variable X admet un moment 
d’ordre n.

De plus, pour tout t G [—a ; a], on peut calculer la somme de la famille décrite dans (*) 
par deux organisations par paquets qui donnent

(n,z)GNx£

et

tnxn 
n! n—0 \xÇE

tnxn
ni n=0

-r^tn ni

tnxn 
ni

tnXn ,

xEE \n=0 xeE

On en déduit la relation voulue.

9.8.3 Calcul de loi

Dans chacun des sujets qui suit, on admet l’existence d’un espace probabilisé (Q, 7", P) 
qui permet son étude.
'---------------------- . ---------------——.—

Exercice 20 *
Le nombre quotidien de clients entrant dans une boulangerie suit une loi de Poisson 
de paramètre A > 0. Chaque client a la probabilité p G ]0 ; 1[ d’acheter des croissants, 
Sur une journée, on note X± le nombre de clients ayant acheté des croissants et 
le nombre de ceux qui n’en ont pas achetés.

(a) Déterminer la loi de X±.

(b) Calculer la covariance de Xy et X2.

(c) Les variables aléatoires Xi et X2 sont-elles indépendantes ?
;r,*f ■ r■'/"arr1 1 in^r7 ,̂lra,TWigramgvibflii,VTtfiiiiib.»iâi«batf

Solution

(a) Notons X le nombre de clients entrant dans la boulangerie

AnP(X = n) = e-A— pour tout n G N.
ni

Lorsque (X — n), la variable aléatoire Xi suit une loi binomiale de paramètres n et p 
(le nombre de clients achetant un croissant lorsque n clients entrent dans la boulangerie 
peut se comprendre comme le nombre de succès dans une série de n épreuves de Bernoulli 
indépendantes et de même paramètre p).

méthode
La loi de la variable Xi se déduit de la loi de X et des lois conditionnelles 
de Xi connaissant la valeur prise par X (Th. 9 p. 375).
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La variable X± est à valeurs dans N et, pour tout k G N,

4-oo
P(Xx = fc) = £>(Xx = k\X = n)P(X = n).

n=0

Lorsque n < k, la probabilité P(Xx = k | X = n) est nulle, on peut donc simplifier les 
premiers termes de la somme et écrire

+°° +°° / \ \n
P(X! = fc) = £ P(X1 = k|X = n) P(X = n) = £ , p‘(l -p)n-ke-x — .

\ t\j J IL •n=fc n=k

On exprime le coefficient binomial à l’aide de nombres factoriels puis on opère un glisse
ment d’indice

PfX, = k) g 1 (I = g 1(1 -P)”A»

n=k ' n=0

Enfin, on reconnaît une somme exponentielle calculée en (1 — p)A

p(xx = k) = e“A^-e(1-p)A = e~pX^r •

Ainsi, Xi suit une loi de Poisson de paramètre1 pX.

1. Il s’achète en moyenne pX croissants par jour ce qui est conforme à l’intuition.

(b) méthode
|| La covariance de Xi et X2 se déduit de la variance de Xi +X2 (Th. 23 p. 381).

Un calcul analogue au précédent (ou simplement un argument de symétrie) assure 
que X2 suit une loi de Poisson de paramètre (1 — p)A. Les lois A?x et X2 admettant 
chacune un moment d’ordre 2, on a

V(X1 + X2) = V(Xx) + 2 Cov(Xi, X2) + V(X2).

Puisque la variance d’une loi de Poisson de paramètre A est égale à A, on obtient

V(Xi + X2) = V(X) = A et V(Xx) + V(X2) = pX + (1 - p)A = A.

On en déduit que la covariance de X± et X2 est nulle.

(c) méthode
La nullité de la covariance est une condition nécessaire mais pas suffisante pour 
affirmer que deux variables sont indépendantes : on étudie plutôt si

p(xx = k,x2 = £) = p(xx = fc) p(x2 = e).
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Soit (fc,£) € N2. Posons k + £ = n. L’événement (Ai = k, X2 = £) se confond avec 
(Ai = k,X = n). Par la formule des probabilités composées

1. On a ici mené le calcul inverse de celui du sujet 11p. 394.

P(%! = k,X2 = £) = P(Xi = k\X = n)P(X = n)

7 V(1 -p)n~fce~A 
k J

Xn _ _xpk{l-p)n-kXn 
n! e k\(n — k)!

Parallèlement,

P(Xi = fc) P(X2 = l) = = e-Apt(1
Kl cl Klcl

et donc1
P(Xi = k,X2 = £) = P(Xi = fc) P(A2 = £).

Ceci valant pour tout (k,£) G N2, on peut affirmer que les variables Ai et X2 sont 
indépendantes : savoir combien de clients ont acheté des croissants ne donne pas « d’in
formations » sur le nombre de clients n’en ayant pas achetés !

Exercice 21 **
Un joueur dispose de N dés équilibrés. Il lance une première fois ceux-ci et met de 
côté les dés ayant donné un ‘six’. S’il en reste, les autres dés sont relancés et l’on 
répète l’expérience jusqu’à ce que tous les dés aient donné un ‘six’. On introduit 
la variable aléatoire T à valeurs dans N* U {+00} donnant le nombre dé lancers 
nécessaires.

(a) Soit n G N*. Calculer la probabilité de (T C ri).
(b) Justifier que l’expérience s’arrête presque sûrement.
(c) Vérifier que la variable T admet une espérance finie et donner une formule 

exprimant celle-ci.

Solution

(a) Distinguons chacun des dés et notons Xi,...,Xn les variables aléatoires donnant 
le nombre de lancers nécessaires avant que le dé correspondant ne donne un ‘six’. Chaque 
variable Xi suit une loi géométrique de paramètre p = 1/6.

méthode
|| La variable aléatoire T s’exprime comme le maximum des Ai,..., Ajy.

Soit n G N*. L’événement (T C ri) est l’intersection de tous les événements (Xi < n) 
pour i = 1,..., N. L’énoncé suppose implicitement l’indépendance des différents résultats 
des dés et donc

(n \ n

2=1 / 2=1
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avec P(X; n) = 1 - P(X; > n) = 1 - (1 - p)n car > n) signifie que les n premiers 
lancers du dé d’indice i n’ont pas donné de ‘six’. On a donc

P(T^n) = (l-(l-p)»)'v = (°2_È2) .

(b) L’événement (T = +oo) traduit que l’expérience s’arrête. Celui-ci est la réunion 
pour n € N* des événements (T n) qui forment une suite croissante. Par continuité 
monotone

P((T = +oo)) = lim P(T^n)= lim (1 - (1 - p)n)N = 1 car p > 0.
V 7 n—>H-OO 72-4-4-00

1. Voir sujet 16 p. 399.

(c) méthode
On calcule l’espérance de T par la formule1

4~oo
E(T) = £p(T > n).

n=0

Soit n G N*. Par passage à l’événement contraire

P(T > n) = 1 - P(T n) = 1 - (1 - (1 -p)n)N.

Cette formule est aussi valable lorsque n = 0 et l’on a donc à l’aide d’un développement 
par la formule du binôme

4~oo N / 4“OO
E(T) = ZX1 “ (! - d -Pj'T'j = E ( JG1)*’1 Efl - P)"4.

n=0 k=l ' n=0

La dernière somme est géométrique de raison (1 — p)k G ]0 ; 1 [ et l’on conclut :

E(r)-2J u Uh-(i-p)fc-2J \kjGk-5k' 
k=i x z 1 fc=i x z

Espérance de T en fonction de N
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Exercice 22 ** (Problème du collectionneur) i
Chez un marchand de journaux, on peut acheter des pochettes contenant chacune 
une image. La collection complète comporte N images distinctes. j

i(a) Montrer qu’il est presque sûr d’obtenir la collection complète en un nombre fini |
d’achats. j
On limite l’étude à un espace probabilisé dans lequel la collection complète est tou- | 
jours obtenue en un nombre fini d’achats. Pour k G [1;TV], on note Xk E N* le | 
nombre d’achats ayant permis d’obtenir k images distinctes. En particulier, Xi = 1 | 
et Xn est le nombre d’achats nécessaires à l’obtention de la collection complète.

(b) Soit k G [1 ; N — 1]. Par quelle loi peut-on modéliser la variable Xk+i — Xk ?
(c) En déduire une expression de l’espérance de Xn.

Solution

(a) Numérotons les images de 1 à TV et considérons, pour i G [1 ; TV], l’événement :

Ai = « L’acheteur n’acquiert pas l’image d’indice i en un nombre fini d’achats ».

La probabilité que l’acheteur n’obtienne pas l’image d’indice i en n achats vaut
Par continuité décroissante,

/ TV — 1 \nP(A) = lim ( ——— ) = 0. 
n->+ooy TV J

L’événement Ai est donc négligeable.
L’événement « Ne pas obtenir la collection complète en un nombre fini d’achats » cor

respond à la réunion de tous les Ai, il est négligeable en tant que réunion finie d’événe
ments négligeables.

(b) méthode
Lorsque k images distinctes sur TV ont été acquises, obtenir une nouvelle image 
se comprend comme le temps d’attente d’un succès dans une suite d’épreuves 
de Bernoulli de paramètre (TV — k}/N.

Si cette interprétation de bon sens est sans doute suffisante pour affirmer que la va
riable Xk+i — Xk suit une loi géométrique de paramètre p = (TV — k}/N, nous allons 
proposer une justification détaillée de celle-ci. Pour n G N*, on introduit l’événement :

Bn = « On obtient une image nouvelle lors du n-ième achat ».

La difficulté de l’étude réside dans la non indépendance de ces différents événements.
Soit k e [1 ; TV-1] et m G N*. Calculons P(Xfc+i — Xk = m). La famille ((Xk = n))n>fc 

est un système complet d’événements. Par la formule des probabilités totales
+00

P(^fc+1 - Xk = m) = P(Xi+1 ~Xk = m\Xk = n) P(Xk = n). (*)
n=k



9.8 Exercices d’entraînement 409

Or, pour n k,

P(-^k+i Xk ~ ni| Xk = n) — P(7?n-|-i n... D A Bn-^.m IXk — n).

Sachant {Xk — n), la probabilité de Bn+i vaut k/N car l’acheteur possède k images 
sur N lors du {n 4- l)-ième achat. Sachant {Xk = ri) et Bn+i, la probabilité de Bn+2 est 
identique car la configuration est inchangée lors du {n 4- 2)-ième achat. On poursuit ce 
raisonnement jusqu’au calcul de P(Bn+m) qui vaut {N — k)/N car il s’agit maintenant 
d’obtenir une image nouvelle. Par la formule des probabilités composées, on obtient

N — k 
P(Xt+1-Xt = m|Xt=n) = (l-p)"'-1p avec p= ——.

L’égalité (*) donne alors
4-oo

P(Xt+1 - Xk = m) = (1 - p^-'p E =") = (! “ '/>■
n—k

= 1

Finalement, Xk+i — Xk suit bien une loi géométrique de paramètre p.

(c) méthode
|| On calcule E(Xtv) par linéarité de l’espérance et calcul télescopique.

On peut écrire = X\ + {X% — X\)H------\-{Xn~Xn-\). Par linéarité de l’espérance,
on conclut1

iV-i N-l N
e(xn) = Etx,) + £ E(Xt+1 - xt) = i + £ tt-ï: = nX,p-

fc=l fc=l

Exercice 23 *** (Loi de Pascal) I

Soit (Xn)n^i une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis- I 
tribuées selon une loi de Bernoulli de paramètre p € ]0 ; 1[. |
Pour r G N*, on définit une variable aléatoire Tr à valeurs dans N* U {4-00} en posant

Tr = min({n G N* | Xi + • • • 4- Xn — r) U {4~oo}^.

La variable Tt se comprend comme le temps d’attente du r-ième succès2.
(a) Pour n G N*, calculer P{Tr — ri). I

(b) Montrer que l’événement {Tr = +oo) est négligeable. |

(c) Soit Yi,..., Yr des variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi j
géométrique de paramètre p. Montrer que Yi 4------ F Yr et Tr suivent la même loi. I

(d) En déduire l’espérance et la variance de Tr I
' Tfr'W     1,1 ,   ’ ’—W1’ W”—’ y,.,---.,— , ; j.1 >1 -W WMWWWMMWWf

1. Asymptotiquement, celle-ci est voisine de TVlnTV.
2. Cette variable est directement liée à la variable X du sujet 8 p. 391 : Tr = X 4- r.
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Solution

(a) Soit n E N*. Les variables Xn prenant les valeurs 0 ou 1, l’événement (Tr = n) 
est réalisé lorsque (Xi + • • • + Xn — r) et (Xn = 1). Or

(Xi + • • • + Xn --- r) D (Xn = 1) = (Xi + • • • + Xn_i — r — 1) D (Xn = 1).

Par l’indépendance mutuelle des variables de la suite (Xn)neN*, on a donc

P(Tr =n)= PPG + • • ■ + Xn^ = r — 1) P(Xn = 1).

Enfin, la variable Xi + • • • + Xn_i suit une loi binomiale de paramètres n — 1 et p en 
tant que somme de variables de Bernoulli mutuellement indépendantes.

Cas : n < r. On obtient P(Tr = n) = 0.
Cas : n r. On obtient1

1. Chaque séquence comportant r succès et n — r échecs est de probabilité pr(l — p)n~r et il y a (™Zi) 
séquences qui se terminent par un succès.

2. On peut aussi inclure l’événement (Tv = dans celui exprimant que les variables X^ sont
toutes milles au delà d’un certain rang : (Tr — +oo) se comprend alors comme inclus dans une réunion
dénombrable d’événements négligeables.

P(Tr=n)= fn“1V"1(l-p)(n"1)“(r-1) xp = (n~ ^(l -P)n~r-
\r — 1 J \r — 1J

(b) Calculons2 * * la probabilité de (Tr = +oo). Par continuité décroissante

P(Tr = +oo) = lim P(Tr > ri).n—>4-oo

L’événement (Tr > ri) signifie que l’on n’a pas obtenu r succès lors des n premières 
expériences et donc

r —1 / \
P(Tr>n) = P(X1 + --- + X„<r) = Y'(’,V(l-p)n-J

— \ 7 /J=0 VJ/

car XiH----- t-Xn suit une loi binomiale de paramètres n et p. Or par croissances comparées

("pd-ri -------- >0.n—>4~oo

j facteurs équivalents à n

n\ n(n — 1) x • • • x (n — j + 1) n7
j/ n—>4-oo j\

donc
^(1 -p)n-j - Ctenj(l -p)n-------- > 0.

n—>4-oo n—>4-oo

On obtient donc P(Tr = +oo) = 0 : il est presque sûr d’obtenir r succès.
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(c) méthode
|| On étudie1 la fonction génératrice de Yî H---- + Yr.

1. On peut aussi raisonner par récurrence sur r.
2. On retrouve ici l’identité binomiale (voir sujet 8 p. 391) avec des notations contextualisées. On 

pouvait aussi employer le développement en série entière de (1 4- u)a avec a = —r et u — (1 — p)t.
3. La variable Tr peut prendre la valeur 4-oo ce que ne fait pas a priori Yi 4- • —F Yr- Cependant, cet

événement est négligeable et l’ignorer est donc sans incidence sur la suite des calculs.

Les variables Yi,..., Yr étant indépendantes, la fonction génératrice de leur somme est 
le produit de leurs fonctions génératrices (Th. 29 p. 383) et donc

/ Pt V
Gy1+...+yr(t) = P°ur tout i e [-1 ; 1].

On calcule la loi de Yi H------ 1- Yr en développant sa fonction génératrice en série entière.
On part du développement géométrique

j +oo
------ = ^2 xn pour tout x € ]—1 ; 1[.
1 X n=0

On dérive celui-ci à l’ordre r — 1 en exprimant les termes sommés selon xn~r par antici
pation des calculs qui suivent :

7T—pour tout a: 6 ]—1 ; 1[.(1 — x)r (n — r)!v 7 n=r K 7

En employant cette identité2 pour x = (1 — p)t et multipliant par prtr, il vient

(y. \r 4-00 Z

1 _ (1 _p)J =^(™_1)Pr(1-PÏn~rtn pour tout t€[-l;l].

Dans cette expression, le coefficient de tn correspond à la probabilité de (Tr = n) et l’on 
peut affirmer que les variables Yi + • • • + Yr et Tr suivent essentiellement3 * la même loi.
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(d) méthode

Espérance et variance d’une variable aléatoire se calculent à partir de sa loi : 
les espérances et variances de Tr et Yi + • ■ • + Yr sont donc les mêmes.

On sait qu’une variable géométrique de paramètre p est d’espérance 1/p et de variance 
(1 — p)/p2. Par linéarité de l’espérance, on a directement

1. On peut aussi mener un calcul direct analogue à celui réalisé dans le sujet 23 p. 409.

E(Tr) = E(YX + • • • + K) = E(YX) + • • • + E(Yr) =
P

De plus, on peut calculer la variance de la somme par indépendance des variables

v(rr) = v(y, + • ■ ■ + yr) = v(y,) + • • • + y(yr) =

9.8.4 Inégalités de concentration

Exercice 24 *
Soit (Xn)n€N une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n € N, Xn suit 
une loi binomiale de paramètres n et p G ]0 ; 1[. Soit k G N. Etablir

P(Xn k)-------- > 0.
n—>4*oo

Solution

méthode
On estime P(Xn k) à l’aide de l’inégalité1 de Bienaymé-Tchebychev (Th. 26 
p. 381).

La variable Xn est d’espérance np et de variance np(l — p). Pour tout a > 0, l’inégalité 
de Bienaymé-Tchebychev donne

P(|Xn-„p|^3^.
or

Choisissons a > 0 de sorte que (Xn C k) C (\Xn — np\ a). Pour n assez grand, la 
valeur a = np — k convient et l’on a alors

P(Xn^k)^P(\Xn-np\>a)
np(l — p) 1 — p 
(np — k)2 n->+oo np -------- > 0.

n—>4-oo
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Exercice 25 ** (Inégalité de Chernoff)
Soit Y une variable aléatoire discrète prenant ses valeurs dans [a ; 0] avec a < /3. On 
suppose que la variable Y est d’espérance nulle.

(a) Soit s un réel. Montrer que

(/3 — a)e8y (J3 — y)esoc 4- (y — a)es@ pour tout y € [a ; &].

En déduire (/? — a) E(e®y) < /3esa — ae8^.
(b) Montrer à l’aide d’une étude de fonction

!sa - aesf3) - o)2s2 + ln(/3 - a) pour tout
O ’ ’ ' ’ ' ' ■

En déduire
-

8 8 '

Soit n G N* et Xi,..., Xn des variabl< 
nant leurs valeurs dans [et ; 6] avec a < 
introduit; t. un réel strictement positif.

(c) Montrer que pour tout s > 0
O

n
—si Tl

&=1

■- * -' J ■

st
J.-l bW'W

(d) En déduire l’inégalité de Chernoff

2£2 B

Solution

(a) méthode
|| On emploie la convexité de la fonction x n-> esx.

Pour y G [a ; (3], on peut écrire y = (1 — A)a 4- X/3 avec

A = v—e [0;l].
p — a

L’inégalité de convexité es^1-A^a+A^) (1 — A)eSQ 4- Xes/3 donne alors 

ce qui conduit à l’inégalité demandée en multipliant par (3 — a > 0.
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La variable aléatoire Y prenant ses valeurs dans [a ; /?], on a la comparaison de variables 
aléatoires

(£ - a)esY ^(/3- Y)esa + (Y - a)es^.
Par croissance et linéarité de l’espérance, on obtient

(J3 - o) E(esy) ^(/3- E,(Y))esa + (E(K) - a)es0.

Puisque la variable aléatoire Y est centrée, on conclut

(j3-a)V(esY) /3esa — aes@.

(b) Commençons par observer que le logarithme introduit est bien défini car il porte 
sur une quantité supérieure à (J3 —a) E(esy) donc strictement positive Introduisons la 
fonction différence des deux membres

f(s) — ^(/3 — a)2s2 + ln(/3 — a) — ln(/3esa — aes^) avec s € R.

La fonction f est indéfiniment dérivable et, pour tout s réel,
i „ ftsa _

X(R n,ï2 a. “ a)2eS(a+/?) Z^-a\2f/?eSQ + ae^\2
/ (S) = ^ - Q) + _ Qe>3)2 = ) U—•

Sachant /(O) = 0 et /'(O) = 0, on peut dresser le tableau des variations de f et valider 
l’inégalité proposée.

En passant à l’exponentielle, on prolonge l’inégalité obtenue à la question précédente 
et il vient

(/? - q) E(esy) < e^-^2s2/8(/3 - a).

Il suffit alors de simplifier par /3 — a > Q pour obtenir la deuxième inégalité.
1. Aussi, la variable Y étant centrée, on a a 0 et /3 0 ce qui donne le signe du contenu du

logarithme.
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(c) méthode
On applique l’inégalité de Markov (Th. 25 p. 381) à un événement identique 
à celui étudié.

Soit s > 0. Par stricte croissance de la fonction x i-> esx, on a

(S - E(5) > t) = (es(s-E(s)) est).

Par l’inégalité de Markov

P(5 - E(5) > t) e~st E(es(s-E(s))).

Or S — E(5) est la somme des Xt — E(XJ donc

es(S-E(S)) =

i=l

Par l’indépendance mutuelle des variables Xi, on a aussi1 l’indépendance mutuelle des 
variables esXi et donc

1. Cette affirmation se justifie aisément par le Th. 11p. 376.
2. Une fonction x i—> ax2 4- bx + c avec a > 0 est minimale en x = — ce qui correspond au sommet 

de la parabole qui représente cette fonction.

n

i=l

La comparaison (*) donne alors la première des deux inégalités demandées. La deuxième 
se déduit de l’étude initiale en considérant Y = Xi — E(XJ qui est une variable centrée 
à valeurs dans [o ; /3] avec a — a — E(XJ et fl = b — E(Ài). On obtient alors

E('e.(x,-E(x.))\ = = exp(
\ / y o / y 8 /

et donc

= exp

(d) On optimise l’inégalité précédente en choisissant s = (n(6 —a) ) qui minimise2 2
le contenu de l’exponentielle et l’on conclut

P(S-E(S) < exp
2t2 \

n(b — a)2 J
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Exercice 26 *** (Inégalité de Kolmogorov)
Sur un espace probabilisé (fi, T, P), on considère Xly..., Xn des variables aléatoires 
discrètes réelles indépendantes, d’espérances nulles et admettant chacune un moment 
d’ordre 2. Pour tout k G [1 ;nj, on note Sk la somme des variables Xi,... ,Xk et 
l’on introduit t un réel strictement positif.
Pour k e [1 ;nj, on introduit l’événement

k-i

J=1

(a) Justifier l’indépendance des variables lxfc S$ et Sn — Sk pour tout k G [1 ; nj.
(b) Montrer

E(^)>èE(S^lA.).

(c) En déduire
/ \ 1 n

pï
v z i=l

Solution

(a) méthode
Le théorème d’indépendance par paquets (Th. 12 p. 376) permet de justi
fier que deux variables aléatoires sont indépendantes lorsque que celles-ci se 
définissent à partir de deux portions disjointes d’une famille de variables mu
tuellement indépendantes.

La variable aléatoire lxfc est définie à partir des variables Si,..., Sk elles-mêmes dé
terminées à partir de Xi,..., Xk- La variable aléatoire lAkS% est donc uniquement fonc
tion de Xi,..., Xk- En revanche, Sn — Sk = Xk+i + • • • + Xn est uniquement fonction 
de Xfc+i,..., Xn. Les variables Xi,..., Xn étant mutuellement indépendantes, on peut 
affirmer l’indépendance de lAkS% et Sn — Sk-

(b) Les événements Ai,..., An sont deux à deux incompatibles et donc

Ui H------ F ^An < 1.

En multipliant par S?, on obtient par croissance et linéarité de l’espérance

E(S*)»£e(1_4.S’).
/c=l
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Or, pour tout k G |[1 ; n]|, on peut écrire

E(UtS2) =E(l^(St + S„-St)2)
= E(1Â1S^) + 2E(lA1St(S„ - Sk)) + E^JS^-S^.

^0

Par l’indépendance acquise à la première question, on a

E(UA(Sn - M = n(lA„Sk) E(S„ - sk).

Or l’espérance de Sn — Sk est nulle car les variables Xk+i,..., Xn sont centrées. On en 
déduit

E(W2) ?E(lAtS2)

ce qui permet de conclure à l’inégalité voulue.

(c) Soit k G [1 ;n]. Par définition de l’événement Ak, on a S%lAk t2^-Ak et par 
croissance de l’espérance

E(S2) ÿ f;E(SÊlA») » £(2E(1aJ = f>2p(A).

fc=l fc=l fc=l

Or

(\ n
max IS'fcl t ) = I I Ak avec Ai,..., An deux à deux incompatibles

17 k=l

donc

Enfin, E(S^) se confond avec la variance de Sn car cette variable est centrée et celle-ci est 
la somme des variances des Ai,..., Xn car ces variables sont supposées indépendantes.

9.8.5 Fonctions génératrices

Exercice 27 *
Deux joueurs lancent chacun-diteéquilibrés et l’on veut calculer la probabilité 
que les sommes des note Xj et X% les variables aléatoires
déterminant lésteprëmier jéuëttr et Yi et Y% celtes associées 
au deuxième joueur.

(a) Montrer = P(.M + Xj + — Yi — Yz = 14).
(b) Déterminer la fonction génératrice de la variable Z — 14 + Xi + X2 — Yi — Y2.
(c) En déduire la valeur de P(Xi + X2 = Yi 4- Y2).
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Solution

(a) Les événements (Xi + X2 = Yi + Y2) et (14 + Xi + X2 - Yj - Y2 = 14) sont 
identiques.

(b) méthode
La fonction génératrice d’une somme de variables indépendantes est le produit 
des fonctions génératrices de chacune (Th. 29 p. 383).

On ne peut parler de fonction génératrice que d’une variable aléatoire à valeurs dans N. 
Le terme 14 permet de comprendre Z comme la somme de quatre variables aléatoires à 
valeurs naturelles :

Z = Xy + X2 + (7 - Ki) + (7 - Y2).

Lorsque X désigne une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [1 ; 6]|, sa fonction 
génératrice est

Gx(t) = (t + t2 H---- +16) = • -—Ç pour tout t / 1.
O o 1 — t

Les variables aléatoires X± et X2 donnant la valeur d’un dé équilibré, elles ont cette 
fonction génératrice. Il en est de même des variables 7 — Yi et 7 — Y2 qui suivent elles 
aussi une loi uniforme sur [1 ; 6j. Par indépendance mutuelle de ces différentes variables, 
on obtient

1 ft-t7Ÿ 
Gz(t) = I y—y 1 pour tout t ± 1.

(c) On veut calculer la probabilité de l’événement (Z = 14).

méthode
On détermine le coefficient de t14 dans le développement en série entière 
de Gz(t).

D’une part, on développe le numérateur par la formule du binôme de Newton

(t — t7)4 = t4 — 4t10 + 6t16 — 4t22 + t28 pour tout t G R.

D’autre part, le développement du dénominateur se déduit de celui de (1 +#)“ avec a 
égal à —4

pour tout t G ] —1 ; 1[.

Le coefficient de t14 dans le produit des deux développements en série entière est donc

146 73
-gr = 648 - °-113 à 10 Près'
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Exercice 28 **
Soit A et B deux événements indépendants d’un espace probabilisé (Q, T, P) et la 
variable aléatoire Z — 1a + 1b-
Montrer que parmi les événements (Z = 0), (Z = 1) et (Z = 2), il y en a au moins 
un de probabilité supérieure à 4/9.

Solution
Posons a = P(Z = 2), b = P(Z = 1) et c = P(Z = 0). On a

a 4- b + c = 1. (*)

méthode
|| On introduit la fonction génératrice de Z.

La fonction génératrice de Z est définie sur R par

GzÇt') ~ E(t^) = -h bt 4" c.

Par indépendance des événements A et B, les variables aléatoires 1a et lp sont elles' 
aussi indépendantes1 et donc, pour tout t € R,

Gz(t) = G14(t)G1B(t).
Sauf si P(yl) = P(B) — 0, auquel cas la propriété voulue est immédiate, au moins l’une 
des fonctions G\A et G±B est affine non constante et admet donc une racine réelle. La 
fonction Gz possède donc un moins une racine réelle et par conséquent2

b2 4ac. (**)

Si b < 4/9, on obtient a 4- c > 5/9 par (*) et ac < 4/81 par (**). On en déduit

( 4\( 4\ 4. s 16 n
=ac^9(a+c)+8ï<0-

Dans ce cas, l’une des deux quantités a — 4/9 ou c — 4/9 doit être positive (et l’autre est 
négative). Ainsi, parmi a, b, c, au moins l’une des trois probabilités est supérieure à 4/9.

Exercice 29 (Processus de Galton-Watson3)
Soit (Xn)n€N* une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis
tribuées selon la loi d’une variable X à valeurs dans N. Soit aussi N une variable aléa
toire à valeurs dans N indépendantes des précédentes. On étudie S == Xi + • • ■+Xn.

(a) Justifier que S est une variable aléatoire à valeurs naturelles.
(b) Établir Gs(t) = pour tout t de [—1 ; 1].

(c) On suppose que les variables N et X admettent chacune une espérance finie. 
Établir l’identité de Wald : E(S') = E(7V) E(X).

tl i ,Wll ,| U    ii uiniiiiiiii.i ii m iiiiii m   iimiwnimwmBnHwmn^^

1. Ces deux variables suivent des lois de Bernoulli, si P(A) — P(B), Z suit une loi binomiale.
2. La propriété b2 Axic correspond àA^Osia^Oet est évidente si a = 0.
3. Si la variable N détermine le nombre d’individus d’une population et X le nombre de descendants 

que chaque individu peut engendrer, la variable S correspond à la population à la génération suivante.



420 Chapitre 9. Variables aléatoires

Solution

(a) Notons (Q, 7”, P) l’espace probabilisé sous-jacent à cette étude. La fonction S est 
définie par1

S(uj) = X1(c<j) 4- • • • 4- pour tout a) G Q.

Cette fonction est à valeurs dans N et, pour tout k G N et tout w 6 Q,

S(w) = k <=> Bn G N, 7V(w) = n et 4- • • • + Xn)(w) = k.

On peut donc écrire

(S = fc) = U((JV = n)n(X1+-..+X„ = *)). (*)

Pour chaque n G N, Xi 4- • • • 4- Xn est une variable aléatoire par somme de variables 
aléatoires et donc (Xi 4------ F Xn = k) est un événement. Il en est évidemment de même
de (N = n) et donc, par opérations dans la tribu T-, on peut assurer que (S = fc) est" un 
événement. Ainsi, S est une variable aléatoire à valeurs dans N.

(b) Soit k E N. Les événements réunis dans la formule (*) sont deux à deux incompa
tibles et donc, par additivité dénombrable,

4~oo
P(5 = k) P(Æ = n, Xi + • • • 4- Xn = k).

n=0

Par indépendance de la variable N avec les variables de la suite (Xn)n^i, on peut affirmer 
pour tout n G N l’indépendance de N avec Xi 4- • • • 4- Xn et poursuivre le calcul

+oo
P(s = k) = P(7V = n) P(Xx 4- • • • + xn = fc).

71=0

Soit t G [—1 ; 1]. La fonction génératrice de S est assurément définie en t et

-Foo 4-oo /4-oo \
Gs(t) = 52 P(S = k)tk = 52 52 P(JV = n) P(Xi + • • • + Xn = k)tk . (A)

k—0 k=0 \n=0 /

méthode
|| On réorganise le calcul à l’aide d’une sommation par paquets.

Considérons la famille doublement indexée

(P(2V = n) P(X, + ■ • • + X„ = k)tk) (fc n)EN2.

1. Si TV (eu) = 0, il s’agit d’une somme vide dont la valeur est nulle.
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Par le calcul de la relation (A) utilisé avec \t\ au lieu de t, on peut affirmer que la 
famille précédente est sommable 1 et réorganiser le calcul de sa somme comme ci-dessous

1. La définition de la fonction G s en t assure la sommabilité de la famille (P(S = fc)tfc)feeN ce Qui 
n’est pas exactement celle considérée ici : ceci explique la nécessité de l’argument.

+ oc / -1-00 \

Gs(t) = 52 (52 P(N = P(%1 + • • • + Xn = W* 
n=0 \k=0 J

4-oo /+oo \
= 52 P(W = ri) 52 P(%1 + • • • + xn = k)tk . 

n=0 \/c=0 /

Dans la somme contenue, on reconnaît Gx^__ Or les variables Xi,... ,Xn sont
indépendantes et la fonction génératrice d’une somme est alors le produit des fonctions 
génératrices

Gx1+...+xn(t) = GX1(t) x ••• x GXn(t) = (Gx(t))n-

Ainsi,
4-oo 4-oo

Gs(t) = 52P<7V = «)(Gx(t))” = 'Z,P(N = n)7” avec T — Gx(t) e [—1 ; 1]. . 
n=0 n=0

On conclut Gs(t) = Gn(Gx(1))-

(c) Si les variables N et X possèdent une espérance finie, les fonctions Gn et Gx sont 
dérivables en 1 (Th. 28 p. 383). Par composition, G s est aussi dérivable en 1 avec

G'S(1)=G^(1)G'„(GX(1))=G'X(1)G'N(1) car Gx(l) = 1.

Ainsi, S admet une espérance finie et £(5) = E(7V) E(X).

Exercice 30 ***
Soit (Xn)neN* une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis
tribuées selon une loi de Bernoulli de paramètre p G ]0; 1[. Soit aussi AT une variable 
aléatoire à valeurs dans N indépendante des précédentes. On considère les variables 
aléatoires

N N
x = Y,x“ 64 y = S(1-*fc)- 

fc=l
(a) Pour t et u dans [—1 ; 1], exprimer à l’aide de la fonction génératrice de N 

l’expression
G(t,u)=É(txuY).

(b) On suppose que N suit une loi de Poisson. Montrer que les variables X et Y 
sont indépendantes.

(c) Inversement, on suppose que les variables X et Y sont indépendantes. Montrer 
que N suit une loi de Poisson.
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Solution

(a) Soit (t,w) E [—1 ; 1] . Les variables X et Y sont à valeurs dans N et la va
riable txuY est alors bornée ce qui assure que son espérance est finie. Par la formule 
de transfert appliquée à partir de la variable conjointe Z = (X, Y)

E(txuY) = tkueP(X = k,Y = £)
(M)eN2

avec la famille doublement indexée (tku£P(X = k, Y — I))çk £)eN2 sommable.

méthode
|| On réorganise le calcul de la somme en fonction de la valeur de X + Y.

On peut décomposer N2 en la réunion des ensembles deux à deux disjoints

In = {(&, n — fc) | k E JO ; nj} avec n e N.

Par le théorème de sommation par paquets

4~oo / n 
E(txuY) = I tkun~k P(X = k,Y = n-k}

n=0 \fc=0

Or
(X = k, Y = n - k) = (Xi + • • • + Xn = k) A (TV = n)

et l’hypothèse d’indépendance donne

P(%i + • • • + Xn = fc, N = n) = P(Xx + • • • + = fc) P(7V = n).

Au surplus, la variable Aj + • • • + Xn suit une loi binomiale de paramètres n et p car 
les variables Xi,...,Xn sont indépendantes et suivent une même loi de Bernoulli de 
paramètre p. Tous ces résultats permettent d’écrire

4-oo f n ✓ x \
E(txuY) =^l^tkun~k\ï)Pk^n~kp(<N = ™)l avec Q = 1~P-

n—0 \Æ=0 ' /

Enfin, en appliquant la formule du binôme1

+oo
E(txwy) = ^2 — n)(pt + Qw)n = Gn(pï + qu).

n=0

(b) méthode
Les fonctions génératrices de X et Y se déduisent de valeurs bien choisies 
de G(t,u) ce qui permet d’identifier leurs lois.

1. Notons que pt + qu = Ai + (1 — A)u est élément de [—1 ; 1] car t et u le sont et A = p G [0 ; 1].
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Si N suit une loi de Poisson de paramètre A > 0, on sait Gjv(t) = eA^ et donc 

G(t,u) = eAp(t-1) x eA9(u_1).

En particulier,

Gx(t) = E(ix) = G(t,l) =exP^ et Gr(t) = E(uy) = G(l,u) = e^”1).

1. On retrouve ici un résultat déjà vu dans le sujet 20 p. 404. Nous allons maintenant en étudier la
réciproque.

La variable X suit une loi de Poisson de paramètre Ap tandis que Y suit une loi de 
Poisson de paramètre Xq.

On peut alors vérifier l’indépendance des variables X et Y. Soit (fc, f) E N2 et n = k+£. 
En reprenant une partie des calculs qui précèdent

P(X = fc, Y = £) = P(X = k, N = n) = PQG + ■ ■ ■ + Xn = k) P(7V = n) 

donc
P(X = k,Y = £) = Q^pfeQn-fce“A^.

Parallèlement,
p(x = k) p(y = £) = e~px^~e~qX^--

Ces deux expressions sont identiques car p + q = 1 et k +£ — n : on peut conclure que 
les variables X et Y sont indépendantes1.

(c) Si les variables X et Y sont indépendantes, les variables composées tx et uY le 
sont aussi et donc

G(t,u) = E(txuY) = E(tx) E(uy) = G(t, l)G(l,u).

On en déduit l’égalité

Gx(pt + qu) = Gx(pt + q)Gx(p + qu) pour tout (t,ù) € [-1 ; 1] .

On dérive cette identité en la variable t pour écrire

pG'N(pt + qu) = pG'N(pt + q)GN(p + qu).

On simplifie par p qui est non nul et l’on évalue en t = 1

G'n(s) = G'n(1)Gn(s) avec s = p + qu et u G [—1 ; 1].

Lorsque la variable u parcourt [—1 ; 1], la variable s — p + qu décrit [p — q ; 1].
Cas : p < 1/2. L’identité qui précède vaut au moins pour s G [0 ; 1]. La résolution de 

l’équation différentielle associée donne pour tout s e [0; 1]

Gn(s) = CeAs avec A = G^-(l) et C une constante réelle.
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Sachant Gjv(l) — 1, on détermine C et l’on conclut Gn(s) = eA^s-1\ Cette relation, 
qui vaut pour tout s € [0 ; 1], suffit pour calculer les coefficients de la série entière défi
nissant Gn, elle caractérise donc la loi de N : la variable N suit une loi de Poisson de 
paramètre A.

Cas : p 1/2. On reprend le calcul initial en échangeant les rôles de t et u.

9.9 Exercices d’approfondissement

Exercice 31 *
Soit Xi,... ,Xn des variables aléatoires discrètes réelles admettant chacune un mo
ment d’ordre 2. On appelle matrice de covariance de la famille (Xi,... ,Xn) la ma
trice

M = e

Montrer que cette matrice est diagonalisable à valeurs propres positives.

Solution
La matrice M est symétrique réelle donc diagonalisable (Th. 6 p. 291).
Soit A une valeur propre de M et X — t (ai ... an) une colonne propre associée. On 

sait MX = XX avec X / 0.

méthode
On rapproche le calcul de *XMX de celui de la variance d’une variable aléa
toire.

D’une part, XMX = A XX — A ||X|| en introduisant la norme euclidienne canonique 
sur l’espace des colonnes réelles de hauteur n.

D’autre part, 
n n

fXMX = 52 Haia3 Cov(^> xiY 
i=i j=i

Par bilinéarité de la covariance, on a encore 

(n n \
^aiXi^üjXj j = V(y) 
i—1 j=l /

avec Y la variable aléatoire1 a^Xi 4- • * • 4- anXn.

1. Rappelons que L2(Q) est un espace vectoriel donc stable par combinaison linéaire.

On en déduit
A=X^eR 

!WI
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Exercice 32 **
Soit A e Mn(R) une matrice dont les coefficients sont des variables aléatoires indé
pendantes et identiquement distribuées selon la loi uniforme sur {—1,1}.
Calculer E(det(A)) et V(det(A)).

Solution
Pour (z,j) G [1 ;n]]2, notons Azj la variable aléatoire associée au coefficient d’in

dice (i, j) de la matrice A. Par hypothèse Aiyj est d’espérance nulle et A^j est la variable 
constante égale à 1.

1. Il est aussi possible de raisonner par récurrence en développant selon une rangée.

Par la formule1 définissant le déterminant et par la linéarité de l’espérance

E(det(X)) = £ 
cr£<Sn

Les variables Aij étant mutuellement indépendantes, on termine le calcul

(n \
e(<7) n E(A,(i).i) I =0.

»=i x 2^ ''

Par la formule de Huygens

V(det(A)) = E((det(A))2} - (E(det(A))}2 = E((det(A))2).

méthode
|| On exprime (det(A)) comme le produit des deux sommes définissant det(A).

En développant

(/ n \ \ I / n \ \
^2 ) ( 52 )

cr€5n \ i=l / J \cr'e«Sn \ ï=l / J

(/ n \ / n \ \
s(cr)^(cr ) f ^cr(ï),i j ( j j •

\i—1 / \i=l / /

Par linéarité de l’espérance, il s’agit, pour (cr, a') G S? donné, de calculer l’espérance de 

(n \ / n \ n
| | ^-cr(z),i j ( | | Aa'I Bi avec Bz 
ï=l / \i=l /

Par le théorème d’indépendance par paquets (Th. 12 p. 376), la variable Bi, qui est 
fonction des coefficients de la première colonne de X, est indépendante du produit des 
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variables B?y..., Bn, qui est fonction des coefficients des autres colonnes. On a donc

(n 

riB- 
i=2

Une utilisation répétée de cet argument donne E(Fa)CT/) — E(Bi) x ••• x E(Bn). On 
poursuit en distinguant deux cas :

Cas : a a'. Il existe un indice i E [1 tel que cr(i) cr'(i). Par indépendance des 
variables et on a E(Bj) ® donc E^F^-^') — 0.

Cas : cr = a'. Pour tout i G [1 ;n]|, Bi = i = 1 donc É(BJ = 1 puis E(Fo-)£7/) = 1. 
Ainsi,

E((det(4))2) = £ I £ £(<7>(y)E(Pa,a.) 
crG<Sn xcr'E^n

avec E(Pa,a/) — <
si (T = cr' 
sinon

et, finalement,
V(det(A)) = 1 = Card(<Sn) = n!

CT^S-n

Exercice 33 ***
Cinq amis prennent place autour d’une table ronde et possèdent chacun deux jetons. 
On suppose que les jetons sont tous blancs sauf deux bleus qui sont possédés par 
deux voisins. A chaque tour, chacun distribue arbitrairement ses deux jetons, l’un à 
son camarade de droite, l’autre à son camarade de gauche. Le jeu s’arrête lorsque 
l’un des amis prend possession des deux jetons bleus.
Calculer le nombre moyen de tours nécessaires pour que le jeu s’arrête.

Solution

méthode
|| On étudie si les jetons bleus sont possédés par deux amis voisins ou non.

Pour n g N, on introduit les événements

An — « Au n-ième tour, les jetons bleus sont possédés par deux amis voisins »,
Bn — « Au n-ième tour, les jetons bleus sont possédés par deux amis non voisins ».

On pose an = P(An) et bn = P(Bn). La configuration initiale donne ao = 1 et bo = 0. 
Enfin, on note X la variable aléatoire déterminant le tour auquel le jeu s’arrête. Il s’agit 
de calculer E(X).

Lors d’un tour, les deux jetons bleus peuvent de façon équiprobable évoluer dans le 
même sens ou en sens contraire autour de la table. Lorsque les jetons évoluent dans le 
même sens, la configuration globale ne change pas : si les jetons sont voisins, ils restent 
voisins, s’il ne sont pas voisins, ils restent non voisins. Lorsque les jetons évoluent en 
sens contraire à partir d’une position où ils sont voisins, ils peuvent se croiser et rester 
voisins ou, de façon équiprobable, mener à la situation où ils ne sont plus voisins. Aussi,
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lorsque les jetons évoluent en sens contraire à partir d’une position où ils ne sont pas 
voisins, ils peuvent devenir voisins ou entrer en possession de l’ami intercalé entre eux ce 
qui signe l’arrêt du jeu. Par la formule des probabilités totales, on résume la dynamique 
qui précède par les équations du système suivant :

pour tout n E N. (*)
— 4®n 4" 4^n (1)

bn+1 ~ 4" 2^n (2)

Nous allons calculer l’espérance de X par la formule du sujet 16 p. 399 :

4-oo
E(X) = P(X > ri) avec P(X > n) = an + bn. (**)

n=0

Pour n € N, le système (*) s’exprime matriciellement

U„+l = AU„ avec A = = (^+1') et = (j) ■

On a donc Un = AnUo avec Uq = 4(1 0). On peut alors écrire an + bn = LAnUo en 
introduisant la ligne L = (1 1). Par continuité de l’application linéaire X i-> LXUq sur 
l’espace de dimension finie on exprime sous réserve de convergence de la série

1. Voir sujet 10 p. 257.
2. Voir sujet 3 du chapitre 3 de l’ouvrage Exercices d’analyse MP.

des matrices
4-oo 4-oo / 4-oo \
XX + bn) = £2 LA"U« = L( 12 A" P»' 

n=0 n=0 \n=0 /

Dans l’espace on sait la norme euclidienne || • || sous-multiplicative1 2. On vé
rifie M|| = y/15/16 < 1 et 1 ’on peut affirmer que la série converge absolument Oavec

+ oo Z x

An — (I2 — A)-1 et après calculs (I2 — A)-1 = ( 4 4 j • 
n=0 '
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On en déduit que (An) tend vers O2 ce qui entraîne que P(X > ri) = an + bn est de 
limite nulle. Par continuité monotone, on peut affirmer qu’il est presque sûr que le jeu 
s’arrête. Ceci légitime l’usage de la formule (**) pour évaluer le nombre moyen de tours 
nécessaires à l’arrêt du jeu et on obtient

E(X) = £(a„ + 6„) = L(I2 - AT'Uv = 12 
n=0

Exercice 34 *** (Convergences probabilistes)
Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (f2,T, P) et (Xn)neR 
une suite de variables aléatoires réelles sur ce même espace.

(a) Montrer que l’ensemble des eu G SI tels que (Xn(cu)) tend vers X(w) constitue 
un événement.
On dit que la suite (Xn)nSN converge presque sûrement vers la variable X lorsque

n

On dit que la suite (Xn)nGN converge en probabilité1 vers2 la variable X si, pour 
tout e > 0,

1. On définit encore d’autres types de convergence. Par exemple, dans l’espace 1/(0), on introduit 
la convergence L1 par E(|Xn — X|) -4- 0. Il s’agit presque d’une convergence dans un espace normé, 
l’application X HXIIj. = E(|Xi|) étant une semi-norme sur 1/(0) : elle vérifie les axiomes définissant 
une norme sauf celui de séparation. Par l’inégalité de Markov, la convergence L1 entraîne la convergence 
en probabilité.

2. Il n’y a pas exactement unicité de la variable X vers laquelle la convergence a lieu. Plus précisément, 
s’il y a convergence en probabilité vers deux variables X et X' celles-ci ne sont que presque sûrement 
égales.

P(\Xn-X >e ----- —>0.
\ / Tl—

(b) Montrer que la convergence presque sûre entraîne la convergence en probabilité.
(c) On suppose que, pour tout e > 0, il y a convergence de la série de ternie 

général P(|Xn — X\ > e). Montrer à l’aide du résultat du sujet 7 p. 347 que la 
suite (Xn)nGN converge presque sûrement vers la variable X.

(d) Montrer que la convergence en probabilité de (Xn)n€N vers X entraîne la conver
gence presque sûre d’une suite extraite (^(n))ngN vers X.

Solution
(a) Les issues eu pour lesquelles (Xn(cu)) tend vers X(cu) sont celles vérifiant 

Ve > 0, 3N G N, Vn e N, n > N =*> |Xn(cu) - X(cu)| e.

méthode
On traduit cette phrase quantifiée par opérations sur les événements sachant 
qu’une quantification existentielle s’exprime par une union alors qu’une quan
tification universelle s’exprime par une intersection.
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Pour e > 0 et n € N, l’événement (\Xn — < e) regroupe les issues w véri
fiant |Xn(cu) — A"(a;)| C e. Pour TV € N, l’intersection

Q (|X„ - X| s: e)
n^N

réunit les issues w vérifiant |JVn(w) — X(üj) C e pour tout n N. Cet ensemble est un 
événement car c’est une intersection dénombrable d’événements. Aussi, l’union

= u n £)
NeNn^TV

regroupe les issues uj vérifiant |Xn(cj) — A(w)| e à partir d’un certain rang. Il s’agit 
encore d’un événement puisque c’est une union dénombrable d’événements. Enfin, l’in
tersection

A (|Xn - X| = f]
e>0

regroupe tous les w de Q vérifiant (*). Il ne s’agit cependant pas d’une intersection 
dénombrable et c’est la raison pour laquelle nous allons exprimer autrement celle-ci. Les 
ensembles A£ constituent une famille croissante : pour tous s et e' > 0

£ => Ae C A£>.

Par conséquent, on peut aussi écrire

A = Q A£ = Q A1/n. (**)
£>0 n€N*

Finalement, A est bien un événement car intersection dénombrable d’événements.

(b) Soit e > 0. L’hypothèse de convergence presque sûre signifie que l’ensemble A 
introduit ci-dessus est quasi certain. Puisque celui-ci est inclus dans A£, ce dernier est 
aussi quasi certain. Or A£ est une union d’événements constituant une suite croissante. 
En effet, pour tous TV et TV' € N

= p| (|X„ - X| C e) c Q (|Xn - X\ C e).
n^N n^N'

Par continuité monotone, on a donc

\n^N /

Or
( p (|X„-X| Ce) ) C (|Xn-X|Ce)

et donc
p( A (|X„ - A'I tj ] CP(|Xw-X| Ce) C 1

\n>7V /
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Par le théorème de convergence par encadrement, on obtient

lim P(IXv -XI < e) = 1.
TV—>+oo v ’

Enfin, par passage à l’événement contraire, on conclut

P(|X„-X|>£) -------- > 0
n—>4-oo

La suite (Xn) converge en probabilité vers X.

(c) Par le lemme de Borel-Cantelli, la convergence de la série £2P(|Xn — X\ > e) 
entraîne

P( A U >e) ) =0.
\TVeNn>TV /

Par passage à l’événement contraire

p( U A (IX. -*1 «4 ) = L
\TVeNn^TV /

En reprenant les notations de la première question, on peut affirmer que l’événement Ae 
est presque sûr. A l’aide de (**) et par continuité décroissante, on conclut

p(xn-------- > x) = lim P(A1/n) = 1.
\ n—>4-00 / n—>4-oo

(d) On choisit <p(0) arbitrairement puis, pour tout n € N, une fois <p(n) déterminé, on 
choisit <p(n 4-1) > <p(n) vérifiant

pfK(„+i) - x\ > -5-) < 
y1 7 1 n + 1 ) (n + l)2

Ceci est possible car, pour £ = l/(n+l) > 0, le terme P(|Xp — X| > s) est de limite nulle 
quand p tend vers l’infini et il existe des indices p arbitrairement grands pour lesquels 
cette valeur est inférieure à l/(n+l)2 : <p(n+l) désigne l’un d’entre eux choisi strictement 
supérieur à <^(n).

Soit £ > 0. On peut déterminer no G N* tel que 1/no ^ £ et alors, pour tout n no, 

p(Kw - X| > e) p(|Xv(„) - A >

La série de terme général PQX^^) — X| > s) est donc convergente et l’on peut conclure 
à l’aide de la question précédente.
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Exercice 35 *** (Loi forte des grands nombres)
Soit (Xn)neN* une suite de variables aléatoires deux à deux indépendantes et iden
tiquement distribuées selon une loi admettant une espérance /z et une variance a2. 
On pose

S„ = i(X1 + --+X„)
n

et l’on souhaite établir
PfSn----—> /O = 1-

\ n—>-poo /

(a) Montrer que l’on peut supposer /z = 0.
On conservera cette hypothèse dans la suite de l’étude.

(b) Soit e > 0. Montrer
2

Pd-Snl > e) < ^2 •

(c) À l’aide du sujet précédent, établir que la suite extraite (S'Tn2)Tn€N» converge 
presque sûrement vers 0.
Pour n € N*, on pose m égal à la partie entière de la racine carrée de n et l’on 
introduit

= ------ l-A’n).

(d) Soit e > 0. Montrer

P(IT„I >e) <

(e) Conclure que la suite (S'n)neN* converge presque sûrement vers 0.

Solution
(a) Pour tout n e N*, introduisons X'n = Xn — /z et S'n — Sn — p de sorte que

S'n = i(x; + ••• + X'J et (s„ —= (s; —-to'
Tl \ n—>-|-oo / \ n—>4-œ

Les variables X'n satisfont les mêmes hypothèses que les variables Xn hormis qu’elles 
sont d’espérances milles. Si l’on établit le résultat voulu dans le cas des variables d’es
pérances milles, on peut affirmer que 
donc (Sn-------- > n) l’est aussi.

v n—>4-oo 7

l’événement (S'n---- - —> 0) est presque sûr et

(b) La variable Sn est d’espérance nulle et admet un moment d’ordre 2. L’inégalité 
de Bienaymé-Tchebychev donne

P(|S„| > e) = P(|S„ - E(Sn)| > e)

Puisque les variables Xi,..., Xn sont deux à deux indépendantes

V(S„) = VPG + ■ ■ ■ + X„) = 4 (VfXj) + ... + V(X„)) = —.
nz nr n
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On en déduit la comparaison demandée.

(c) Pour tout e > 0, la série de terme général P(|S'm2| > e) est convergente et la 
dernière question du sujet 34 p. 428 assure que la suite (JSm2) converge presque sûrement 
vers la variable constante égale à 0.

(d) La variable Tn est d’espérance nulle et admet un moment d’ordre 2. L’inégalité 
de Bienaymé-Tchebychev donne

z, . V(Tn) . 1 v—. ti — m2 <)
P(|Tn| > e) avec V(Tn) = VW = ~ ~2~"a '

k=rn,2+l

Puisque m désigne la partie entière de y/n, on a n < (m + l)2 et donc

n — m2 < 2m + 1 puis n — m2 2m 2y/n.

On obtient ainsi l’inégalité voulue.

(e) Grâce à l’exposant 3/2 > 1, on peut affirmer la convergence de la série de terme 
général P(|Tn| > pour tout e > 0. La suite (Tn) converge donc presque sûrement 
vers 0.

Les deux événements

A = (sm2--------- > o) et B = (Tn-------- > o)
\ m—>-Foo / \ n—>4-oo /

sont alors quasi certains et leur intersection l’est aussi.

méthode
|| On montre que (Sn(cu)) tend vers 0 pour toute issue eu de A Cl B.

Soit eu élément de A O B . On a à la fois

S'm2(eu)--------- > 0 et Tn(w)-------- > 0.
m—>+oo n->4-oo

Or
772 

Sn(eu) = —<Sm2(eu) + Tn(w) avec m = I y/n \ . n
Le terme m2/n est borné par 1 et les deux autres termes sont de limites milles quand n 
tend vers l’infini. On peut donc affirmer que la suite (<Sn(eu)) tend vers 0. Ceci étant vrai 
pour toute issue eu de l’événement quasi certain An B, on peut conclure

P Sn -------- > 0=1.
n—>4-oo
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