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La pratique d’exercices est essentielle a apprentissage du cours de mathématiques : il
n’est pas de meilleure facon de mémoriser et de comprendre un théoréme que d’en faire

usage !

Cet ouvrage regroupe sur 9 chapitres 317 exercices portant sur le programme d’algébre
et de probabilités en classe de MP. Il respecte strictement le programme en cours et vient
compléter I'ouvrage d’analyse que 'on retrouvera dans la méme collection.

Chaque chapitre commence par un rappel des principales définitions et des résultats
essentiels du cours. Il se poursuit avec des exercices aux corrigés détaillés regroupés sur
trois niveaux :

— Les exercices d’apprentissage servent a l’acquisition des concepts fondamentaux du
cours. Ce sont souvent des sujets faciles ou j’ai choisi volontairement de ne faire
figurer que peu de technicité.

— Les exercices d’entrainement permettent de poursuivre I'acquisition du cours, trois
niveaux d’étoiles servent & anticiper leur difficulté. Ces sujets ont été choisis pour
leur intérét, leur classicisme ou ont été inspirés par des questions rencontrées aux
écrits et aux oraux des différents concours. '

— Les exercices d’approfondissement sont les plus ambitieux, ils nécessitent souvent de
passer par une phase de recherche ou entrent en résonance avec d’autres chapitres
du programme. Ces sujets sont inspirés de questions rencontrées aux concours les
plus ambitieux. '

Les corrections des exercices sont accompagnées de méthodes. Celles-ci servent a souligner
les idées récurrentes ou bien a mettre en exergue la démarche qui va &tre suivie pour
résoudre la question posée. Le lecteur pourra prendre appui sur celles-ci pour amorcer
une résolution ou pour reprendre la main lors de sa lecture d’une correction. Afin d’aider
le lecteur dans son étude, il est fait référence aux théorémes utilisés lors de leurs premiers
usages. Les notes de bas de pages complétent les résolutions en présentant des démarches
alternatives ou font le lien avec d’autres sujets présents dans 'ouvrage.

Je remercie vivement Olivier RODOT d’avoir initié ce projet, Frangois PANTIGNY pour
son expertise TeXnique et Sébastien MARCOTTE pour sa relecture attentive ainsi que les
compléments apportés.

Je dédicace cet ouvrage & mon fils Nathan.

David DELAUNAY



CHAPITRE 1

Groupes

1.1 Structure de groupe

1.1.1 Groupe

Définition
On appelle groupe tout couple (G, ) formé d’un ensemble G et d’une loi de compo-
sition interne x sur GG associative, possédant un neutre et pour laquelle tout élément
de G est symétrisable.

(C,+) et (C*, x) sont des groupes commutatifs de neutres respectifs 0 et 1.

L’ensemble Sg des permutations d’un ensemble F est un groupe pour la composition des
applications o. Son neutre est 'application identité Idg.

L'ensemble GL,(K) des matrices inversibles de taille n est un groupe multiplicatif de
neutre 1.

L’ensemble A* des inversibles d’un anneau est un groupe multiplicatif.

1.1.2 Structure produit

Définition
Si *1,...,%, sont des lois de composition internes sur des ensembles E;,..., E,, on
appelle lo? produit sur E = Ey X --- x E, la loi x définie par

-~

déf
(@1, T} % (Y1h e Yn) S (T2 %1 Y1 Tk Y-



n Chapitre 1. Groupes

Théoréme 1

Si (Gi,%1),--.,{(Gn,*n) sont des groupes de neutres respectifs e;,...,e, alors
Gy X --+ X G, muni de la loi produit x est un groupe de neutre e = (e1,...,€xn)-
Le symétrique d'un élément (z,...,2,) de Gy x --- x Gy, est alors (z7',...,2.;1).

1.1.3 Sous-groupes

Définition
On appelle sous-groupe d’un groupe (G, ) toute partie H de G non vide et stable
par composition avec le symétrique! : zxy ! € H pour tous = et y dans H.

Rappelons que si H est un sous-groupe de (G, *) alors (H,*) est un groupe.

[ Théorame 2
Si (H;)icr est une famille de sous-groupes d’'un groupe (G, x) alors I'intersection

H=(\H

el

est un sous-groupe de (G, ).

-

En revanche, la réunion de deux sous-groupes peut ne pas étre un sous-groupe .

1.1.4 Sous-groupe engendré par une partie

Soit (G, *) un groupe.

Définition

On appelle sous-groupe engendré par une pertie A de G l'intersection de tous les
sous-groupes de (G, x) contenant A. On le note (A).

Théoréme 3. |
(A) est un sous-groupe de (G, ) contenant A.
De plus; tout sous-groupe de (G, x) contenant A contient aussi (A).

Au sens de 'inclusion, {(A) est le plus petit sous-groupe de (G, ) contenant A.

Lorsque a désigne un élément de G, le groupe engendré par {a}, simplement noté (a},
est Pensemble des itérés? de a

(a) = {a* | k € Z}.

Lorsque {A) = G, on dit que A est une partie génératrice de G.

1. Si la loi du groupe est notée additivement, on lit £ — y € H pour tous z et y dans H.
2. Voir sujet 1 p. 8.
3. Si la loi du groupe est notée additivement, on lit {a) = {ka |k € Z}.



1.2 Morphismes de groupes E

1.1.5 Sous-groupes de (Z, +)

Théoréme 4
Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ = {nk |k € Z} avec n € N.

1.2 Morphismes de groupes

Soit (G, ) et (G’, T) deux groupes de neutres e et €.

1.2.1 Définition

Définition

On appelle morphisme du groupe (G,x) vers le groupe (G’, T) toute application
w: G — G’ vérifiant p(z xy) = @(x) Tp(y) pour tous z et y de G.

L’exponentielle est un morphisme du groupe (C, +) vers (C*, x).

Le logarithme est un morphisme du groupe (R3, x) vers (R, +).

Le déterminant définit un morphisme du groupe (GL,(K), x)} vers (K*, x

La signature d'une permutation définit un morphisme de (Sy,0) vers ({1,—1}, ).

Les applications linéaires entre espaces vectoriels sont des morphismes de groupes addi-
tifs.

Théoréme 5 _
Si ¢: G — G’ est un morphisme de groupes alors p(e) = ¢, cp( 1:) = Lp(:c) -1 et
plus généralement, ¢(2™) = (x)" pour tout € G et tout n € Z.. .

La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes.

1.2.2 Image et noyau

Théoréme 6 | e
L’image directe (resp. réciproque} d’un sous-groupe par un morphisme de g;mupes
est un sous-groupe. :

Définition
Si ¢ est un morphisme du groupe (G *) vers le groupe (G’, T), on introduit :
— son noyau Ker(yp) = ({e'}) qui est un sous-groupe de (G,*);

— son image Im(yp) = (,o(G) qui est un sous-groupe de (G, T).

Théoréme 7

Soit ¢ un morphisme du groupe (G, ) vers le groupe (G', T).
a) o est injectif si, et seulement si, Ker(y) = {e}
b)  est surjectif si, et seulement si, Im(p) =
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1.2.3 Isomorphisme de groupes
Définition
| On appelle isomorphisme de groupes tout morphisme de groupes bijectif.

Lorsqu’il existe un isomorphisme entre deux groupes, ceux-ci sont dits isomorphes : ils
sont alors parfaitement identiques d’un point de vue calculatoire.

Théoreme 8

La composée de deux isomorphismes de groupes est un isomorphisme de groupes
et la bijection réciproque d’un isomorphisme de groupes est un isomorphisme de
groupes. :

Définition
On appelle automorphisme du groupe (G, x) tout isomorphisme du groupe (G, x) dans
lui-méme.

L’ensemble des automorphismes d’un groupe (G, x} est un sous-groupe de (S¢, o).

1.3 Groupes monogenes

n désigne un entier naturel non nul.

1.3.1 L’ensemble Z/nZ
La congruence modulo n définit une relation d’équivalence sur Z :
a=bin] < n|(b-a).

On note a la classe d’équivalence de a € Z pour cette relation.

Définition

L’ensemble des classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo n est
noté Z/nZ.

Théoréme 9
Z/nZ est un ensemble fini & n éléments : 0,1,...n — 1.

Définition
On définit une opération d’addition® et de multiplication sur Z/nZ en posant pour
tous a et b dans Z

[=9

éf éf —

a+b=a+b et axb= ab

[« N

1. Dans P'égalité a+b=oa+ble symbole + désigne deux opérations différentes. Dans le premier
membre, il s’agit de ’addition dans Z/nZ que 'on définit. Dans le second membre, il s’agit de 'addition
sur Z. On a évidemment la méme remarque concernant le produit.



1.3 Groupes monogénes

Les résultats de ces opérations ne dépendent pas des représentants choisis des classes
d’équivalence car la congruence modulo n est compatible avec les opérations d’addition
et de multiplication :

Gosl = ez

1.3.2 Le groupe (Z/nZ,+)

Théoréme 10
(Z/nZ,+) est un groupe abélien de neutre 0.

L’opposé de @ est (—a). Plus généralement, on vérifie k@ = ka pour tout k € Z.

1.3.3 Groupes monogeénes, groupes cycliques

Définition
Un groupe (G, x) est dit monogéne lorsqu’il existe un élément a qui ’engendre :

G = (a) = {a* | ke Z}.

Un tel élément a s’appelle alors un générateur du groupe (G, x).
(Z,+) est un groupe monogene engendré! par 1 (ou par —1).

k¢ k+£

*xaf =a ¢

Un groupe monogene est assurément commutatif car a = at xa* pour tous k

et £ de Z.
Définition
| Un groupe (G, *) est dit cyclique lorsqu’il est monogeéne et fini.

Théoreme 11
(Z/nZ,+) est un groupe cyclique de cardinal n.
Ses générateurs sont les 7 pour tout entier m premier avec n.

On peut alors décrire d isomorphisme prés les groupes monogenes :

Théoreme 12
Tout groupe monogeéne infini est isomorphe & (Z, +).
Tout groupe monogeéne fini de cardinal n est isomorphe & (Z/nZ, +).

En particulier, on peut considérer le groupe (U,,, X) des racines n-iémes de 'unité :
U, = {wk |ke0;n-1]} avec w = gZin/n,

Ce groupe est cyclique engendré par w. Il est par conséquent isomorphe a (Z/nZ, +).

1. La loi étant additive, on comprend (1) = {kl1 |k € Z} = Z.
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1.3.4 Ordre d'un élément dans un groupe

Définition
On dit qu’un élément a d’un groupe (G, ) est d’ordre fini lorsqu’il existe! n € N*
vérifiant a™ = e. On appelle alors ordre de a le plus petit n de N* vérifiant o™ = e.

[ Théoreme 13
Si un élément a est d’ordre fini égai a n alors, pour tous k et £ € Z,

a"?—af = k= E[n}

| En particulier, a* = ¢ Sl et seulement si, n divise k B

L’ordre n de 1’élément a apparait alors comme le cardinal du groupe (a) et ce dernier est
isomorphe & (Z/nZ, +).

Theoreme 14

Dans un groupe fini de cardinal n tous les &léments sont d’ordre fini et leur ordre
divise le cardinal du groupe.

Si (G, «) est un groupe fini & n éléments, on a assurément a” = e.

1.4 Exercices d'apprentissage

Exercice 1

Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe (G,%). Montrer que H U K est u‘n
sous-groupe de (G *) si, et seulement si, H (e K ou K C H '

Solution
On raisonne par double implication.

(== ) Si H est inclus dans K, la réunion de H et K est égale & K et c’est donc un
sous-groupe de (G, ). Si K est inclus H, c’est analogue.

( <= )} Supposons?® H U K sous-groupe de (G, x).
méthode

| Pour montrer une disjonction « P ou @ », on suppose non(P) et 'on établit Q.

Supposons H ¢ K. 1l existe un élément h dans H qui n’appartient pas & K. Montrons
Pinclusion de K dans H. Soit k£ un élément arbitraire choisi dans K.

1. On dit que ’élément est d’ordre infint sinon.

2. On peut aussi raisonner par contraposée : si H n’est pas inclus dans K, ni X dans H, on observe
que H U K n’est pas stable en étudiant la composition par * d’un élément de H qui n’est pas dans X
avec un élément de K qui n'est pas dans H.



1.4 Exercices d’apprentissage ﬂ

méthode
Si ¢ x y appartient & un sous-groupe H, on ne peut pas affirmer que z et y
appartiennent a H. Cependant, si I'on sait de plus que z est élément de H, on
peut affirmer que y = 7l % (x xy) appartient & H.

En tant que composé de deux éléments du sous-groupe HUK, 'élément hxk appartient
a H U K. Cependant, il n’appartient pas a K. En effet, si par 'absurde A+ %k € K, on
peut affirmer que A est élément du sous-groupe K en écrivant o = (hx k) x k™" : ceci est
contraire au choix de h. On a donc hx k € H puis k = h~! x (h xk) € H par opérations
dans le sous-groupe H. On peut donc conclure K C H.

Exercice 2 (Groupe engendré par deux éléments)
Soit a,b deux éléments d.’yg_;ngupe G noté multiplicativement et

H = {dk1 be-'l'ék?';bgg_* . ._:.a’kn.ben | n €N, ki, 4y, ko, b2, ... Kk, ln € Z}

P’ensemble des .proglﬁits_ finis d’itérés de a et de b.
(a) _qut_t_e_f que Hest le sous-groupe engendré par {a,b}.

| (b)Sunphﬁer la descrlptmn de H lorsque a et b commutent.

Solution

(a) méthode

On raisonne par double inclusion : une premiére est acquise en observant
que H est un sous-groupe qui contient {a, b}, 'inclusion réciproque s’obtient
en constatant que tout élément de H appartient & (a,b).

H est une partie non vide de G. H est stable par composition car le composée de deux
produits finis d’itérés de a et de b définit un produit fini d’itérés de a et b. I est aussi
stable par passage & |'inverse car

-1 Y e
(aklbzl...ak"be") =o' g F bl M0 c H

H est donc un sous—groupé de GG. De plus, H contient les éléments a et b car il est possible
d’écrire a = a'b? et b = a%!'. On en déduit {(a,b) C H (Th. 3 p. 4).

Inversement, les itérés de a sont éléments du sous-groupe (a, b) et il en est de méme des
itérés de b. Les produits d’itérés de a et b sont aussi éléments de (a, b) et donc H C {(a,b)
puis 1'égalité.

(b} Si a et b commutent, on peut regrouper entre eux les itérés de a et b et 'on obtient

(a,b) = {a*b | k, L € Z}.
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[ Exercice 3 .3
Soit a un élément d’un groupe (G, *). '

(a) Montrer que l'application ¢: k v a* définit un morphisme du groupe (Z,+)
vers (G, *).

(b) Déterminer 'image et le noyau de .

s P T

ST

Solution

(a) méthode
On vérifie qu'une application est un morphisme en observant que « 'image
d’un composé est la composée des images ».

Soit k et £ dans Z. Par opérations sur les itérés d’un élément

ok +£) = a**t = a¥ x a® = p(k) x ©().

(b) méthode
L’image d’un morphisme s’obtient en déterminant I’ensemble des valeurs prises
et le noyau en résolvant I'équation ¢(z) = e.

Les valeurs prises par ¢ sont les a* avec k parcourant Z : selon que a est d’ordre fini
ou non, les itérés de a peuvent comporter des répétitions ou non. Le noyau de ¢ s’obtient
en résolvant Péquation ¢(k) = e, c’est-a-dire a* = e, d’inconnue k € Z. La résolution de

cette équation nécessite aussi de discuter selon 'ordre de 1'élément a.

k

Cas : I’élément ¢ est d’ordre infini. L’équation ¢ = e a pour seule solution &k = 0 et

les a* ne comportent aucune répétition :
Ker(p) = {0} et Im(p) = {a*|k €2} =(a).

k £

Cas : I’élément a est d’ordre fini égal & n. On sait que a* = a' si, et seulement si, n

divise k£ — £ {Th. 13 p. 8). On en déduit

Ker(p) =nZ et Im(yp)={e,a,... ,a""l} = {a}.

Exercice 4
Soit a et b deux éléments d’un groupe® (G,.).
(a) Montrer que a et bab™! ont le méme ordre.

(b) On suppose ab d’ordre fini égal & n. Que dire de ba 7

(c) On suppose g d’ordre fini égal & n. Pour k € Z, quel est I'ordre de a* ?
- R vy ” - T R T T S A R

1. Le groupe est ici noté multiplicativement.
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Solution

(a) méthode
| On calcule 'ordre d'un élément en déterminant ses itérés égaux au neutre.

Soit p € N. On remarque

(bab™")" = (bab~1) (bad™?) ... (bab™?)
P fa.gtr.eurs

=ba(b"'b)a... (b7'b)ab™! = ba?b~!

et donc

(bab™')’ =1 <= baPb~' =1
= a7l =p7! en multipliant par b~ & gauche
< a’ =1 en multipliant par b a droite.

On en déduit que les éléments a et bab™! ont le méme ordre {fini ou infini).

(b) En multipliant 1’égalité (ab)™ = 1 & gauche par b, on obtient b{ab)® = b soit
encore (ba)™b = b. En multipliant & droite par ™!, on obtient (ba)™ = 1. Ainsi, ba est
d’ordre fini au plus égal & n. Un raisonnement symétrique établit que ab est d’ordre
inférieur & celui de ba et donc ab et ba ont le méme ordre.

(c) Soit p € N. Puisque 1'élément a est d’ordre n, (a")p = g*? = 1 si, et seulement si,
I’entier n divise kp.

méthode
| On introduit le PGCD de k et de n.

On pose d = k A n et 'on factorise ce PGCD des entiers k et n pour écrire k = dk’
et n = dn’ avec k' et n’ premiers entre eux. L’entier n divise kp si, et seulement si, n
divise k'p. Par 1e théoréme de Gauss!, cette condition s’ exprxme encore n' divise p. On
en déduit que a* est d’ordre n’ = n/(n A k).

" Exercice 5
Soit n € N* et w = e27/7,

* (a) Montrer que 'application ¢: Z/nZ — U, déterminée par o(k) = “est un
1somorphlsme du groupe (Z/ nZ,+) vers (Un, x).

{(b) Quelles sont, les generateurs du groupe U,, 7

TR

1. Pour a, b et ¢ entiers, si a divise bc et si a et premier avec b alors a divise c.
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Solution

{a) méthode

On commence par vérifier que I'application ¢ est bien définie en observant que
la valeur (k) ne dépend pas du représentant & choisi pour la classe k.

Si k' est un autre représentant de la classe k, on a k' = k [n] ce qui permet d’écrire
légalité k' = k + pn avec p € Z. On vérifie alors

7
P
wF =Wkt = F (W) =W car W =1

Ainsi, la valeur ¢(k) = w* ne dépend pas du représentant choisi pour figurer k.
On vérifie ensuite que ¢ est un morphisme de groupes car, pour k et £ dans Z,

p(k+8) = p(k+2) = ™ = wku’ = p(k)p(e).

L’application ¢ est aussi surjective car les racines n-iémes de I’unité sont les w* avec k
parcourant [0;n — 1] et ce sont donc des valeurs prises par . Enfin, I'application ¢
est bijective! car surjection entre deux ensembles finis de mémes cardinaux : c’est un
isomorphisme.

(b) méthode
| Un isomorphisme échange les générateurs des groupes entre lesquels il opére.

Les générateurs de Z/nZ sont les i avec m entier premier avec n (Th. 11 p. 7), les
générateurs de U, sont donc les w™ = e?™7/™ avec m entier premier avec n : on les
appelle les racines primitive n-iémes de ’unité.

n=1 ' n=2

Les racines primitives de I'unité pour les premiéres valeurs de n.

Exercice 6

Montrer que tout groupe fini de cardinal Ui br«epremlerp wtlsphe a ijZ '

1. L’injectivité peut aussi étre acquise directement : si w* = w?, il suffit considérer des arguments de
ces deux nombres complexes pour obtenir k = £ [n].



1.5 Exercices d’entrainement

Solution
Soit (G, *) un groupe fini de cardinal p avec p nombre premier.

méthode
| On étudie I'ordre des éléments de G.

Puisqu’un nombre premier est au moins égal a 2, il existe dans G un élément ¢ différent
du neutre. Celui-ci est d’ordre fini divisant le cardinal p de G (Th. 14 p. 8). L'élément a
n’étant pas le neutre, son ordre n’est pas 1 et vaut donc p. Le groupe engendré par a est
un sous-groupe de G & p éléments, il est donc égal 4 G. On peut conclure que G est un
groupe cyclique & p éléments et donc isomorphe a (Z/pZ,+) (Th. 12 p. 7).

1.5 Exercices d'entrainement

1.5.1 Groupes finis

Exercice 7 *
Décrire les sous-groupes finis de (C*, x).
Solution

Soit H un sous-groupe fini de C* et n son nombre d’éléments.

méthode
| On montre par cardinalité que H = U, en observant une inclusion.

Soit z un élément de H. Celui-ci est d’ordre fini divisant le cardinal de H (Th. 14
p. 8). On a donc 2™ =1 ce qui signifie que 2 est une racine n-iéme de 'unité. On a ainsi
I'inclusion H C U,, puis I’égalité car ces deux ensembles sont de mémes cardinaux finis.

Ainsi, les sous-groupes finis de C* sont les groupes U,, des racines de 'unité, n € N*.

Exercice 8 **
Soit A une partie d’un groupe fini (G, .}). On suppose 2 Card(A) > Card(G). Montrer
que tout élément de G peut g'écrire comme le produit de deux éléments de A.

Solution

méthode
| Pour g € G, 'application z — gz~ est injective sur A.

Soit ¢ € G. L’application z + gz~! est une permutation! de G, sa restriction au
départ de A réalise une injection de A dans G. L’'image de A par cette application est
une partie 4 Card(A) éléments incluse dans G : celle-ci ne peut pas étre disjointe de A
car 2 Card(A) > Card(G). Il existe donc un élément a dans A tel que ga~! appartient
a A. Ceci permet d’écrire g = (ga‘l)a produit de deux éléments de A.

1. C’est la composée des permutations z — z ! et y > gy.
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Exercice 9 ** (Théoréme de Lagrange)
Soit (G, .} un groupe fini et H un sous-groupe de G.
Pour tout ¢ € H, on note aH = {ah | h € H}.

(a) Montrer que les ensembles o H sont disjoints ou confondus.
(b) En déduire que le cardinal de H divise celui de G.

(c) Application : Décrire H N K lorsque H et K sont deux sous-groupes de G -dﬁ_
cardinaux premiers entre eux. -

By

-

Solution

{a) Soit a et b dans G. Si aH et bH ne sont pas disjoints, il existe z élément commun
a aH et bH : celui-ci s’écrit & la fois ah et bR’ avec h,h’ € H. On montre alors 1’égalité
de aH et bH par double inclusion.

Soit y = ak € aH avec k € H. On peut écrire

y=zh Yk= bk h lk=bKWh 'k =0k €bH.
S~ S ——

=a = =k’
Ainsi, aH C bH. Par un raisonnement symétrique, on obtient ’autre inclusion et donc
I’égalité.
(b) méthode
| On partitionne G & 'aide des parties aH qui ont toutes le cardinal de H.

L’élément a = al appartenant & aH, on peut affirmer que G est la réunion des aH :

G = U aH.
a€G

Dans cette union, les parties aH ne sont pas forcément distinctes. En regroupant entre
elles celles qui sont identiques, on écrit

P
G = U (IiH
_ i=1
avec ay, ..., ap des éléments de G choisis de sorte que les a;H soient distincts et que 'on

y retrouve toutes les parties aH possibles. Par la question précédente, on sait que les
parties a;H sont alors deux & deux disjointes! et donc

P
Card(G) = Z Card(a;H).
i=1

1. En fait, les parties aH sont les classes d’équivalence de la relation définie par xRy <= zy~ ! € H:
celles-ci réalisent une partition de G.
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Enfin, pour chaque a € G, 'application = — ax définit une bijection?® de G vers G et
celle-ci transforme H en aH. On en déduit Card(aH) = Card(H) puis

P
Card(G) = Y Card(H) = pCard(H).

i=1

(c) HN K est un sous-groupe de H et un sous-groupe de K, son cardinal divise donc
3 la fois celul de H et celui de K. Ces derniers étant premiers entre eux, H N K est un
singleton, nécessairement constitué du neutre.

1.5.2 Groupe engendré

[ Exercice 10 *
Dans le groupe (Sg, o) des permutations de £ = R\ {0, 1}, déterminer le sous-groupe
engendré par les fonctions f et g définies par

AT T TS e

flz)=1—-2 et g(z)=1/z.

N— . TR T et g e A

Solution

Les fonctions f et g sont des applications définies sur E et & valeurs dans E. On
vérifie f2 = Idg et g? = Idg, elles sont donc bijectives d’applications réciproques égales
a elles-mémes. Les fonctions f et g sont bien des permutations de E.

méthode
On étudie les composées possibles de f et g et leurs inverses jusqu'a ce qu’il
n’apparaisse plus d’éléments nouveaux.

Oncalcule h= fog,j=gofetk=fogof:

-1
h(x)zxx ) j($)=1_x et k(x)-—*;% pour tout z € F.

Les autres compositions possibles ne font apparaitre aucune nouvelle fonction notam-
ment car go f og = k. On peut alors dresser une table de composition (en notant i le
neutre Idg) :

oli f g h j k
iz‘fghjk
flf ¢t h g k J
gtg 3 ¢ k f h}|
hih k f 7 1 g
ilji g k ¢t h f
kik h 7 f g 1

Par cette table, on peut affirmer que H = {1, f, g, h, 7, k} est un sous-groupe de (SE, o)
et c’est le plus petit qui contient f et g : ¢’est le sous-groupe engendré par {f,g}.

1. On vérifie que = = a~ 'y est I'unique solution de I’équation y = az ce qui permet d'affirmer la
bijectivité de I'application z +— az.
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Exercice 11 *
Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe abélien (G, +). Montrer que le groupe
engendré par H U K est:

H+K={h+klhecHetkec K} -

Solution

méthode
On vérifie que H + K est un sous-groupe de G et que c’est le plus petit
contenant & la fois H et K.

Les parties H et K étant toutes deux non vides, H + K est une partie non vide de G.
Soit z et y deux éléments de H + K. On peut écrire t = hy + k) et y = ho + k2
avec hy,ho € H et ky,ke € K. On a alors par commutativité

x—y=(h1+k1)—(h2+k2):(h1 ——hz)-{—(kl"kz) € H+ K.
N’ Nt !
€H €K
Ainsi, H + K est un sous-groupe de G. De plus, celui-ci contient H U K. En effet, pour
tout z € H, on peut écrire x =z + 0 € H + K car 0 est élément du sous-groupe K. On
vérifie de méme que K est inclus dans H + K. On en déduit 'inclusion (Th. 3 p. 4)

(HUK)CH+K.

1’inclusion réciproque est quant & elle évidente car tout élément de H + K est élément de
(HUK) par somme d’éléments de ce sous-groupe. On a donc P'égalité (HUK) = H+ K.

Exercice 12 ol

Soit H un sous-groupe d’un. groupe (G, *) distinct de G. Déterminer le groupe en-
 gendré par le complementa,lre H de H dans G.

Solution

méthode
La composition d’un élément de H par un élément de H détermine un élément
de H. '

Montrons (H) = G. On a évidemment (H) C G et il s’agit d’établir V'inclusion réci-
progue. Soit g un élément de G.

Si g n’appartient pas & H, c’est un élément H donc de (H).

Supposons maintenant que g appartient & H. Puisque H est une partie distincte de G,
son complémentaire H est non vide ce qui permet d’introduire un élément a € H. Le
composé a * g est alors élément de H. En effet, si par I’absurde, a x g appartient & H
alors a = (axg)xg~! est aussi élément de H H par opérations dans le sous-groupe H : ceci
contredit la définition de a. Sachant axg € H, on peut alors écrire g = a~  x(a*g) € (H)
par opérations dans le sous-groupe (H ).

On peut conclure (H) = G.
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JE—
Exercice 13 **

Soit n € N tel que n > 3. Dans le groupe (S,, o) des permutations de [1;n], on
considere la transposition.t = (1 2) etlecyclec=(1 2 ... n) de longueur n.

(a) Justifier que 'ensemble {c,t} constitue une partie génératrice de (S,, o).

(b) Existe-t-il une partie génératrice de (S,, o) formée d'un seul élément ?

Solution

(a) méthode
On sait que toute permutation de [1;7n] peut s’écrire comme un produit de
transpositions 7 = (z j) avec 1 € ¢ < 7 < n. 1l suffit alors de savoir écrire
une telle transposition a partir de compositions de ¢ et ¢ pour conclure.

On remarque

cotoc_1=(2 3), czotoc_2:(3 4),etc.

On en déduit que les transpositions de la forme (i i+ 1) {avec 1 € i < n — 1) appar-
tiennent chacune au sous-groupe engendré par c et £. Or, pour 1 € 7 < j € n, on peut
écrire la décomposition :

G 5)=0G i+1)o(i+1 i42)o--0(j—1 jlo--o(i+l i+2)o(i i+1).

Toutes les transpositions (z 7 ) appartiennent donc au sous-groupe engendré par ¢ et ¢
et ’on peut conclure que celui-ci se confond avec S,,.

(b) Le groupe (S, 0) n’est pas commutatif car n 2> 3 : il n’est donc pas monogérie.

Exercice 14 ** o <
Montrer quun groupe fini G de cardinal n > 2 posséde une patties
tuée d’au plus log, n éléments. T

Solution
Adoptons une notation multiplicative pour la loi de G.

méthode
On construit une partie génératrice {g1,...,g,} en choisissant, pour k > 2,
I’élément g; en dehors du groupe engendré par g1,...,95_1-

Soit g; un élément de G différent du neutre, g» choisi en dehors de {(g;), g3 choisi en
dehors de (g1, g2}, etc. Le groupe G étant fini, ce processus s’arréte avec la détermination
de g1,...,gp vérifiant :

G={91,---29p) et gx¢{g1,...,9k—1) pourtout k€ {2,...,p}.

1. Plus généralement, on a so70os ! = (.s(z) s(j)) pour toute permutation s de Sp.
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‘Considérons cnsuite 'application ®: {0,1}” — G définie par

_ i sig; =1
D(zq,60,...,6n) =g g5%...¢5? avec gi* =

Vérifions que I'application @ est injective. Supposons ®(e,...,&,) = ®(e],...,¢&p) avec
(€1,---,€p) et (€], ...,€,) dans {0,1}". On a donc I’égalité
7 E’ €’
91195 95" = 9195 - 9" ()

Quitte a échanger, on peut supposer s;, 2 €p et ordonner les membres pour écrire

€ €p 1

4 .i'

P pP—

v (gp 1

Puisque g, est choisi en dehors du groupe engendré par gi,...,¢p-1, On a nécessaire-
ment €, = €,. On peut alors simplifier I'identité () pour écrire

‘gl_el)(gfl . g;p 11) € (glw'--:gp—1>-

? s ?
£1 E2 Ep—1 __ By . Eg Ep—-l
gl g2 "‘gp—l _gl g2 "‘gp—l .

Il suffit ensuite de reprendre le processus pour pouvoir affirmer (e4,...,65) = (€7,...,&p)-

L’application @ est donc injective et conséquemment
Card({0,1}?) € Card(G) c'est-d~dire 2P < n.

On en déduit p < log, n.

1.5.3 Morphismes de groupes

-

Exercice 15 * (Morphisme de conjugaison)
Soit & un groupe noté mu1t1phcat1vement Pour ¢ € G, on note Ta Papplication de G
vers G définie par 7,(x) = axa™

(a) Montrer que 7, est un morphisme du groupe G vers hnnmeme

(b) Vérifier 7, o 7, = T4 pour tous a et b dans G.

(c) Montrer que 7, est bijective et exprimer son application réciproque.

(d) En déduire que T = {7,|a € G} muni du produit de composition est un groupe.

TEIORL" E e oo oS Ol AREEL

Solution
(a) Soit z,y € G. On a par associativité’

Ta(@)Ta(y) = (az)(aya™') = az(a'a)ya™" = azya™' = 7,(zy).

L’application 7, est donc un morphisme du groupe (G,.} vers lui-méme .

1. Le groupe G n’est pas a priori commutatif : il faut étre attentif a ’organisation des calculs et ne
pas simplifier aza~?! en z.
2. Comme pour les applications linéaires, on peut parler d’endomorphisme de groupe.
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(b) On vérifie 'égalité de deux applications en constatant celle-ci en tout point. Pour
tout & € Gy

(Ta 0 m)(z) = Ta(bxb™") = a(bzb™")a™" = (ab)z(ab) ™" = Tas(2).

On a donc 7, © Tp = Tap.

(c) méthode
On peut montrer que 7, est bijective en étudiant injectivité et surjectivité, ou
en résolvant I'équation 7,(z)} = y d’inconnue z. Ici, il est cependant plus a
propos de proposer un candidat pour ’application réciproque de 7,.

On a l'intuition que 7,-1 est la bijection réciproque de 7,. Vérifions-le! :
(Taoma)=m1=1Idg et (T,-107,) =7 =1dg.

On en déduit que 7, est bijective et (1,) 7' = 7,-1.

(d) méthode
| On vérifie que T est un sous-groupe du groupe des permutations {Sg, o).

On a vu que les 7, sont des permutations de G, 'ensemble 7 constitue donc une partie
non vide de Sg. Pour f et g dans 7, on peut écrire f =7, et g =7, avec a,b € G. On a
alors

fog =m0 () =Teomp1 =T €7T.

Ainsi, 7 est un sous-groupe de (SG, o), c’est donc un groupe pour le produit de compo-
sition des applications.

Exercice 16 **

Soit ¢ un morphisme non constant d’un groupe fini (G, ) vers (C*, x). Calculer

z€G

— )

B e R

Solution

méthode
Pour a € G, 'application x + a * = est une permutation de &G qui permet de
réorganiser la somme a calculer.

Puisque ¢ n’est pas constante, il existe un élément a dans G tel que ¢{a) # 1. L’ap-
plication z ++ a x z étant une permutation 2, on peut réordonner les termes de la somme

et écrire
S =3 elaxa)

z€G z€QG

1. Sauf argument de cardinalité, il est indispensable de vérifier que les deux compositions donnent
Pidentité.
2. En effet, I’équation a » z = y d’inconnue z € G posséde une unique solution z =a~1 % y.
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Or 'application  est un morphisme et donc ¢(a* x) = @(a)p(x) puis

> plz) =) pla)p(z) = pla) Y pl@).

e zeG z€G

Z p({x) = 0.

z€G

Sachant ¢(a) # 1, on conclut

Exercice 17 **

Soit f un morphisme de groupes au départ d’un groupe G fini. Montrer la formule

Card(G) = Card(Im(f)) x Card(Ker(f)).

Solution
Notons G’ le groupe d’arrivée du morphisme f et adoptons une notation multiplicative
pour les deux groupes G et G’.

méthode
| On dénombre ’ensemble des antécédents de chaque valeur prise par f.

Enumérons les valeurs prises par f : 41,...,¥p avec p = Card (Im(f)). Soit j € [1;7]
et z; dans G un antécédent de y; par f. Pourz € G

fle)=y; = [flz}=f(z;)
= flz;) 7 fz) = 1o
= f (x;lw) = lg car f est un morphisme
= x;lm € Ker(f).

L’ensemble des antécédents de y; est donc

FH{ys}y=A{z;h | h € Ker(f)}.

L’application h — z;h étant injective, le cardinal de f~1 ({yj}) vaut celui de Ker(f).
Enfin, G est la réunion des f~*({y;}) et ces parties sont deux & deux disjointes donc

Card(G) = Zp: Card (f_l({yj})) = p Card(Ker(f)) = Card(Im(f)} x Card(Ker(g)}.
J=1™ D d
=Card(Ker{f)}

Exercice 18 **

Parmi les groupes suivants, lesquels sont isomorphes ?
(a) (Z/4Z,+) (b) (Uy, %) (c)(Z/2Z x Z/2Z, +)
(d) (Z/6Z,+) (e) (Z/2Z x Z/3Z, +) (£) (53, 0)
(8) (@ +) (h) (@*, %) (i) (Q%, ).
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Solution

méthode
i Deux groupes isomorphes sont en bijection et ont donc le méme cardinal.

Par cet argument de cardinalité, seuls les groupes (a), (b), (c¢) dans un premier temps,
les groupes (d}, (e), (f) dans un second temps et les groupes (g), (h), (i} dans un dernier
temps sont susceptibles d’étre isomorphes.

Cas : Groupes a 4 éléments. On étudie (a), (b) et (c).

Le groupe U, est cyclique donc isomorphe a Z/4Z. En revanche, le groupe

Z/2Z x Z/2Z = {(0,0),(0,1),(1,0), (1,1)}
n’est pas cyclique car tous ses éléments z vérifient z + x = (0,0) : il n’est pas isomorphe
aux précédents.

Cas : Groupes 3 6 éléments. On étudie (d), {(e) et (f).

Le groupe Z/2Z x Z/3Z est constitué des éléments

(0,0), (0,1),(0,2),(1,0), (1,1) et (T,2)

en notant k les classes d’équivalence dans Z/2Z et k celles dans Z/3Z. Ce groupe est
cyclique engendré par (1,1) : il est isomorphe & Z/6Z.

Le groupe S3 n’est pas commutatif, a fortiori non cyclique, il n’est pas isomorphe aux
précédents L.

Cas : Groupes infinis. On étudie (g), (h) et (i).

méthode

On montre que ces trois groupes ne sont pas isomorphes en observant que
des équations analogues ne proposent pas les mémes descriptions d’ensembles
solutions.

Dans (Q, +), Péquation z 4+ z = 0 posséde une seule solution. L’équation analogue
dans (Q*, ><) s’écrit  x £ = 1, elle posséde deux solutions. Les groupes @ et Q* ne sont
pas isomorphes. Cet argument peut étre repris pour affirmer que (Q* x) et (Q*_‘H x)
ne sont pas non plus isomorphes. Reste & étudier si (Q,+) et (Q T ) peuvent étre
isomorphes 2.

Pour y élément de (Q,+), I’équation = + x = y posséde assurément une solution
dans Q. Pour y élément de (Qj_, x), I’équation analogue x X x = y peut ne pas posséder
de solutions dans Q7 , c’est le cas par exemple quand y = 2 ou I’équation n’a pas de
solution car v/2 est irrationnel. On en déduit que Q et Q% ne sont pas isomorphes.

1. Le sujet 28 p. 29 précisera quels sont les groupes a six éléments possibles.
2. (R,+) et (]R:_, x) sont isomorphes via la fonction exponentielle mais celle-ci n’induit pas d’isomor-
phisme sur les nombres rationnels.
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1.5.4 Eléments d’ordres finis

Exercice 19 *
Soit (G,*) un groupe de cardinal n et k un entier premier avec n. Montrer que
Papplication ¢: z — z* est une permutation de G.

Solution

méthode

Par le théoreme de Bézout, on détermine u € Z tel que z
de G.

k4 = z pour tout

Les entiers n et k étant premiers entre eux, il existe u et v entiers tels que ku+nv = 1.
Le groupe G étant de cardinal n, on a 2" = e pour tout z dans G (Th. 14 p. 8). On
vérifie alors )

=g xax”

v

"=gx(z")  =zxe V=1

Considérons ensuite ’application : z — z* définie sur GG. Par le calcul qui précede, on
peut affirmer ¢ o1 = ¢ 0o ¢ = Idg : 'application ¢ est bijective et 7 est sa bijection
réciproque.

Exercice 20 ** , ,
Soit @ un élément d’un groupe G noté multiplicativement. On suppose a d’ordre pg
avec p et ¢ dans N* premiers entre eux. Déterminer des éléments b et ¢ d’ordres
respectifs p et ¢ tels que a = be = cb.

LA S A on A S e I SR M AT S AT

Solution

méthode

Par le théoreme de Bézout, on introduit u,v € Z tels que pu + qu = 1 puis on
détermine par une analyse b et ¢ comme des puissances de a.

Analyse : Si a est le produit be avec b et ¢ commutant et d’ordres respectifs p et g, on
a aP = bPcP = ¢P puis ¢ = cP**9¥ = (¢P)" = ¢P*. De méme, on détermine b = a?”,

Synthése : Posons b = a9 et ¢ = aP*. On a immédiatement a = bc avec b et ¢ qui
commutent puisque ce sont des itérés de a. Il reste & déterminer leurs ordres®.

Soit » € N*. On a ™ = 1 si, et seulement si, a™” = 1. L’élément a étant d’ordre pq,
cette égalité a lieu si, et seulement si, pg divise ngv (Th. 13 p. 8) ce qui revient & dire
que p divise nv. Or p et v sont premiers entre eux en vertu de I'égalité pu + qv = 1. Par
le lemme de Gauss, on parvient & la condition : p divise n.

Finalement, b est d’ordre p et I’on montre de la méme maniére que ¢ est d’ordre q.

1. On reproduit ici en contexte la démonstration déja menée dans le sujet 4 p. 10,
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Exercice 21 ***
Soit a et b deux éléments d’ordres respectifs m et n d’un groupe abélien (G, .).
(a) On suppose que m et n sont premiers entre eux. Montrer que ab est d’ordre mn.

(b) On ne suppose plus m et n premiers entre eux, ’élément ab est-il nécessairement
dordre mVn?

(c) Soit d un diviseur de m. Montrer qu’il existe un élément d’ordre d dans G.
(d)

Solution

Existe-t-il dans G un élément d’ordre mv n?

> 2 2 TR RIS T TR Y TN T AT B TR T T T TR T 24 o=

(a) Par commutativité du groupe, on peut organiser le calcul des itérés

(ab)™ = (ab)(ab) .. (ab) = @™ = (a™)" (") = 1"1™ = 1,

v
mn facteurs

Inversement, soit » € N* tel que (e¢b)” = 1. On a alors
o = (@) = () = (") =17 =1

L’élément a étant d’ordre m, celui-ci divise nr. Or m et n sont premiers entre eux et
done m divise r par application du lemme de Gauss. Mutatis mutandis!, n divise r et
donc mn divise r car m et n sont premiers entre eux.

Finalement, ab est un élément d’ordre mn exactement.

(b)Si b= a~! alors a et b ont le méme ordre m ¢t ab = 1 est d’ordre 1 : il est possible
que le produit ab ne soit pas d’ordre m V n.

(¢) On écrit m = dm’ et on introduit z = a™ € G. On a

F =1 o =1
<> m| km’ car a est d’ordre m
< dlk en simplifiant par m’ # 0.

L’élément x est donc d’ordre d.

(d) méthode
Pour chaque facteur premier p de m ou n, on détermine un élément de G
d’ordre max(vy(n), vy(m)) o v, désigne la valuation p-adique.

A partir des décompositions en facteurs premiers de m et n, on peut écrire en autorisant
les exposants & étre nuls

m=p{"...pp" et n=p" . . pf avec a; = vp, (M), Bi = vg,(n).

1. Locution latine signifiant « En modifiant ce qui doit étre changé ».
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On sait qu’alors
mvn = prlnax(al,ﬁl) B ‘p:’lax(ar,ﬁr).

Par la question précédente, il est possible de déterminer un élément z; d’ordre pmax(a' A1)

car cet ordre divise m ou n. Puisque les z1,...,z, sont d’ordres deux & deux premiers
entre eux, P'élément x = x; ...z, est d’ordre m V n par applications répétées du résultat
de la premiere question.

1.5.5 Groupes cycliques

e

Exercice 22 ** o o
On désire établir que tout sous-groupe d’un’ groupe cyclique est lui-méme cyclique.
Soit (G, .) un groupe cyclique de générateur e et .H un sous-groupe de G.

(a) Justifier ’existence d’un plus petit entier n'é,'ﬁufél"'il'on':’nﬁ'l n tel que a™ € H.

(b) Etablir que H est alors le groupe engendré par a™.

Solution

(a) méthode
On montre 'existence d’un plus petit entier vérifiant une propriété en obser-
vant que l’ensemble des entiers concernés est une partie non vide de N.

Notons A 'ensemble des n € N* vérifiant o™ € H. Cet ensemble est une partie non
vide de N car ¢©2™4(¢) = 1 ¢ H (Th. 14 p. 8). II existe donc un plus petit n € N* tel
que a” est élément de H.

(b) méthode
On reproduit avec les notations en cours la preuve du théoréme caractérisant
les sous-groupes de (Z, +).

Posons b = a™. Puisque b appartient au sous-groupe H, on sait déja (b) C H. Consi-
dérons ensuite x € H. Il existe p € Z tel que x = aP car tous les éléments de G sont des
itérés de a. Réalisons alors la division euclidiennede pparn:p=ng+ravec0 < r < n.
On a

a" =aP"™ =aP(a") T =zb"7€ H.

Or n désigne 'exposant de la plus petite puissance strictement positive de a appartenant
a H et r est strictement inférieur & n donc r = 0. Par suite x = o™ = b7 et donc z € (b).

Finalement, H = (b) et le sous-groupe H est cyclique.

Exercice 23 **

Soit G un groupe cyclique de cardinal 7. Montrer que, pour tout d{VIBeurl de N*
de n, il existe un unique sous-groupe de cardinal d dans G.

1. On a vu que le cardinal d’un sous-groupe divise le cardinal du groupe (voir sujet 9 p. 14) :
I'hypothése que d divise n est nécessaire a I’existence d’un sous-groupe de cardinal d.
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Solution

méthode
Par isomorphisme, on peut supposer G = Z/nZ ce qui rend 'étude plus

concrete 1,

Soit d un diviseur de n et d’ I'entier tel que dd’ = n. Le sous-groupe engendré par d’

dans Z/nZ est . o .
H={(d)={0,d,2d,...,(d - 1)d'}

car d est un élément d’ordre? d dans Z/nZ. Ainsi, il existe au moins un sous-groupe & d

éléments dans Z/nZ.

Inversement, considérons un sous-groupe H 3 d éléments. Pour tout T de H, 'ordre
de 7 divise le cardinal de H et l'on a donc dZ = 0. On en déduit que n divise dx puis
que d’ divise x. Ainsi, o _

ze{0,d,2d,...,(d-1)d}.
On a alors linclusion H C {0,d’,2d',...,(d — 1)d’} puis 1’égalité car les deux ensembles
ont le méme nombre fini d’éléments.

Exercice 24 *¥

Seit H et K deux sous-groupes d’un groupe abélien (G, .) de cardinaux p et ¢ nombres

premiers distincts. Montrer que HK = {hk | h € H et k € K} est un sous-groupe
cyclique de G. .

Solution

On vérifie que HK est un sous-groupe de G : HK est une partie non vide de G et,
si x = hk et y = Rk’ sont deux éléments de HK (avec h,h’ € H et k, k' € K), on a par
commutativité du groupe &

zy~' = hk(R'K)7! = hk(K' "R TY) = (RR'T1) (kK1) € HK.

Au surplus, on peut affirmer que HK possede au plus pg éléments°.

méthode
On construit un élément d’ordre pg dans HK par produit d’un générateur
de H et d’un générateur de K.

Les sous-groupes H et K sont cycliques car leurs cardinaux sont premiers* : on peut

introduire a et b générateurs respectifs de ces groupes, a est d’ordre p et b d’ordre gq.
Considérons ensuite z = ab € HK et déterminons son ordre.

1. Ce n’est cependant pas une nécessité. En introduisant z un générateur de GG, on vérifie par une
étude analogue & celle qui suit que H = {e, T G o L } est 'unique sous-groupe de G de cardinal d.

2. On vérifie aisément que dd’ est le premier itéré additif de d’ & valoir 0. On peut aussi utiliser le
résultat du sujet 4 p. 10.

3. L’application de H x K vers HK qui envoie (k, k) sur hk est surjective : il y a donc moins d’éléments
dans HK que dans H x K. Cette application est m&me un isomorphisme de groupes notamment car son
noyau est réduit au neutre (voir sujet 9 p. 14).

4. Voir sujet 6 p. 12.
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Dans un premier temps, on vérifie par commutativité r?? = (ap)q(bq)p = 1 et donc
Pordre de z est inférieur a pg. Soit n € N*. Si 2" = 1 alors a”b™ = 1. En élevant a la
puissance g, il vient ¢™96™ = 1 avec ™7 = 1 car b est d’ordre g. On en déduit que a™? =1
et p divise donc ng. Or p et ¢ sont premiers entre eux car il s’agit de nombres premiers
distincts, on a donc p diviseur de n. Mutatis mutandis, g divise aussi n et donc pg divise n
car p et g sont premiers entre eux.

Finalement, z est d’ordre exactement ! pg et 'on peut conclure que HK est cyclique.

Exercice 25 **

Soit G et G deux groupes notés multiplicativement. On suppose que le groupe G
est cyclique engendré par un élément a.

(a) Soit b un élément de G’. Montrer qu'il existe un morphisme ¢: G - G’ venﬁa.nt
w(a) = b si, et seulement si, b est d’ordre fini divisant celui de a.

(b) Combien existe-t-il de morphismes de (Z/nZ, +) dans lui-méme 7
(c) Combien existe-t-il de morphismes de (Z/nZ, +) dans (C*, x) ?

Solution
On introduit n le cardinal de GG ce qui est aussi 'ordre du générateur a.

(a) Supposons qu’il existe un morphisme ¢: G — G’. Ce morphisme transforme 'éga-
lité a™ = 1 en @(a)™ = 1g et donc b = w(a) est d’ordre fini divisant n.
Inversement, supposons que b soit un élément de G’ d’ordre fini divisant n.

méthode

Une petite analyse ameéne & définir ¢ de sorte que tp(ak) = b* pour tout
exposant k de [0;n — 1].

Les éléments de G sont les ¢* pour k¥ € [0;n — 1] et ces derniers sont deux a deux
distincts, on peut donc construire une application ¢: G — G’ en posant

w(ak) =b* pour tout k € [0;n — 1].

L’application ¢ vérifie évidemment ¢(a) = b. Montrons qu’il s’agit d’un morphisme.
Pour x,y € G, on peut écrire z = a*, y = o’ avec k, £ € [0;n—1]. On a alors zy = a™
avec m = k + ¢ [n] et m € [0;n — 1]. Dés lors p(z)e(y) = b5+ et p(zy) = b™. Or
Pordre de b divise n et divise donc aussi m — (k + £). On en déduit b*¢ = b™ puis
e(@)p(y) = plzy).
Finalement, ¢ détermine un morphisme de G vers G’ transformant a en b.

(b) (Z/nZ,+) est un groupe cyclique de cardinal n engendré par a = 1. Tous les
éléments de Z/nZ étant d’ordre divisant n, & chaque valeur b dans Z/nZ correspond
un morphisme de Z/nZ dans lui-méme transformant a en b. Il y a donc exactement n
morphismes possibles.

1. Voir aussi sujet 21 p. 23.
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(c) Si  est un morphisme de (Z/nZ, +) dans (C*, x), la valeur z = (1) doit étre
d’ordre divisant n et donc vérifier z™ = 1 : ¢’est une racine n-iéme de 'unité. Inversement_,
chaque racine n-iéme est d’ordre divisant r et il lui correspond un morphisme envoyant 1
sur elleméme. Il y a donc autant de morphismes possibles que de racines n-iemes de
|’unité, c’est-a-dire n.

1.6 Exercices d’approfondissement

Exercice 26 ¥ (Groupe p-quasi-cyclique de Priifer) §
Soit p un nombre premier. On pose '

Upe = {z€C|3k€EN, 27 =1}.

a) Montrer que Uyee est un groupe multiplicatif dont tous les éléments sont d’ordre

(a) P

finis. B
b) Montrer que les sous-groupes propres! de Upe sont cycliques. ;
( gr P

N =4 3 R

Solution

(a) On vérifie que Upe est un sous-groupe de (C*, x). L’ensemble U, est la réunion
des sous-groupes U« des racines p*-iémes de I'unité. L’ensemble Uye est donc une partie
non vide de C* stable par passage & l'inverse. De plus, les U,x sont en progression
croissante : i on .

Upe CUpser car 22 =1 = 2F ={(2# )’ =1
L’ensemble Uy est donc stable par le produit car la multiplication de deux éléments
de Up~ peut s’interpréter comme le produit de deux éléments d’'un méme U« en choi-
sissant k assez grand.
Finalement, Uy~ est un sous-groupe de ((C"‘, x) donc un groupe multiplicatif. Par
définition, ses éléments sont tous d’ordres finis et I'ordre de chacun vaut une puissance
de p.

(b) Soit H un sous-groupe propre de Upee.

méthode
” On montre que H = U« en introduisant ? le plus grand k € N tel que U« C H.

Si par l'absurde, il existe une infinité de k € N vérifiant U« C H alors H = Up car
I'ensemble Upeo est la réunion croissante des Upe. Ceci étant exclu, on peut introduire le
plus grand & € N vérifiant U» C H.

1. Un sous-groupe propre d'un groupe {G, ) est un sous-groupe non trivial, c’est-a-dire distinct de {e}
et G.

2. On peut aussi introduire, lorsqu’il existe, un élément d’'ordre maximal parmi les éléments de H.
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Tous les éléments de Upk+1 \ Uy engendrent Ue+s. Or ce groupe n’est pas inclus
dans H et donc H ne contient aucun élément de Ujesr \ Uye. A fortiori, H ne contient
aucun élément de Upe \ Upx pour £ > k et P'on en déduit H C Upe puis H = Up«. Le
sous-groupe H est donc cyclique.

Exercice 27 ** (Sous-groupes additifs de R) )

Soit H un sous-groupe de (R, +) non réduit & {0}. On pose a = inf{h € H | h > 0}
(a) On suppose a > 0. Montrer que a appartient & H puis que H = oZ. :
(b)On suppose a = 0. Montrer que H est une partie dense de R.

() En déduire* .{COs n|n € N..-}. =[-1;1].

Solution

Commencons par souligner I'existence du réel a. Dans le sous-groupe H, il existe un
élément z non nul car H n’est pas réduit a {0}. Quitte a considérer —z, on peut affirmer
qu’il existe dans H au moins un élément strictement positif. La partie

Ht={hec H|h>0}

est donc une partie de R non vide et minorée : on peut introduire sa borne inférieure.
(a) L’élément 2a ne minore pas H* car 2a > a et a est le plus grand des minorants
de HT. Il existe donc un élément z € H+ vérifiant ¢ < = < 2a.

Si par ’absurde z > a, on peut encore introduire ¥y € H* tel que a < y < z. La
différence z — y détermine alors un élément du sous-groupe H strictement positif et
strictement inférieur & a. Ceci contredit la définition de @ comme borne inférieure. On
en déduit z = @ puis a € H.

méthode

On obtient V'égalité H = aZ par double inclusion. Ecrire aZ = {a) donne une
premiére inclusion, la seconde se déduit d’une division euclidienne réelie 2.

Puisque a est élément du sous-groupe H, ce dernier contient le sous—g'roupe engendré
par a : aZ = {a) C H. Inversement, soit x € H. Par la division euclidienne de z par le
réel @ > 0, on écrit  =ag+ravecqg€Zetr € [0;a[. Onaalorsr =x —ag € H par
opérations dans le sous-groupe H. En effet, z est élément de H et ag est élément de aZ
donc de H. Si r est strictement positif, c’est un élément de HT. Or ceci est impossible
car 7 < a. On a donc nécessairement r = ( puis £ = aq € aZ. Par double inclusion, on
conclut H = aZ.

(b) méthode
| On vérifie |z ; y[ N H # @ pour tous réels = et y tels que z < y.

1. Ici, la notation A désigne I’adhérence topologique d'une partie, voir le chapitre 3 de 'ouvrage
Ezercices d’analyse MP dans la méme collection.

2. Pour a,b € R avec b > 0, on peut écrire a = bg + r avec ¢ € Z et r € [0;b[ : il suffit de prendre ¢
égal A la partie entiére de a/bet r = a — bg.
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Soit 7,y € R avec x < y. Le réel y — z est strictement positif, il ne minore donc pas la
partie H *. On peut alors introduire h € H tel que 0 < h < y — z. Considérons ensuite p
le plus petit entier tel que ph > z. Par définition de p, on a I'inégalité (p — 1)h < z ce
qui entraine ph < =+ h < y. Ainsi, ph est un élément de (h), donc de H, strictement
compris entre x et y.

Y-
—

: : x Y
0 h 2h ph

(c) La partie {cosn | n € N} est incluse dans Dintervalle fermé [~1;1] et son adhé-
rence ! est donc aussi incluse dans cet intervalle :

{cosn|n € N} C [-1;1].

méthode
| {cosn|n € N} est I'image par la fonction cos du sous-groupe Z + 27 Z.

On vérifie aisément > que Z + 27Z est un sous-groupe de (R, +). Si celui-ci est de la
forme aZ avec a > 0, on peut écrire 1 = ak et 27 = af avec k,£ € Z non nuls car 1 et 2n
sont deux éléments de Z + 27Z. On en déduit que 7 est le nombre rationnel £/2k ce qui
est absurde. Par conséquent, Z + 27Z est un sous-groupe dense de (R, +).

Considérons z € [~1;1] et 8§ = arccosz. Par densité de Z + 27Z, on peut introduire
deux suites d’entiers (k) et (£,) telles que

kn + 27, — 6.
n—3+00

Par parité, périodicité et continuité de la fonction cos, on obtient

cos |kn| = coskn, = cos(k, + 218,) —— cos@ = z.
n——+oce

Ainsi, z est limite d’une suite d’éléments de {cosn |n € N}.

Exercice 28 ***
A isomorphisme prés, déterminer tous les groupes 2 6 éléments.

Solution
Soit G un groupe a 6 éléments noté multiplicativement. Ses éléments sont d’ordres finis
divisant 6 donc d’ordres possibles 1, 2, 3 ou 6.

1. Rappelons qu’un réel appartient a I'adhérence d'une partie A de R lorsqu’il est limite d’une suite
d’éléments de A.
2. Eventuellement, consulter le sujet 11 p. 16 ou remarquer Z + 2#xZ = (1, 27).
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S’il existe un élément d'ordrc 6 dans G, celui-ci engendre G qui est donc cyclique
isomorphe & Z/6Z. On suppose désormais ce cas exclu.

méthode
| Il existe! dans G un élément d’ordre 3.

Par I’absurde, si un tel élément n’existe pas, tous les éléments de G, sauf le neutre,
sont d’ordre 2 : chaque élément est égal a son inverse et le groupe est commutatif car

1

zy=(zy) ' =y 'z ' =yz pourtousz,ycG.

Soit a et b deux éléments de G distincts et distincts de 1. Le produit ab est nécessairement
distinct de 1, a et b. Introduisons encore un nouvel élément c distinct des précédents.
On connait alors 5 éléments dans G : 1, a, b, ab et ¢. Les produits ac et bc sont forcément,
distincts des éléments précédents? et sont donc égaux car G n’a que six éléments. On en
déduit a = b ce qui est absurde 3.

Notons a un élément d’ordre 3 de G et b un élément n’appartenant pas au groupe
engendré par a. Les deux éléments ab et a?b complétent ¢ alors le groupe G :

G = {1,a,a% b,ab,a’b} .

méthode
On calcule b? et ba en se rappelant que G ne comporte pas d’éléments d’ordre 6.
On pourra ensuite déterminer la table d’opérations de G.

L’élément b? est immédiatement différent de b, ab et a2b. L’élément b2 est aussi différent
de a car sinon b serait un élément d’ordre 6, situation que nous avons exclue. Le méme
argument assure que b* est différent de a?. Il reste % = 1.

L’élément ba ne peut étre ni 1, ni a, ni b, ni a2. Si ba = ab, les éléments a et b commutent
et I'on vérifie que ab est d’ordre 6 ce qui est exclu. Il reste ba = a2b.

On peut alors former la table d’opérations de G qui est identique® & celle du groupe
symétrique Ss.

1 a a? b ab a%b
1 1 a a2 b ab a%b
a a a2 1 ab a%b b
a® { a® 1 a a%b b ab
b b a%b ab 1 2

a
ab | ab b a%b a 1
a®b|a? ab b a2 a

En résumé, & isomorphisme prés, il existe deux groupes 4 6 éléments : ce sont (Z/6Z,+)
et (83, o).

1. L'usage du lemme de Cauchy (sujet suivant) résout automatiquement cette question.

2. ac# 1 car ¢ n’est pas a~ 1 = @, ac # a car ¢ n’est pas 1, ac # b car ¢ # a~1b = ab, etc.

3. Un groupe fini dans lequel 2 = 1 pour tout z a un cardinal qui est une puissance de 2 : voir le
sujet 27 du chapitre 4 de I'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI dans la méme collection.

4. Encore une fois, ab # 1 car b # a2, ab# a car b# 1, ab # a? car b # a, etc.

5. Et ce n’est méme pas nécessaire de le vérifier! Ce qui importe est que cette table soit entiérement
calculable. Sachant que S3 est un groupe a 6 éléments non cyclique, il a forcément la méme table.

v—agNSb
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Exercice 29 *** (Lemme de Cauchy)

Soit G un groupe fini noté multiplicativement. Soit p un nombre premier divisant le
cardinal n du groupe ¢. On ambitionne de montrer qu’il existe dans G au moins un
élément d’ordre p. On introduit pour cela I’ensemble

E={(91,92,--»90) €G? | 192...9p = 1}

et la relation d’équivalence R sur F déterminée par

(91792: v 7917) R (hla hza e ahp) <~ dk EZ) Vi (3 |[1 ;p]]) hi = Gi+k
o ’on adopte une notation circulaire : gp41 = g1, gp4+2 = g2, etc. Plus précisément;
on pose g; = g; pour ¢ = j [p].
(a) Déterminer le cardinal de E.

(b} Montrer qu’une classe d’équivalence pour la relation R est de cardinal 1 ou p.

(¢) En déduire l'existence d’un élément g # 1 vérifiant g = 1. ' :
. . _ J

Sotution

Deux éléments de E sont en relation par R si, et seulement si, ils se correspondent par
permutation circulaire. Cette relation est évidemmment réflexive, symétrique et transitive :
c’est bien une relation d’équivalence.

(a) L’ensemble E est en bijection avec GP~! via l'application qui & (g1,.. ., gp) asso-
cie (g1,--.,9p—1)- En effet, la condition g19; ... g, = 1 suffit & déterminer g, en fonction
des éléments g1,...,9p-1: gp = (91-..gp—1) . On en déduit

Card(E) = Card(GP™') = nP~ 1.

(b) Etudions la classe d’équivalence de (g1, g2, . . - , gp) choisi dans E. Ses éléments sont
les permutations circulaires (gx41, Gk+2; - - > Jk+p) avec k € [0;p — 1] (pour les autres

valeurs de k € Z, on obtient seulement des redites des éléments déja listés).

méthode
On montre que si parmi les éléments ci-dessus, il y en a deux identiques alors
(91,92,-..,9p) est de la forme (g,9,...,9).

Supposons qu'il existe k,£ € [0;p — 1] avec k < £ tels que

(Gk+1>Gk42, - - » Gotp) = (Get15 G242, -+ » Gotp)-

On a donc gr4+i = ge4i, d’abord pour tout ¢ € [1;p], puis pour tout ¢ € Z car g; = g;
dés que i = j [p|. En notant ¢ = k— £ € [1;p — 1], on a alors ¢g;, = g; pour tout ¢
de Z, puis, par récurrence, giynq = g; pour tout n € N. L’entier p étant premier et g
étant strictement inférieur a p, les entiers p et g sont premiers entre eux ce qui permet
d’introduire n € N* tel que ng =1 [p]. On obtient alors g;41 = ¢; pour tout i € Z.
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En résumé, soit ies (gk+1, gk+2, - - -, Jk+p) pPour & allant de 0 & p — 1 sont deux & deux
distincts, auquel cas il y en a p, soit g1 = g2 = - -+ = gp auquel cas la classe d’équivalence
de (91,92, -..,9p) se limite & un seul élément.

(c) méthode

Le cardinal d’un ensemble muni d’une relation d’équivalence est la somme des
cardinaux de ses classes d’équivalence.

Notons a le nombre de classes de d’équivalence de cardinal 1 et b le nombre de classes
d’équivalence de cardinal p. Les classes d’équivalence réalisant une partition de F, on a
I’égalité

Card(F) =ax 1+4+bxp.

L’entier p divisant le cardinal de F, il divise a. Or e est non nul car la classe d’équi-
valence de (1,1,...,1) € E est de cardinal 1. On en déduit a > 2 et donc 'existence

de (g1,92,---.9p) # (1,...,1) tel que gy = g2 = --- =gp et 9192 ... gp = 1. Ceci suffit &
prouver l'existence! d’au moins un élément g € G tel que g =1 et g # 1.

[ Exercice 30 *** (Description des sous-groupes Z2)
Dans ce sujet, on étudie les sous-groupes de (Zz, +).

(a) Soit e; = (71,%1) et e2 = (T2, y2) deux éléments de Z*. Montrer

X1 Ta

ey, ep) =72 &= | =
(€1, ¢2) Vi 2

Soit H un sous-groupe de Z? non réduit au neutre. On note d le plus petit PGCD de z
et y pour (x,y) parcourant H \ {(0,0)} et I'on introduit (ug, ve} € ZZ% et (z9,y0) € H
tels que d = ugzo + voyo-

(b) Soit (u,v) € Z2. Montrer qu’il existe ay ., € Z tel qtie
Hyy = {uz +vy|(z,y) € H} = 6y Z.

(c) Déterminer @y, v, -
On introduit e; = (21,¥1) et es = (z2,ys) avec

Lo .. Yo

$1=7, =", Z2=-" et  y2 = ug.

(d) Montrer que (e, es) = Z2 et qu'il existe n € N tel que (de;,ney) = H.

(e) Vérifier que d divise n.

1. Plus précisément, il existe a éléments vérifiant g7 = 1 et, en mettant le neutre & part, on peut
affirmer qu'il y a a — 1 = —1 [p] éléments d’ordre p dans G.
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Solution
méthode
Dans un groupe commutatxf ' (a,by = {a*b* |k, L € Z}.
En notation additive {(a,b) = {ka + b | k,fe Z}.

(a) Le groupe Z? est engendré par (1,0) et (0,1). Les éléments e, e, engendrent Z2
si, et seulement si, il existe a, b, ¢, d entiers tels que

Matriciellement, ce systéme s’écrit

Ty z2\fa c\y _ (1 0

o oy \b d/  \0 1/°
On conclut en rappelant qu’'une matrice & coefficients entiers est inversible d’inverse 4
coefficients entiers si, et seulement si, son déterminant vaut? +1.

(b) méthode
| Les ensembles de la forme aZ sont les sous-groupes de (Z,+) (Th. 4 p. 5).

H, , est une partie de Z non vide et stable par différence : c’est un sous-groupe de .
(Z,+) et 'on peut donc 1'écrire a, ,Z avec g, , € N.

(c) L'entier d appartient & H,, v, et est donc multiple de a4, Inversement, on peut
écrire Gy, = uoZ + vy avec (z,y) € H, (z,y) non nul, et donc ay,,y, est multiple du
PGCD de z et y qui est supérieur & d. On en déduit a,, ., = d.

(d) Les couples e; et e sont des éléments de 72 vérifiant la condition de la premiére

guestion car

_ UgZ%o + VYo
TiYe =T = —— = 1.

Les éléments e; et ey constituent une partie génératrice de Z2. Tout élément (z,y) de VA
peut donc s’écrire ae, + bey avec a,b € Z. Aprés résolution, on obtient

a= YT — T2y
b=—-yz+ 119

Si{z,y) € Hoa € Hy, 4, = Hyypo = dZ et b € H_,, ,, = nZ en introduisant
Pentier n = a_y, 4,. Le sous-groupe H est donc inclus dans le groupe engendré par de)
et nes.

1. Voir sujet 2 p. 9.
2. Voir sujet 25 du chapitre 10 de 'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSL
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Inversement, de; appartient & H car on reconnait (xo, o). Pour conclure, il ne reste
plus qu’a vérifier 'appartenance de ney a H.

Puisque nZ = H_y, ,,, on peut introduire {z,y) € H tel que
n=-yz+ I1y.
Sachant z1ys — T2y = 1, il vient aprés quelques calculs
nes = (z,y) — (y22 — z2y){(21,41)-
Or yoz — 22y € Hy, _z, = Hyyn, = dZ et, en écrivant cet entier df, on obtient

n.es = (z,y) — £(xg,yo0) € H.

(e) méthode
On introduit 6 le PGCD de d et n et 'on détermine un élément (z,y) de H
vérifiant T Ay = 0.

Par une relation de Bézout, on écrit § = ud + vn avec u,v € Z puis on consideére

(z,y) = u(dex ) + v(nez ) = (udry + vnze, udys +vnyz) € H.

~— N
€H €H

Le couple (x,y) n’est pas nul car les vecteurs e; et ez sont linéairement indépendants et
les coordonnées ud et vn ne sont pas toutes deux nulles puisque ¢ # 0.

Le PGCD de z et y divise

z{y2 — y1) + y(z1 — x2) = ud + vn = 9.

T1y2 —T2yr=1

Or § divise aussi d qui est le plus petit PGCD des éléments {z,y) non nuls de H. On en
déduit z Ay = & = d et, en particulier, d = ¢ divise n.



CHAPITRE 2

Anneaux

K désigne R ou C.

2.1 Structure d’anneau

2.1.1 Anneau

Définition
On appelle anneau tout triplet (A, +, x) formé d’un ensemble A et de deux lois de
composition internes + et x sur A vérifiant :
1) (A,+) est un groupe abélien de neutre noté 0 (ou 04);
2) X est associative et posséde un neutre dans 4 noté 1 (ou 14);
3) x est distributive sur +.
Si de plus, la loi x est commutative, on dit que I'anneau est commutatif.

(Z,+, x), (R, +, x), (C,+, x) et (K[X], +, X} sont des anneaux commutatifs.

L’ensemble F(X,K) des fonctions numériques définies au départ d’une partic X est un
anneau commutatif pour les opérations usuelles sur les fonctions numériques.

(Mn(K), +, x) est un anneau. Il n'est pas commutatif dés que n > 2.

Si E désigne un K-espace vectoriel, (£(E), +,0) est un anneau. Il n’est pas commutatif
dés que dim E > 2.

Rappelons que ’ensemble A* des éléments inversibles d'un anneau A est un groupe
multiplicatif.
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2.1.2 Anneau produit

Soit (A1,+,%),...,{An,+, x) des anneaux et A = A; x --- X A,. On définit des lois +
et X sur A en posant (avec des notations entendues)
déf
(:Bl""xxn) + (yla---:yn) - (.’1:1 +yla"'}xn +y‘n),

dé
(Z1,--.,%n) X (Y1, ¥Yn) = (Zy X Y1, 1 Zn X Yp).

—

Théoréme 1
L’ensemble A muni des lois + et x définies ci-dessus est un anneau de neutres

O0a = (04,,.-.,04,) et 1ga=(14,,...,14,).

Un élément (a,,...,a,) de A est inversible si, et seulement si, les a,, ..., a, le sont tous

et alors (ai,...,an)" 1 = (a;},...,a;1).

2.1.3 Sous-anneaux

Définition
On appelle sous-anneau de (A, +, X) toute partic B de A contenant! 14 et stable
par différence et produit : £ —y € B et zy € B pour tous z et y dans B.

Théoréme 2
Si B est un sous-anneau d’un anneau (A4, +, X) alors (B, +, x) est un annean? de
mémes neutres que A.

2.1.4 Corps

Définition
On appelle corps tout anneau commutatif (X, +, x} non réduit & {Ox} et dont tous
les éléments, sauf le nul, sont inversibles.

(@, +, x), (R, +, x), (C,+, x) et (K(X),+, x) sont des corps.

Définition
On appelle sous-corps d’un corps (K, +, x) tout sous-anneau L de K contenant les
inverses de ses éléments non nuls :

VeeL z#0gx = z '€l

Théoréme 3 _
Si L est un sous-corps d’un corps (K, +, x) alors (L, +, X) est un corps.

1. On vérifie 'appartenance de 14 et non seulement B # @ : 2Z est non vide, stable par différence et
preduit mais n’est pas un sous-anneau de Z.
2. Les lois 4 et X sur B sont les lois induites sur la partie B par les lois sur A.

-



2.1 Structure d'anneau

2.1.5 Morphismes d’anneaux

Soit (A, +, x} et (A',+, x) deux anneaux.

Définition
On appelle morphisme de 'anneau A vers 'anneau A’ toute application ¢: A — A’
vérifiant ¢(l4) = 14/ et, pour tous x et y de A, '

plz+y)=¢(z)+o(y) et ozy) = p(z)o(y)

Un morphisme d’anneaux est en particulier un morphisme de groupes additifs ce qui
permet d’affirmer les propriétés calculatoires

©(04) =04, @(—z)=—p(z) et ¢(nz)=np(x) pourtousz € AetncZ.

On a aussi p(2?) = ¢(z)? pour tout z € A et tout p € N, et
¢ inversible === ((,o(a:) inversible et @(z)~! = c,o(:z:_l)).

En tant que morphisme de groupes additifs, on peut introduire I'image et le noyau d’un
morphisme d’anneaux. L’'image est un sous-anneau de ’anneau d’arrivée mais le noyau
n'est généralement pas un sous-anneau de I'anneau de départ : c’est un idéal*.
Définition

| Un isomorphisme d’anneaux est un morphisme d’anneaux bijectif.
La composée de deux isomorphismes est un isomorphisme. Il en est de méme pour la
bijection réciproque d’un isomorphisme.
Lorsqu’il existe un isomorphisme entre deux anneaux, ceux-ci sont dits isomorphes : ils
sont parfaitement identiques d’un point de vue calculatoire.

2.1.6 Intégrité

Dans un anneau (4, +, %), un produit est nul dés qu'un facteur est nul :
Y(a,b) € A?, (a=040ub=04) = ab=104.

La réciproque peut cependant étre fausse : le produit de deux matrices carrées non nulles
peut étre nul!

Définition

On dit qu’un élément non nul de ’anneau A est diviseur? de zéro s’il existe un élément
non nul b de A vérifiant ab = 04 ou ba = 04.

Si 'on peut écrire ab = 04 avec a et b non nuls, a et b sont des diviseurs de zéro. On ne
considére pas que 04 soit un diviseur de zéro.

Les éléments inversibles d’un anneau ne sont jamais diviseurs de zéro.

1. Voir sujet 5 p. 44.
2. Ce vocabulaire ne doit pas étre confondu avec celui de 'arithmétique.
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Définition
On dit qu’un anneau (A, +, x) est intégre s’il n’est pas réduit & {04} et s'il ne posséde
pas de diviseurs de zéros.

(Z,+, x) et (K[X],+, x)} sont des anneaux intégres.
Les corps sont aussi des anneaux integres.

Théoreme 4
Dans un anneau intégre (A, +, x )}, on dispose de I’implication d’intégrité

Y(a,b) € A?, ab=04 = (@a=04 0ub=04).

Dans un anneau intégre, les éléments non nuls sont réguliers : pour tous a,b,c € A

(ab=aceta#04) = b=cg,
(ba:caeta;éOA) = b=uc

2.2 lIdéal d’'un anneau commutatif

Soit (A, +, X) un anneau commutatif.

2.2.1 idéal

Définition
On appelle idéal de 'anneau (A,+, x)} toute partie I de A non vide, stable par
addition et vérifiant la propriété d’absorption :

Yac A, Vze€l, azecl

Les idéaux sont en particulier des sous-groupes additifs.
{04} et A sont des idéaux de (A, +, x), ce sont ses idéaux triviauz.

" Théorame &
Si I et J sont deux idéaux de (A4, +, x) alors
a} INJ est un idéal inclus dans I et J et contenant tout idéal inclus dans I et J.
by I+J wr {cc—l— y | zel,yeJ } est un idéal contenant I et J et inclus dans tout
idéal contenant I et J.

2.2.2 ldéal engendré par un élément

Définition
On appelle idéal engendré par un élément x de A 'ensemble

:rAcgf{xuhze A}



2.2 lidéal d’'un anneau commutatif

Lorsqu’un idéal peut étre décrit comme engendré par un élément, on dit qu’il est principal.

( Théoréme 6

zA est un idéal contenant 1’élément z et inclus dans tout idéal contenant z.

2.2.3 Idéaux de Z et de K[X]

Théoréme 7
‘Les idéaux de (Z, +, x) sont les nZ avecn € N. o
Les idéaux de (K[X], +, x) sont les PK[X] avec P € K[X]:

Autrement dit, les idéaux de Z sont principaux. On dit que encore que I’anneau Z est
principal. L anneau K[X] est aussi principal !.

2.2.4 Divisibilité
Soit (A, +, X} un anneau intégre et commutatif.
Définition
Soit, @ et b deux éléments de A. On dit que a divise b s'il existe u € A tel que b = au.

On note alors a | b et 'on dit que a est un diviseur de b ou encore que b est un
multiple de a.

14 divise a et a divise a. Tout élément de A divise 04 mais 04 ne divise que lui-méme.

Signifier que b est un multiple de a s’écrit encore b € aA. Une divisibilité peut alors
s’interpréter en terme d’inclusion d’idéaux :

a|lb < bAC aA.

2.2.5 PGCD, PPCM et idéaux

Soit a et b deux entiers. Par opérations sur les idéaux, aZ + bZ et aZ N bZ déterminent
deux idéaux de Z. Ceux-ci peuvent s’écrire dZ et mZ avec d et m naturels.

' Théoreme 8 B
Soit a, b € Z Les entiers naturels d et m tels que - o

aZ+bZ dZ et aanZ mZS‘M

| sont respectivement les PGCD et PPCM de a. et b

On dispose de la méme interprétation dans le cadre des polyndmes :

1. Les deux anneaux Z et K[X] ont des propriétés communes du fait de ’existence d’une division
euclidienne sur ceux-ci.
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[ Théoreme 9
Soit P,Q € K[X]. Des polyndémes D et M de K[X] tels que

PK[X]+QK[X] = DK[X] et PK[X]NQK[X]=MK[X]

sont respectivement des! PGCD et PPCM de P et Q. )

2.3 L’anneau Z/nZ

Soit n,m € N*,

2.3.1 Présentation

Théoréme 10
(Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif & n éléments.
Les éléments inversibles de Z/nZ sont les 77 pour m entier premier avec n.

En particulier, (Z/nZ, +, X) est un corps si, et seulement si, n est un nombre premier.

2.3.2 Théoréme des restes chinois

Pour k£ € Z, on peut considérer les classes de ¥ modulo mn, modulo m et modulo n. On
notera distinctement celles-ci : k&, k et k.

Théoréme 11 (Théoréme des restes chinois)
Sim et n sont deux entiers premiers entre eux, les anneaux Z/mnZ et Z/mZ X Z/nZ
sont isomorphes par I'application k — (k, k).

Si 'on dispose de la relation de Bézout mu + nv = 1, l'isomorphisme réciprogue est
I’application )
(a,b) — anv + bmu.

2.3.3 Fonction indicatrice d’Euler
Définition
On appelle fonction indicatrice d’Euler 'application ¢: N* — N* définie par
o(n) =Card({k € [1;n] |k An =1}).

@(n) représente le nombre de générateurs du groupe (Z/nZ,+) ou, ce sont les mémes
éléments, le nombre d’éléments inversibles de Panneau (Z/nZ, +, X).

1. Tout polynéme associé & un PGCD de P et (} est encore un PGCD de P et Q et inversement.
Lorsque P et @ ne sont pas tous deux nuls, on peut parler du PGCD de P et @ en privilégiant parmi les
polyndmes associés celui de coefficient dominant égal & 1. On a une remarque analogue pour le PPCM.

-



2.4 Exercices d'apprentissage

Si p est un nombre premier et o € N*, on a tp(po‘) =p* — p>~ L,

Si rn,n € N* sont premiers entre eux, on établit la formule @(mn) = ¢(m)p{n) a laide
du théoréme chinois. On en déduit le résultat suivant :

f_'l'héoréme 12

Si la décomposition en facteurs premiers de n > 2 s’écrit n = py* ... p& alors

\

II suffit donc de déterminer les facteurs premiers de n pour savoir calculer p(n).

Théoréme 13 (Théoréme d’Euler)
Soit @ € Z et n € N*. | o |
aAn=1 &= _q,"”(_")' =1 [n].

Si p est un nombre premier, ¢(p) = p — 1 et 'on retrouve le petit théoréme de Fermat :

a#0[p) = o' =1 [p].

2.4 Exercices d’apprentissage

2.4.1 Geénéralités sur les anneaux et les corps

Llensemble des nombres décimanx est -

Solution

(a) méthode
| On vérifie que D contient 1 et est stable par différence et produit.

D est évidemment une partie de Q contenant 1 car on peut écrire 1 = 1/10°. Soit z
et y deux éléments de . On écrit z = n/10¥ et y = m/10° avecn,m € Z et k,£ € N et

alors
nl10¢ — m10k

10k+£

eD et xy:ﬂelD

rT=y= 105+E :

Ainsi, D est un sous-anneau de (Q, +, X).
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(b) méthode
Les éléments non nuls de I sont assurément inversibles dans Q : on recherche
ici ceux dont 'inverse est aussi dans I.

Un élément x € I est inversible dans I'anneau D si, et seulement si, il existe y € D
vérifiant zy = 1. En écrivant z = n/10% et y = m/10% avec n,m € Z et k,¢ € N,

zy =1 <= mn = 10°*¢
= n | 10F¢

Si z est inversible dans D, les seuls facteurs premiers possibles de n sont 2 et 5. Au signe

pres, ’entier n s’exprime comme un produit de puissances de 2 et de 5. Le nombre =

s'écrit alors 2757 avec p, ¢ € Z. La réciproque est immédiate et, finalement,

D> = {£2P5% | p,q € Z}.

Exercice 2. .
Soit a € N tel que /o ¢ Q, on note

Q[ve] = {a+bva|a,beQ}.

Montrer que Q[\/&] est un corps pour les opérations usuelles. |
Solution
méthode

| On vérifie que Q[+/a] est un sous-corps de (R, +, x).

Q[\/a] est une partie de R contenant 1 car on peut écrire 1 = 1 + 0/a. Soit z et
y deux éléments arbitraires de Q[\/a]. On écrit z = a + by/a et y = o' + V' /& avec
a,b,a’, b € Q et alors

z—y=(a—a)+(d-V)VaecQ[Va] et zy=(aa +bba)+ (ab’ +a'b)vVa € Q[Va].
N’ N~ S—

N —
€Q €Q €eQ €Q

Ainsi, Q[v/a] est un sous-anneau de (R, +, ).
De plus, si z # 0, on peut multiplier numérateur et dénominateur par la quantité
conjuguée @ — by/c et 'on obtient

1 1 a—by/a a b
" = = 2_ab2\/5€Q[\/5].

T a+b/a a2—ab? a?—ab? a
N—— - -’ - 't
€Q €Q

Finalement, Q[\/a] est un sous-corps de (R, +, x) et c’est donc un corps? pour les
opérations usuelles.

1. Celle-ci est non nulle car /& est nombre irrationnel.
2. Lorsque /& € @, on remarque @[\/-] = Q et la conclusion reste vraie.

-
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Exercice 3

Soit a un élément inversible d'un anneau A. Vérifier que Papplication f: z — aza

est un isomorphisme de I’anneau A vers lui-méme .

TR VT TS bt TR z i o v W T

-1

Solution
L’application f est bien définic an départ de A et & valeurs dans A.

méthode
On vérifie que f transforme la somme en la somme, le produit en le produit
mais aussi le 14 en le 14.

On a immédiatement f(14) = alaa™* = 14. Soit z,y € A. Par distributivité

flx+y)=alz+y)a™ =(az+ay)a™ =aza™’ +aya™" = f(z) + f(y)-

-1

Aussi, en écrivant « astucieusement » 14 = @ 'a, on obtient par associativité,

flzy) = azya™" = aw(a“la)yaql = (ama_l)(aya_l) = f(z)f(y).

L’application f est donc un morphisme de I’anneau A. Etudions sa bijectivité. Soit y € A.
On résout ’équation f(z) = y d’inconnue z € A :

flz)=y < aza™l =y

1

<« za ' =a"ly en multipliant & gauche par a™*

= z=a'ya en multipliant a droite par a.

L’application f est donc bijective d’application réciproque y = a~lya.
Finalement, f est un isomorphisme de I'anneau A vers lui-méme.

Exercice 4 - : | o
Dans un anneau 4; on-étudie équation % = 1, d’incorinue z°€ A"
(a) On suppose Patmeau. A intégre. Résoudre Véquation mtmdamie

(b) Observer que l’equation peut poSseder d’autres solutio"
lorsque Yanrieau A est I'un des anneaux non mtegres smvants sz Z/BL et )

Solution

(a) méthode
Dans un anneau intégre, on peut résoudre une équation en factorisant une
égalité a 04.

Soit z € A.

221y = 22 —14=04
< (z—14)(z+14) =04.

1. On peut parler d’automorphisme de 'anneau A.
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Dans un anneau intégre, un produit est nul si, et seulement si, I'un des facteurs est nul :
z? =14 < (x— lg =0s40uzxz+14 IOA).

L’équation étudiée posséde donc deux ! solutions 14 et —1 4.

(b) Dans Z2, I'équation x2 = 14 se relit {(k,£)? = (1,1) avec z = (k,£) € Z2. Celle-ci
possede 4 solutions : 1zz = (1,1), —1z2 = (-1, —1) mais aussi (1, —1) et (-1, 1).
Dans Z/8Z, on peut calculer les carrés des 8 éléments 0,1,...,7. Les solutions de
I'équation z2 =1sont 1, 3,5 et 7 = —1.
Dans M3(R), les solutions de 1’équation M? = I, sont les matrices de symétrie. Hormis
les matrices I et —Is, ce sont les matrices 2

(a, _Z) avec a’+bc=1.

&

2.4.2 Idéaux

Exercice 5 _
Vérifier que le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal.

Solution
Soit A et A’ deux anneaux avec A commutatif3 et f: A — A’ un morphisme d’anneaux.
On étudie 'ensemble I = Ker(f) des solutions de 'équation f(z) =04.

méthode.
On vérifie que I est une partie non vide stable par addition et qu’elle satisfait
la propriété d’absorption : ez € I pour tout a € A et tout z € I.

L’ensemble I est une partie non vide de A car f{04) = 04/. Soit z et y deux éléments
de I. Par morphisme on a f(z+y) = f(z) + f(y) = 04 et donc x+y € I. Soit de plus a
un élément de A. Par morphisme on a aussi f{az) = f(a)f(z) = 04’ car f(z) est nul.
On en déduit que ax est effectivement élément de /.

Finalement, 7 est un idéal de A.

Exercice 6
Soit A un anneau commutatif.

(a) Que dire d’un idéal de A qui contient le neutre 147

(b) Quels sont les idéaux d’un corps K 7

—

. Ces solutions peuvent exceptionnellement étre confondues : c’est le cas lorsque A = Z/2Z.
. Voir sujet 10 du chapitre 9 de 'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI.
. Le programme limite la notion d’idéal aux anneaux commutatifs.

W o
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Solution

(a) méthode
| Par la propriété d’absorption, un idéal I qui contient 14 doit contenir A.

Soit I un idéal de A contenant 1’élément 1 4. Pour tout a € A, on peut écrire a = al 4
et donc a € I car c’est le produit d’un élément de A par un élément de V’'idéal I. Par
double inclusion, on conclut A = 1.

(b) Soit [ un idéal d’un corps K. Si I # {0k} alors I contient un élément z non
nul. Dans le corps K celui-ci est inversible ce qui permet d’introduire z™!. La propriété
d’absorption de 1'idéal donne az € I pour tout @ € K. En particulier, pour a = 7!, on
obtient 1x € I et donc I = K. En résumé, en dehors de {0k}, le seul idéal d’un corps

est lui-méme.

2.4.3 Equations et systémes en congruence

Ire los équations suivantes d'inconpue 7 € Z -

 @bs+2s01) ()6z+2=0[0] - (e)6m+2 =009}

Solution
(a) méthode

| Une équation modulo n a une expression équivalente dans Z/nZ.

On consideére les classes d’équivalence dans Z/11Z
6z+2=0[11] <= 62+2=0
<= 62=9  en ajoutant —2 = 9 de part et d’autre.

Puisque 6 est premier avec 11, 6 est inversible dans Z/11Z (Th. 10 p. 40) et son inverse
est! 2.

6z+2=0[11] &< 7=2x9
> 7

car 18 =7 [11]

8l
I

Les solutions de I’égquation étudiée sont donc? les 7 + 11k avec k € Z.

(b) méthode
La démarche précédente ne peut &tre immédiatement reprise car 6 n’est pas
inversible dans Z/10Z : on réduit 'équation en simplifiant par 2.

1. Cet inverse peut éire déterminé en testant différentes valeurs ou en rappelant que, si m est premier
avec n, I'inverse de m modulo n est le facteur u d’une relation de Bézout mu + nv = 1.

2. En congruence modulo 11, il n'y avait que 11 valeurs a tester pour trouver les solutions, on aurait
pu les étudier toutes.. En congruence supérieure, la démarche présentée ici devient efficace.

-
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On a
6x+2=0 [10] < 3z+1=0 [5].

On considére les classes d’équivalence dans Z/5Z. 3 est inversible d’inverse 2.
3t+1=00[5] <= 3T+1=0
&= 3z =4
— T=3 car 2x4=8=3 (9.
Les solutions de 1'équation sont les 3 + 5k avec k € Z.
(¢} méthode

Encore une fois 6 n’est pas inversible dans Z/9Z. Cependant, ici aucune ré-
duction n’est possible.

3 divise 6z et divise 9 mais ne divise pas 2 : il ne peut pas y avoir de solutions a
’équation étudiée.

~

Exercice 8 (Systémes chinois)
Résoudre les systemes suivants d’inconnue x € Z.

x =2 {5 9z =3 [21 xf7[9]
(a) {x53 %9] (b) {5:1:52 %8]] (c) izg {g{ ’
SOIUt_i_c_m T —————————— S A —
méthode

Lorsque les entiers m et n sont premiers entre eux, on peut écrire une relation
de Bézout mu+ nv = 1 avec u,v € Z. Les entiers ¥y = nv et 2 = mu sont alors
solutions des systémes

{yél{m] ot {ZEO[m]

y=0 [n] z=1 [n].

(a) Les entiers 5 et 9 sont premiers entre eux et I’on peut écrire —7 X 5+ 4 x ¢ = 1.
L’entier
T=2x4x9 +3x(-7)x5=-33
S— S —

nv mu
est alors solution du systéme et donc

{xzz 5] {3:

z =3[9 T
Par le théoréme des restes chinois (Th. 11 p. 40).

{i - :gg {g{ e r=-33 [45]

— = 12 [45].

Finalement, les solutions du systéme sont donc les 12 + 45k avec k € Z.
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(b) méthode
I On résout les deux équations du systéme avant d’exploiter le théoréme chinois.

{9:553 [21] — {33:51 [7]

5z =2 (g S5z =2 [8]
{xES (7]
z=2 [§

<> r=5x8+2x(-7)[56] car —7+8=1.

Les solutions du systéme sont les 26 4 56& avec k € Z.

(c) On utilise deux fois le théoréme chinois :

8 8 8
wene
LW O =3

[9]
7] <

[5]

= g =223 [315].

2.5 Exercices d'entrainement

2.5.1 Anneaux et corps

Exercice 9 * ' -
(a) Soit a € A non nul

(b) En déduire que tout &l

Solution
(a) Notons f: A — A l'application déterminée par f(z) = az.

méthode
| On établit la bijectivité de f par injectivité et un argument de cardinalité.

Soit et y deux éléments de A. Supposons f(z) = f(y) c’est-a-dire ax = ay. Par
différence et factorisation, a(x — y) = 04. Or Panneau A est intégre et a est non nul, on
adonc z —y = 04 (Th. 4 p. 38) et par conséquent ! z = y. L’application f est donc une
injection de A dans A. Cependant, I’ensemble A est fini et I'injection f est nécessairement
bijective.

1. On retient que dans un anneau intégre ez = ay = 2 = y d&s que a est non nul : on dit que les
éléments non nuls d’un anneau intégre sont réguliers.
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(b) Soit @ € A différent de 04. Par la surjectivité de I'application f, on peut introduire
un élément b € A tel que ab = 14. Il reste & vérifier! ba = 14 pour pouvoir conclure
que a est inversible (et que b est son inverse).

méthode _
| On compare f(ba) et f(14).

Par associativité, f(ba) = a(ba) = (abja = a et donc f(ba) = f(1,). Par V'injectivité
de f, on en déduit I'égalité ba = 1 4. On peut alors conclure que a est inversible.

Exercice 10 ** (Description des sous-anneaux de Z?)
Pour d € N, on note Ag = {(z,y) € Z? | d divise y — z}.
(a) Montrer que Ay est un sous-anneau (Z?,+, x).
Inversement, soit A un sous-anneau de (Z2,+, x).
(b) Montrer qu’il existe d € N tel que {z € Z | (z,0) € A} = dZ.
(c) En déduire que A = A,.

Solution

(a) Aq est un partie de Z? contenant ’élément 1zz = (1, 1) car d divise 0. Soit (z,y)
et (z/,y) deux éléments de Ay. L'entier d divise ¥y — z et ¥ — 2’ et I'on peut affirmer

(zy) - (@ Y)=@-2y-y) €Ay et (z,9)("¥)=(2z",99) € 4a.
En effet, d’une part, d divise
W-y)-@-2)=@-2)- ¢ -2
et, d’autre part, d divise
(yy' —zz’) = (y—2)y + 2@y - 2').

Ainsi, Ag est stable par différence et produit : c’est un sous-anneau de Z2.

(b) méthode
| On vérifie que H = {z € Z| (z,0) € A} est un sous-groupe de (Z,+).

H est une partie non vide de Z. En effet, 0 € H car (0,0} = 0zz € A. Au surplus,
pour tous z et ¥y € H,on a (x — y,0) = (z,0) — (¥,0) € A par différence d’éléments du
sous-anneau A. On en déduit ¢ — y € H et 'on peut affirmer que H est un sous-groupe
de (Z,+). 1l existe donc d € N tel que H = dZ (Th. 4 p. 5).

(c) méthode
| Le sous-anneau A contient 1z2 et donc le sous-groupe additif qu’il engendre.

1. Si anneau est commutatif, on peut immédiatement conclure et méme affirmer que A est un corps.

- -
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On raisonne par double inclusion.

Soit (z,y) € A, on a (z —y,0) = (z,y) — (v, y) avee (y,y) = y(1,1) € {(1,1)) C A.
Par différence de deux éléments de A, (z — y,0)} appartient & A et donc z —y € H = dZ.
Ainsi, d divise z — ¢ et aussi ¥ — z. On en déduit une premiére inclusion A C Ay.

Inversement, soit (z,y) € Ay4. L'entier d divise y — z et donc x — y est élément de dZ,
ce qui donne (z —y,0) € A. On en déduit (z,y) = (z —y,0) + y(1,1) € A par opérations
dans A. On a donc l'inclusion réciproque Ay C A et ’on peut conclure a ’égalité A = Aq.

~

Exercice 11 ** (L'anneau des entiers de Gauss)

On note _
Z[i] = {a +ib| (a,b) € Z*}. |

(a) Montrer que Z[i] est un anneau commutatif pour ’addition et la multiplication:
des nombres compilexes..

(b) Déterminer les éléments inversibles de Panneau Zi].

(c) Soit u et v deux éléments de Z|[i] avec v # 0. Montrer qu'il existe un couple (q,r)
d’éléments de Z[i] tel que v = qu+ 7 et |r| < |v|. o

(d) Vérifier que les idéaux de Z[i] sont de la forme vZ[i] avec v GZ[l]

Solution
(a) méthode

H On vérifie que Z[i] est un sous-anneau de 'anneau {C, +, x).

Z[i] est une partie C contenant 1 puisque 'on peut écrire 1 = 1 + 0i. Soit , y € Z[i].
On écrit z =a +ibet y = c+id avec a,b,¢,d € Z et alors

zg—y=(a—c)+ib—d) € Z[i] et zy= (ac—bd)+i(ad+bc) € Z[i].
—— —— N — N——
€z ez €z €z

Ainsi, Z[i] est un sous-anneau de (C, +, X) donc un anneau pour les lois induites.
(b) Analyse : Soit = € Z[i] un élément inversible d’inverse y € Z[i]. On écrit comme
au-dessus r = a + ib et y = ¢ + id et 'on étudie ’égalité zy = 1.

méthode
| On obtient une relation remarquablement simple en considérant le module.

En calculant le carré du module, on obtient D'identité (a2 + 6%)(c? + d?) = 1. Les
nombres a,b,c,d sont entiers et la seule fagon d’écrire 1 comme le produit de deux
naturels est 1 =1 x 1. On peut alors affirmer a? + 5% = 1 et donc

(a,b0) = (1,0), (-1,0), (0,1) ou (0,-1).

L’élément zx est alors 1, ~1, i ou —i.
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Synthése : Les éléments listés ci-dessus sont effectivement inversibles dans Z[i].
Z[i]" = {1,~1,i,~i} = U,.
(c) méthode

" On introduit ¢ élément de Z{l] proche du complexe u/v.

Le quotient u/v détermine un complexe z + iy avec = et y réels. Considérons alors a
et b des entiers au plus proche’ de z et y et posons ¢ =a +ib € Z[i]. Ona jz —a| < 3
et |y — b| < § done

U 1

——qlz\/(x—a)2+(y—b)2<—.

[N}

v

En posant 7 = u — gu, on a q,r € Z{i] et |r| < 3 |v] < |v].

(d) Pour chaque v € Z[i], ’ensemble vZ[i] est un idéal, plus précisément, c’est I'idéal
engendré par v (Th. 6 p. 39).

Inversement, soit I un idéal de Z[i]. Si I est réduit & {0}, on peut écrire I = vZ]i]
avec v = 0. Sinon, il existe? dans I un élément v de module minimal parmi les éléments
non nuls de [ :

vel et Yuel, u#0 = |u| 2 |v|. ()
Vérifions alors par double inclusion I = vZ[i].

Puisque v-est élément de I'idéal I, on sait déja 'inclusion vZ [1] C I. Inversement, soit u
un élément de 7. On peut écrire u = guv + r avec ¢,r € Z[i] et |r| < {v|. Par opérations
dans I'idéal I, r = u — qu est élément de I. Puisque |r| < |v|, la propriété (x) assure que r
est nul. On a donc u = gv € vZ[i] ce qui produit la deuxiéme inclusion et permet de
conclure a 1’égalité.

Exercice 12 ***

On se propose d’établir une correspondance bljectlve entre I’ensemble des 50US-
anneaux de 'anneau (Q, +, x) et P'ensemble p(P) des parties de ensemble P des
nombres premiers. Pour A un sous-anneau de {Q, +, X), on.npote

PAz{pe’PI;?eA}.

(a) Soit A et B deux sous-anneaux de (Q, +, x). Etablir

(b) Soit P C ’P Determmer un sous-anneau A de (Q, +, x) vérifiant 'PA =
1. Pourne€ Z,si z € [‘n n + 1/2{, on choisit a = n et si € n 4+ 1/2;n + 1], on choisit a = n + 1.
Dans le cas restant x = n + 1/2, on prend 'une ou I'autre des deux valeurs précédentes. Dans tous les
cas, a = |z + 1/2] convient. On procéde de méme pour y.
2. L'’ensemble des |u|? pour u parcourant 7\ {0} est une partie non vide de N : elle posséde une valeur
minimale et v est un élément réalisant celle-ci.
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Solution

(a) Supposons P4 = Pg. Commengons par noter que les anneaux A et B contiennent
chacun Z = (1) car il s’agit de sous-groupes additifs contenant 1.

Soit z € A de représentant irréductible a/b.

méthode

| On montre que 1/b, puis 1/p avec p facteur premier de b, appartiennent a A.

Puisque ¢ et b sont premiers entre eux, il existe u,v € Z tels que au + bv = 1. Par
opérations dans le sous-anneau A

1 au+bv a a
5= 5 _uxgi—veA car u,v,ZGA.

Soit p un diviseur premier de . On peut écrire b = pk avec k € N* et alors

lzicxleA.
P b

Par suite, les diviseurs premiers de b sont tous éléments de P4. Or P4 = Pg et les inverses
des diviseurs premiers de b sont aussi éléments de B. Puisque B est stable par produit,
’élément 1/b appartient & B et, finalement, z = a X % aussi.

Ainsi, A est inclus dans B. Par un raisonnement symétrique, on obtient 'inclusion
réciproque donc 1’égalité.

(b) Considérons
a - - - ’ /
A= { 3 l les diviseurs premiers de b sont éléments de P}.

L’ensemble A est une partie de Q contenant 1.
Soit z et y deux éléments de A que 'on écrit a/b et ¢/d. On a
_ad—bc ac

T—y i et xyxgg

avec bd dont les diviseurs premiers divisent b ou d et sont donc éléments de P. Ceci
montre que A est stable par différence et produit et c¢’est donc un sous-anneau de Q.
De plus, l'inverse d'un nombre premier p est élément de A si, et seulement si, p € P.
Autrement dit, P4 = P.

Finalement, I'application qui & un anneau A associe P4 est une bijection entre ’en-
semble des sous-anneaux de (Q, +, x) et '’ensemble des parties de ’ensemble des nombres
premiers.
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2.5.2 Idéaux

Exercice 13 * (Description des idéaux de Z?)
Soit  un idéal de ’anneau produit (Zz, +, x). On introduit

L={zeZ|(z,00€I} et L={yeZ|(0,y)el}.

(a) Montrer que I; et I, sont des idéaux de (Z, +, x).
(b) Etablir I = I; x I,.

(¢) Conclure que les idéaux de anneau (Z?, +, x ) sont de la forme zZ? avec z € Z2.

Solution
(a) I, est une partie non vide de Z car 0 en est élément puisque (0, 0) = 0z2 appartient
al. Soitzetz' € ;.Onax+a €l car (z+2',0) = (2,0) + (2/,0) € I par addition
de deux éléments de I. Soit de plus ¢ € Z. On a ax € I; car (az,0) = (a,0) x (z,0) € I
par la propriété d’absorption de 1'idéal I. Ainsi, I; est un idéal de Z. De fagon analogue
on établit que I est aussi est un idéal de Z.

(b) Raisonnons par double inclusion.
Soit (z,y) € [ x I. Ona (2,0} € I et (0,y) € I donc (z,y) = (z,0) +(0,y) € I. Ainsi,
on obtient une premiere inclusion I; x fo C I.
Inversement, soit (x,y) € I. Par absorption, (z,0) = (1,0) x (z,y) €  donc z € I;. De
méme y € I et done (z,y) € I) x Ir. Ainsi, I C I) x I, puis I = I, x I.

(¢c) méthode
| Les idéaux de (Z,+, x) sont de la forme nZ avec n € N (Th. 7 p. 39).

On peut introduire a et b naturels tels que I; = aZ et I, = bZ. L’idéal I apparait alors
comme étant celui engendré par z = (a,b) :

I =aZ x bZ = {(ak,bt) | (k,€) € Z°} = zZ°.

Exercice 14 **
Un idéal d’un anneau (A, +, x) est dit principal lotsqu’il est de la forme A pour un
certain z € A. Montrer que les idéaux de tous les sous-anneaux de Q sont principaux.

Solution
Soit I un idéal d’un sous-anneau A de (Q, +, X).

méthode
| On détermine z tet que I = xA en étudiant I N Z.

Par intersection de sous-groupes, I N Z est un sous-groupe de (Z, +), il est donc de la
forme 2Z pour un certain z € N (Th. 4 p. 5). Vérifions alors que [ est I'idéal engendré
par z. Puisque = € I, on sait déja xA C I (Th. 6 p. 39). Reste a établir 'inclusion inverse.

~
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Soit r € I. On peut écrire r = p/q avec p € Z et ¢ € N* premiers entre eux. On a
alors qr = p € Z et, par addition, gr =r+---+r € I (somme & ¢ termes). Ainsi, gr est
élément de I NZ = zZ et 'on peut écrire r = zk/q pour un certain k € Z.

Pour conclure r € zA, il suffit d’établir que k/q est élément du sous-anneau A. Sachant
les entiers p et ¢ premiers entre eux, on peut écrire la relation de Bézout pu + qv = 1
avec u,v € Z. On a alors

ﬁ =kug+kv=kur+k'v1.
q q

Les éléments r et 1 appartiennent & A et donc k/g appartient aussi 4 A par opérations
dans le groupe (A, +). On peut alors conclure r € zA et, finalement, / = zA par double
inclusion

Exercice 15 ** (ldeaux premlers) o
Un idéal Idun -anneau cemmmtﬁ (A + ><z) est dxt pmnwr lorsque

: =¢ .' z -6 I -0_._11__ -.y.; € .-_I .

{04} dont tout idéal est

pre:mer Etabhrque

Solution

(a) Les idéaux de 'anneau (Z, +, x) sont les nZ avec n € N (Th. 7 p. 39).
Si n = 0, nZ = {0} est un idéal premier. Si n = 1, nZ = Z est aussi un idéal premier.
Si n 2 2 est un nombre premier, le lemme d’Euclide donne

Y(z,y) €Z%, n|zy = n|zoun|y.

L’idéal nZ est alors premier.
Enfin, si n > 2 est un nombre composé, on peut écrire n = ab avec 1 < a@,b < n. Dans
ce cas, ab € nZ alors que a ¢ nZ et b ¢ nZ. L’idéal nZ n’est alors pas premier.

(b) I = {04} est un idéal. Affirmer qu’il est premier donne la propriété
Y(z,y) € A%, zy=04 = =04 ouy=04.

On en déduit que ’anneau A est intégre.

méthode
| On montre que z € A\ {04} est inversible en considérant I'idéal z*A.

Soit x € A tel que = # 04. L'idéal 2% A est premier et z2 = z x = en est un élément. On
en déduit = € 22 A et ainsi, il existe y € A tel que z = z2y. Puisque z # 04 et puisque A
est intégre, on peut simplifier par et affirmer zy = 14. L’élément x est inversible et
’on peut conclure que A est un corps.
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Exercice 16 ** (Radical d'un idéal)

Soit I un idéal d’un anneau commutatif A. On appelle radical' de 'idéal I Pen-
semble B(]) des éléments = de A pour lesquels il existe ¢ € N* tel que z7 € I.

(a) Montrer que R(I) est un idéal de A contenant 1.
(b) Soit I et J deux idéaux. Vérifier

R(INnJ)=R(I)NR(J)

{c) On suppose que A = Z. Déterminer le radical de nZ pour n € N.

Solution

(a) L’ensemble R(I) est par définition une partie de A et celle-ci est non vide car elle
contient I. En effet, pour tout z € I, on a z! =z € I et donc z € R(J).

Soit z et y deux éléments de R(I). Il existe g,r € N* telsque z?7 € I et ¢y € I.

méthode
On détermine un exposant 7 suffisamment grand pour que le développement
de (z + y)™ fasse apparaitre une somme d’éléments de I, soit parce que 'ex-
posant de x est supérieur & g, soit parce que I'exposant de y est supérieur
ar.

Pour n = g+ r — 1, la formule du bindéme permet d’écrire

(z+y)“=i(k)xky"’k g() Fym k+2() y kel

k=0 k=0 GI
En effet, pour la seconde somme, on a &k > q et donc? z* = 29259 € I tandis que pour
la premiére somme, on a k < ¢ — 1 donc n—k > r puis y* % € I. Ainsi, on peut affirmer
que z + y est élément de R(I).
Enfin, considérons de plus a € A. On a (az)? = a%2? € I et donc az € R{I). On peut
alors conclure que R{J) est un idéal de A.

(b)Siz € R(INJ), il existe g € N* tels que 2% € INJ. Onaalors z? € I doncx € R(I)
et de méme z € R(J). Ainsi, R(INJ) C R(I)NR(J). Inversement, soit z € R(I)N R{J).
I existe g,r € N* tel que z? € I et 2" € J. Considérons alors n = max(q,r). Par la
propriété d’absorption, on a & la fois ™ € I et 2™ € J donc z™ € INJ. Ainsi, ’élément z
appartient & R({ N J) et 'on peut affirmer I'inclusion réciproque R(INJ) D R(I)NR(J)
puis 1’égalité.

(c) méthode
| Les éléments de R(nZ) ont les mémes facteurs premiers que 7.

1. Lorsque I = {0}, le radical de I regroupe les éléments nilpotents de I’anneau A.
2. L’écriture z* = 292%~ ¢ est possible car les exposants sont positifs.

-
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On a immédiatement R(0Z) = {0} et R(Z) = Z. Supposons désormais n > 2 et écrivons
sa décomposition en facteurs premiers

—_— X1 (625
n_p] pr

avec p1,. .., Ppr nNombres premiers deux a deux distincts et aq,...,a, € N*.

Soit z € R(nZ). 1l existe ¢ € N* tel que 7 € nZ. Les facteurs premiers p; de n divise
alors z? et donc divise . L’entier z s’écrit alors

T=p...prk avec k€ Z.

Inversement, pour un entier de cette forme, on a z* € nZ pour o = max(ai,...,0r)
et donc ¢ € R(nZ). En résumé, R(nZ) = mZ avec m = p; ... pr.

IS

Exercice 17 **¥
Soit p un nombre premler On note Z, l'ensemble des nombres rationnels dont le
dépominateur n’est pas dnns:ble par p. '

(a) Vérifier que Z est un sous-anneau de (Q,+, x). Quels en sont les elements __
inversibles ? '

On mtrodult J l’ensemble des elements non inversibles de Z,,.

(b) Montrer que J est un ldeal de Z Que dire d’un idéal contenant. J et d}stmct:
de J?

(c) Determmer tous les 1deaux de Z

Solution

(a) Z, est une partie de Q contenant I’élément 1. Soit = et y deux éléments de Z,.
On peut écrire & = a/b et y = ¢/d avec (a,b),(c,d) € Z x N* et p ne divisant ni b ni d.

On a alors
ad — be €Z, et zy= ac
bd P Y= b

car le nombre premier p ne divise pas le produit dd puisqu’il ne divise aucun des deux

facteurs. Finalement, Z, est un sous-anneau’® de (Q, +, x).

Tout élément non nul de Z, est inversible dans le corps Q. Il s’agit alors de déterminer
ceux dont I'inverse est dans Z, : ce sont les a/b tels que p ne divise ni @ ni b.

(b) Les éléments de J sont les a/b tels que p divise @ mais pas b. L’ensemble J est une
partie non vide de Z,. Pour z et y deux éléments J, on écrit £ = a/b et y = ¢/d avec p
divisant a et ¢ mais ne divisant ni b ni d. On a alors

ad + be
bd

r+y= €J car p|{ad+bc)et p)bd.

1. Cette étude est un cas particulier de celle du sujet 12 p. 50.
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Si de plus z = e/ f désigne un élément de Z,

ae

T of

L’ensemble J est donc un idéal de Zp.' En fait, J est I'idéal engendré! par p.

De plus, si I est un idéal contenant J et distinct de J, il contient un élément inversible
de Panneau et est donc égal? & Z,.

zT €J car plaeetpfbf.

(¢c) Pour k& € N, introduisons Jy 'idéal engendré par p*. En particulier, Jo = Z,
et J; = J. On convient aussi de noter J,, 'idéal nul. Montrons qu’il n’existe pas d’autres
idéaux dans Z, que ceux-ci. Soit I un idéal de Z,.

méthode
[| On introduit & = max{€ eN | IC Jg}.

Supposons que ’ensemble des £ € N tels que I C J; est infini. Pour 2 = a/b € 1, il
existe une infinité de ¢ tel que p® divise a et donc a = 0. Dans ce cas, I'idéal I est {0}
c’est-a-dire J.

Sinon, ensemble des ¢/ € N tels que I C J; est fini et possede donc un plus grand
élément k. Pour celui-ci I C Jx et I ¢ Ji+1. En particulier, il existe dans I un élément x
qui appartient & Ji mais pas & Jx,1. Cet élément s’écrit = = a/b avec a = pFc et p ne
divisant ni b, ni c. L’élément c¢/b est inversible dans Z,, et, si I'on introduit y son inverse,
on obtient que p* = zy est élément de I'idéal I. On en déduit que Ji est inclus dans I et
donc égal & I.

Finalement, les idéaux de Z, sont les J; avec k € NU {o0}.

2.5.3 Calculs dans Z/pZ

Exercice 18 **
Soit p un nombre premier et & un entier naturel premier avec p — 1.
Montrer que ’application ¢: Z/pZ — Z/pZ définie par p(z) = z* est. bijective.

Solution

méthode
On exploite le petit théoréme de Fermat pour exprimer une bijection réci-
progue a l'application ¢.

Les entiers k£ et p — 1 étant premiers entre eux, on peut exprimer une relation® de
Bézout ku — (p — 1)v = 1 avec u et v entiers relatifs. Considérons ensuite 'applica-

1. Les idéaux des sous-anneaux de @@ sont principaux : voir sujet 14 p. 52.
2. Tout idéal contenant ur élément inversible est égal & ’anneau : voir sujet 6 p. 44.
3. Par commodité, on écrit celle-ci avec un signe moins en passant v & ’opposé.
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tion 9 : Z/pZ — Z/pZ définie par’

s siz#0
e = {0 siz =0.

Soit z un élément de Z/pZ.
Cas:2#0.0Ona

e{¥(x)) = (:r:")k = g% = g x P71,

Par le petit théoréme de Fermat, on sait P! =1 et 'on en déduit ¢(y(z)) = =.

Cas : ¢ = 0. On vérifie immédiatement o(y(z)) =0 = z.

Ainsi, ¢ 0% = Idg/pz. L’application ¢ opérant de I’ensemble fini Z/pZ vers lui-méme,
c’est une bijection et 1 est son application réciproque.

3 :g_.f_zéi'iiéd_réme de Wilson)
Soit;p un nombre premier. . o
. {a)Quels sent les. éléments de Z/pZ qui sont égaux & leurs inverses?
{b) En déduire qaie p divise (p — 1)! + L. '
(c) Inversement, montrer que si un entier n supérieur & 2 divise (n — 1)1 + 1 alots
eelui-ci est premier. :

\,,

Solution

(a) Dans Z/pZ, la condition z = z~! équivaut & 1'équation 22 = T qui s’écrit en-

core (x — 1)(z + 1) = 0. Or Z/pZ est un corps, il est donc intégre et cette équation a
pour seules solutions 1 et —1 =p — 1.

(b) méthode
Dans le produit (p — 1)1 =1 x 2 x --- X (p — 1} on regroupe chaque facteur
avec son inverse dans Z/pZ.

= .y : - -1 e
Lorsque k est différent de son inverse £ = k , ces deux facteurs se simplifient 2 dans
le produit 1 x 2 x --- x p— 1. Une fois ces simplifications réalisées, il ne reste dans le
produit que les facteurs égaux a leur inverse, 4 savoir 1 et p — 1. On en déduit

(p—l)!:ixp—l:p-l donc (p—l)!+1=6.
(c) On suppose n > 2 et n diviseur de (n — 1)! + 1.

méthode
| On étudie les diviseurs de n.

1. Dans cette définition, on distingue le cas z = 0 pour la situation ol I’exposant u serait négatif.
Une alternative est aussi de remplacer u par u + g(p — 1) avec ¢ € N assez grand.

2. Dans Z/7Z, 6! =1 x 2 x 3 x 4 x 5 x 6. Dans ce produit 1 et 6 sont égaux 2 leurs inverses tandis
que 2 se simplifie avec 4 et 3 avec 5.

-
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Soit d un diviseur positif de n différent de n. Cet entier d figure parmi les facteurs
constituant (n — 1)! et divise donc ce nombre. Aussi, d divise n et donc divise (n —1)}!+ 1.
Par différence d divise 1 et donc d = 1. L'entier n n’est donc divisible que par 1 et

lui-méme, il est premier !.

.

Exercice 20 ** (Sommes de Newton dans Z/pZ)

Soit p un entier premier. On admet que le groupe des inversibles du corps Z/pZ est
cyclique 2. En discutant selon la valeur de k € N, calculer

T o

zcZ/pZ

J
a7

Solution

méthode
| On réordonne les termes de Sk par une permutation z — az avec a # 0.

Considérons a un élément non nul de Z/pZ. Cet élément étant inversible, l’a.pplicatioﬁ
x — ax est une permutation sur ’ensemble Z/pZ.
Les termes sommés étant identiques

Sk=2(a:c)k=2ax kz:c

z€Z/pZ TE€Z/pZ zEZ/pZ

k vaut 1 ou

On obtient donc la relation Sy = a*Si. Ceci améne & discuter selon que a
non.
Cas : k=0 [p — 1]. Le petit théoreme de Fermat assure que a

nul de Z/pZ. Dans ce cas un calcul direct de Sy est possible :

k¥ = 1 pour tout a non

S =0+ z 1=p-1.
kez/pZ\{0}
Cas:k#0 [p-1]. Un generateur du groupe cyclique des inversibles de Z/pZ définit 3
un élément a pour lequel a* # 1. Dans ce cas Si, = 0.

On peut retrouver ce résultat en introduisant de nouveau ¢ un générateur du groupe
des inversibles de Z/pZ et en menant le calcul d’une somme géométrique :

Ceci conduit de nouveau a discuter selon que la raison o* est égale & 1 ou non.

1. Ce résultat n’est pas un bon test de primalité car le calcul de {n — 1)! est coliteux.

2. Plus généralement, le groupe des inversibles d’un corps fini est cyclique : voir sujet 29 p. 65.

3. Le groupe des inversibles de Z/pZ comporte p — 1 éléments, un générateur de celui-ci est donc un
élément d’ordre exactement p — 1 et sa puissance k-ieme n’est alors pas égale au neutre.

- -
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rExer«:ice 2] ¥*¥
Soit p un nombre premier supérieur & 3.

(a) Quel est le nombre de carrés dans Z/pZ ?

(b) On suppose p = 1 [4]. Justifier que —1 est un carré dans Z/pZ en calculant de
deux facons la classe de congruence de (p — 1)!.

(c) On suppose p = 3 [4]. Montrer que —1 n’est pas un carré dans Z/pZ.

Solution

(a) méthode
En calculant les carrés dans Z/pZ pour de petites valeurs de p, on observe que,
en dehors de 0, chaque carré possede exactement deux antécédents.

Considérons 'application ¢: z — z? définie de Z/pZ vers lui-méme. Le nombre de
carrés dans Z/pZ correspond au cardinal de 'image de ¢. Dénombrons l'image de ¢ en
étudiant les antécédents des valeurs prises par cette application.

Soit x,y € Z/pZ. Dans le corps Z/pZ

p(z) =ply) <= (z—y)(z+y)=0
= r=youzr=—y.

Dans Im(yp), la valeur 0 posséde un seul antécédent, les autres éléments possédent deux
antécédents distincts'. On en déduit

Card(Z/pZ) = 1 + Z(Card(hn(cp)) - 1).

Il y a donc exactement z%l carrés dans Z/pZ.

(b) Comme détaillé dans le sujet 19 p. 57, (p — 1)! = =1 dans Z/pZ. Au surplus, en
posant n = P—;-l, on peut séparer le produit exprimant la factorielle en son milieu :

p—1)=TIx---xnxm+1)x---x(p—1)
X

coxnx (=n) x - x (—1) = (~1)"(n)2

Orp=1 [4] doncnest pairet —1=(p—1)= (n!)2 est un carré dans Z/pZ.

(c) Si ~1 est un carré de Z/pZ, I’application ¢ : z +» —z définit une involution sur
I'ensemble des carrés de Z/pZ. En effet, on a ¢ o ¢ = Idz/,z et un carré est transformé
en un carré car le produit de deux carrés est un carré.

Puisque 0 est le seul point fixe de cette application, on peut affirmer qu’il y a un
nombre impair de carrés dans Z/pZ. Or si p=3 [4], (p + 1}/2 est un entier pair : —1 ne
peut donc &tre un carré? dans Z/pZ.

1. Les éléments y et —y sont distincts car 2y = 0 implique ¥ = 0 puisque 2 est inversible dans Z/pZ.
Cette propriété n’est plus vraie quand p = 2.
2. On peut retrouver ce résultat & I’aide du petit théoréme de Fermat : si 'on peut écrire —1 = a?
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2.5.4 Fonction indicatrice d’Euler

Exercice 22 *
Montrer que, pour tout entier n 2> 3, ¢(n) est un nombre pair.

Solution

méthode
I On a p(mn) = p(m)p(n) lorsque m et n sont premiers entre eux.

Soit n € N avec n 2 3.
Cas : n posséde un facteur premier impair p. On peut écrire n = p“m avec m premier
avec p et &« € N*. On a alors

o(n) = o(p*)p(m) = (p™ — p*~o(m).

Puisque p® — p®~! est la différence de nombres impairs, c’est un entier pair et @(n) est
donc un nombre pair.

Cas : n ne posséde pas de facteurs premiers impairs. On peut écrire n = 2% avec o 2 2
auquel cas p(n) = 2! est encore un nombre pair.

Exercice 23 *
Soita€ ZetneNavecn > 2.

(a) On suppose a et n premiers entre eux, montrer a?™ =1 [n].

(b) On suppose ¢~ = 1 [n] et a? £ 1 [n] pour tout entier naturel d diviseur strict
de n — 1. Montrer que n est un nombre premier. '

NI

Solution

(a) L’ensemble des inversibles! de I'anneau Z/nZ est un groupe multiplicatif de car-
dinal ¢(n) et @ en est élément. On a donc @¥(™ =1, c’est-a-dire a¥™ =1 [n).

(b) méthode
|| On montre que ¢{n) =n — 1 ce qui assure que n est un nombre premier.

Notons que la propriété a®~! = 1 [n] impose que a et n sont premiers entre eux.
Introduisons d = (n— 1) Ap(n). Par une relation de Bézout, on écrit d = (n—1)u+p(n)v
avec u et v entiers. Par calculs? dans Z/nZ

at= (@ 1) (@™)’" =1 donc a*=1 [n).

avec a dans Z/pZ, on a (—=1){P~1)/2 = gP=1 =T ce qui entraine que (p — 1)/2 est un entier pair car —1
et 1 sont distincts.

1. On reproduit ici la démonstration du Th. 13 p. 41.

2. L'écriture des puissances u et v non nécessairement positives est possible car @ est inversible dans
I'anneau Z/nZ.
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Compte tenu des hypotheéses, 'entier d ne peut étre un diviseur strict de n — 1, il est
donc égal & n — 1. On en déduit que n — 1 divise ¢(n) et donc w(n) = n —1 car (n) est
toujours inférieur & » — 1. On peut conclure que n est premier.

- R
Exercice 24 **
Soit n un entier naturel non nul.

(a) Pour d diviseur positif de n, combien y a-t-il de k € [1;n] vérifiant kAn =d?

(b) En déduire
n=> o(d)
dln

ou la somme s'étend sur les diviseurs positifs de n.

Solution
{(a) On écrit n = dn' avec n’ € N*.

méthode

On met en correspondance les entiers k tels que k& A n = d avec les entiers k'
tels que ¥’ An' = 1.

Soit k € [1;n] vérifiant £ An = d. L’entier d divisant k, on peut écrire k = dk’ avec k’
dans [1;7']. De plus, d = k An = (dk'} A (dn') = d(k' An) donne k' An' = 1.
Inversement, si k = dk’ avec k' € [1;n'] tel que ¥’ An’ =1 alors k € [1;n] et

kAn=(dk'} A (dn') = d.

Ainsi, il y a autant de &k cherchés que de k' éléments de {1 ;n’] prem'iers avec n', a
savoir, p(n') = p(n/d).

(b} méthode

On dénombre les éléments [[1;n] en discutant selon la valeur que constitue
leur PGCD avec n.

Pour chaque k compris entre 1 et n, le PGCD d de k et n est un diviseur de n. On peut
alors écrire Pensemble [1;n] comme la réunion suivante

[[l;n]]:U{kel[l;n]]’k/\nzd}

d|n

ol les ensembles sont deux a deux disjoints. On en déduit

Card [1;n] = ZCard({k € [1;n] ‘ kAn= d}) puis n = Zcp(%)
dn

dln
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Enfin, lorsque d parcourt les diviseurs positifs de n, I’entier ¢ = n/d parcourt aussi cet
ensemble ce qui permet de réorganiser la somme et conclure

n=>_¢()

é|n

Exercice 25 **

Soit a,n € N au moins égaux & 2 et N = a™ — 1. Montrer que n divise p(N).

Solution

méthode
| On détermine l'ordre de @ dans le groupe des inversibles de Z/NZ.

Par définition de la valeur de N, on peut affirmer
=1[N] et VI<k<mn, a*#1[N].

On en déduit que @ est un élément inversible de ’anneau Z/NZ et, plus précisément,
que @ est un élément d’ordre exactement n dans le groupe multiplicatif des inversibles
de Z/NZ. Or ce groupe est de cardinal ¢(N) et, puisque l'ordre des éléments divise le
cardinal du groupe, on obtient que n divise @(NV).

2.6 Exercices d’'approfondissement

Exercice 26 *

Montrer que ’ensemble S des fonctions de R vers C developpa.bles en serle entlere
sur R est un anneau intégre pour les opérations usuelles. R

Solution

On montre que § est un sous-anneau de ’anneau (}' (R,C),+, x) des fonctions de R
vers C. Par définition, S est inclus dans (R, C) et il est entendu que la fonction constante
égale a 1 est développable en série entiere sur R. De plus, la différence et le produit de
deux fonctions développables en série entiere sur R I’est aussi?. L’ensemble S est donc
un sous-anneau de F(R, C} et c’est donc un anneau pour les opérations usuelles. Il reste
a montrer que celui-ci est intégre.

Soit f et g deux fonctions non nulles éléments de S. On note ) a,z™ et ) b 2" les
séries entiéres associées, chacune de rayon de convergence +oo.

méthode
I On introduit les plus petits entiers p et g tels que a, # 0 et b, # 0.

1. Une autre demonstratlon trés élégante de cette identité est la suivante : parmi les n nombres
rationnels 1 = %, o n, il y en a exactement ¢(d) dont Vécriture irréductible présente un dénominateur
égal A d et ce pour chaque d diviseur de n.

2. Voir section 9.3.1 du chapitre 9 de 'ouvrage Exercices d’analyse MP.
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La fonction f n’étant pas nulle, la suite (a,) n’est pas constante égale & 0 et I’on peut
introduire le plus petit entier p tel que @, est non nul. De méme, on introduit le plus
petit entier g tel que by # 0. Par produit de séries entiéres, on sait

+o00 +o0 +o0

Z AnZ" Z bz ) = Z Ccpz” avec ¢, = Z awbe.

n=0 n=0 =0 k+é=n
Puisque

Cp+q = Qobptq + -+ @p_1bgy1 + apbg + apy1bg_1 + -+ apygbo = apby # 0

=0 =0

les coefficients de la série entiére produit ne sont pas tous nuls. Par unicité des coefficients
d’un développement en série entiere, on peut affirmer que la fonction fg n’est pas nulle.

Finalement, le produit de deux éléments non nuls de S est non nul. Au surplus, S n’est
pas réduit & {0}, c’est donc un anneau intégre.

| Exercice 27 * (Déterminant de Smith)
Soit T = (t;,;) € Mn(R) la matrice de coefficients

't _J1 siidivisej
710 sinon.

Soit: aussi DeM, (R) 1a matrice diagonale de coefficients dlagonaux ©(1),...,¢(n)
ol ¢ deszgne la. fonctlon indicatrice d’Euler.

(a) Exprimer le coefficient d’indice (i, 7) de la matrice *TDT en fonction de i A 7.
~ (b) En déduire la. valeur du déterminant de la matrice de Smith

(1ALl 1A2 - 1Am\~
2/\1 2AN2 -+ 2An.

nAl nA2 --- nAn

Solution

(a} méthode
| n € N*est! la somme des ¢(d) pour d divisant n.

Le coefficient d’indice (i,7) du produit DT est ¢{i)t; ; et celui de la matrice ‘T DT

s'exprime alors
n
D teavK)te; = Y (k).
k=1 kli et k|j

1. Voir sujet 24 p. 61.
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Or les diviseurs communs 3 ¢ et j sont exactement les diviseurs de 7 A j et donc

Y teiplk)te; = > pk) =iAj.
k=1

k|ing

On a ainsi ‘TDT = S avec S la matrice introduite 3 la question suivante.

(b) La matrice T est triangulaire supérieure & coefficients diagonaux égaux a 1, elle
est donc de déterminant égal & 1 tout comme sa transposée. On en déduit

det(S) = det(*T) det(D) det(T) = det(D) = ﬁ o(k).
k=1

Exercice 28 *¥*
Déterminer les tables d’opérations sur F4 corps fini® 4 4 éléments.

Solution .

Hormis 0 et 1, le corps F; posséde deux éléments a et b. Son groupe des inversibles
F4 \ {0} posséde 3 éléments 1, a et b, il est donc? isomorphe & (Z/3Z,+). On en déduit
que I’élément b se confond avec a? et il est donc facile de former la table de multiplication
dans Fy :

o R = O X
o OO OlIo
TR = O
= o R OIR
0 = o O

méthode
| Pour déterminer la table d’addition, on observe 1+ 1 = 0 dans Fy.

(Fg,+) est un groupe a 4 éléments et donc 41 =1+ 1+1+1=0 (Th. 14 p. 8). Par
développement (1 + 1)(1+ 1) = 41 et donc (1 + 1)2 = 0. Tout corps étant intégre, on en
déduit 1 +1 = 0. Il en découle a +a = (1 + 1)a = 0 et de méme b+ b = 0. On peut alors
former une premiére table d’addition que 1’on compléte

+(0 1 a b +10 1 a b
00 1 a b 00 1 a b
111 0 puis 1/1 0 b a
a|a 0 ata b 0 1
blb 0 blb a 1 0

En effet, 1 + a ne peut valoir 1, ni a, ni encore 0, on a donc 1 + a = b. On compléte les
autres valeurs sachant que, sur chaque rangée, figurent tous les éléments du groupe une
fois et une seule.

1. Un théoréme hors-programme assure que, & isomorphisme prés, il existe un unique corps de car-
dinal p™ pour tout nombre premier p et tout » € N*. Au surplus, un corps fini a nécessairement un
cardinal de cette forme.

2. Voir le sujet 6 p. 12, ou plus généralement, le sujet suivant.
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[ Exercice 29 *** (Groupe des inversibles d'un corps fini)
On étudie le groupe (F*, x) des inversibles d'un corps fini F.

(a) Soit z un élément de F* d’ordre d € N* et y un-élément de F> verlﬁant y? = IF
Montrer que y appartient au groupe. engendre par .
On admetira que Von peut étendre' la théo'me des polynomes d ceux dont les coeffi-
cients appartiennent au corps F. :

(b) Pour d € N*, on note N (d) le nombre d’ élements d’ordre d dans ]F’< Justifier
N(d) < p(d) ol ¢ désigne la fonction mdlcatnce d’Euler :

(¢) En déduire que (F*, x) est un group_ eyclique.

Solution

(a) méthode
| v est racine du polynéme X¢ — 1f dont on connait d racines dans F.

L’élément x étant d’ordre d, les 2* pour k € J0; d—1] sont deux & deux distincts et tous
racines du polynome X ¢ — 1p. Celui-ci étant de degré d, il ne posséde pas d’autres racines.
Or I’élément y est racine de ce polyndme, c’est donc une puissance de z, c¢’est-a-dire un
élément du groupe multiplicatif (z) engendré par z.

(b) S’i1 existe un élément x d'ordre d dans F*, la résolution ci-dessus assure que
tous les autres éléments d’ordre d appartiennent au groupe {z). Or celui-ci est cyclique
de cardinal d donc isomorphe & (Z/dZ,+). Ce dernier groupe posséde exactement (d)
éléments d’ordre d. On peut donc affirmer que, si N(d) est non nul, on a N(d) = ¢(d)
et, si N(d) est nul, on a évidemment N(d) < ¢(d).

(c) méthode
| On dénombre F* selon V'ordre de ses éléments.

Posons n le cardinal de F*. Les éléments de ce groupe sont d’ordre d divisant n et il
y en a exactement N(d). On a donc une premiére égalité

n=>_ N(d

dln

Parallélement, on sait 2

N@) <o) et n=3 p(d

d|n

On a donc N(d) = ¢(d) pour tout d diviseur de n. En particulier, N(n) = ¢(n) # 0 et il
existe dans (F*, x} des éléments d’ordre n : ce groupe est cyclique.

1. En particulier, un polynféme a coefficients dans F ne peut avoir plus de racines dans F que son
degré.
2. Voir sujet 24 p. 61.
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Exercice 30 ***
Soit (A, +, X} un anneau.

(a) On suppose que 04 est la seule solution & 'équation 22 = 04 d’inconnue z € A.
Soit € € A vérifiant! e? = e. Montrer que e commute avec tout élément de A.

(b) On suppose z? = z pour tout z € A. Montrer que I'anneau A est commutatif.

(c) On suppose 2 = x pour tout z € A. Montrer que 3z + 3z? est nul puis que
lanneau A est commutatif.

(d) On suppose z* = z pour tout z € A. Montrer que 2z est nul puis que z + z°
commute avec tout y de A. En déduire que z? commute avec y et conclure que
Panneau A est commutatif.

Solution

(a} Soit = un élément de I'anneau A.

méthode

| On vérifie que ex et ze sont égaux & exe.

On observe
(ez — exe)® = (ex(l — e)).2 =ez(l—e)ex(l —e) =04.

——
=04

On en déduit ex = exe car seul 04 est de carré nul. Un calcul semblable montre ze = eze.

Notons que 'hypothése de cette question est remplie dans chacune des trois études qui
suit.

(b) L’hypothése 22 = z pour tout x € A signifie I'ildempotence de tous les éléments
de A : I'anneau est donc commutatif en vertu de I’étude ci-dessus.

(c) Soit * € A. En développant 1’égalité (14 + z)® = 14 + z et en simplifiant on
obtient? 3z + 3z% = 0,4.

méthode

| Les éléments z* et (1 + z)? sont idempotents.

Pour tout € A, I’élément =2 est idempotent car (m2)2 = z* = 232 = 2°. En rempla-
cant z par 14+, on peut aussi affirmer I'idempotence de (14 + z)2. Ainsi, 14 + 2z + 22
commute avec tout élément de A. Or 14 et 22 commutent aussi avec tout élément de A et
donc 2z commutent avec tout élément de A. Enfin, 3z = —322 commute avec tout élément
de A car 22 commute avec tout élément de A. On peut alors conclure que z = 3z — 2z
commute avec tout élément de A.

3

1. On dit que I'élément e est idempotent. 04 et 14 sont des exemples d’élément_s_ idempotents,
2. On ne peut pas a priori simplifier cette égalité par 3 : dans Z/3Z, on a 3x = O pour tout z!

-
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{d) Soit x € A.

méthode
| On applique ’hypothése z* = z & 1'élément —z.

Ona-z=(-z)!=2*=zetdonc2z=x+2z=0,4.

L’'élément z + z? commute alors avec tout élément de A car il est idempotent :
2
(z+2%) =22+ 223 + 2* =z +2°

S
=04 =T

Soit y € A. Puisque les éléments de la forme z + 2% commutent avec tout élément de A,
on peut affirmer que (z + y) + (z + y)? commute avec z. Sachant

z((z+y)+{z+y)?)=2° +zy+2° + 2%y + ayz +zy° et
((;r:+y)+(:r:+y)2)a::a:2+y:z:+a:3+$yx+ya:2+y2x

on obtient z%y = yz? aprés simplification et usage de I'identité x(y + y2) = ('y + yz)x.

2

Ainsi, £ commute avec tout élément de A puis z = (:z: + x2) — & aussi.

s ~

Exercice 31 ***
Soit m un entier supérieur & 3 et U le groupe des inversibles de I'anneau Z/2"Z.

2""* =1 [27] pour tout entier impair a.

(a) Montrer que a
(b) Le groupe (U, x) est-il cyclique ?
(¢) Trouver le plus petit entier £ > 0 tel que 3"" =1 [27].

(d Montrer que U est 1somorphe au groupe produit (Z/ 27 x 7 / 2““22 +)

hadozay £

Solution

(a) Par la factorisation a? — b2 = (@ — b)(a + b) on écrit

a2 1= (azn_3 + 1) (0,2"_3 — l).
En répétant cette factorisation
o 1=+ 1)@ +1).. (@ +1) (@ -1).

Il y an—1 facteurs dans ce produit et ceux-ci sont tous pairs car a est impair. De plus,
les deux derniers facteurs a + 1 et a — 1 sont des ent1ers palI‘S consécutifs : I'un d’eux est
divisible par 4. Au total, 2 divise a®* -1 et donc a®” =1 [27].

(b) Les éléments du groupe U = (Z/2"Z)" sont les k avec 2 A k = 1, ce sont donc
les classes des entiers impairs. Le calcul au-dessus assure que tous ces éléments sont
d’ordres inférieurs 4 27 =2, Or le groupe U & 2"~ ! éléments, il n’existe donc pas d’éléments
engendrant U : le groupe U n’est pas cyclique.

-
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(c) Puisque 2 et 3 sont premiers entre eux, 3 est inversible dans Z/2”Z, il s’agit alors

de déterminer l'ordre de 3 dans le groupe U. Puisque 32"~ =1 [27], cet ordre divise 2" ~2

et c’est donc une puissance de 2 : on I’écrit 2°. Par une écriture analogue a celle de la
premiére question

37 1=+ )BT +1)... (3% + 1)~

ol le produit comporte p+ 1 facteurs en tout. Les deux derniers facteurs sont 4 et 2. Les
k
précédents sont de la forme 3% + 1 avec k > 1.

méthode
" Pour k > 1, on vérifie 32" = 1 [4].

Ona32=9=1 {4 donc 32" = (32)" = 12" = 1 [4] et donc 32" + 1 nest
pas divisible par 4. En conséquence, la plus grande puissance de 2 divisant 3% — 1
est 272, Pour que 2™ divise ce nombre, il faut p > n — 2. L’élément 3 est donc d’ordre
exactement 2"~ 2 dans U.

(d) méthode
| =T est un élément d’ordre 2 n’appartenant pas au groupe engendré par 3.

L’élément —1 appartient bien 3 U et c’est évidemment un élément d’ordre 2. Modulo 8,
les puissances de 3 sont égales & 1 ou 3 mais jamais & —1. A fortiori, aucune puissance
de 3 n’est égale & —1 modulo 2" (rappelons que n est supérieur a 3).

Considérons ensuite I’application ¢: Z/2Z x Z/2"2Z -+ U définie par
o(k,8) = (—1)*3¢

en notant k et /£ les classes d’équivalence dans Z/2Z et Z/2"?Z.

L’application ¢ est bien définie (car —1 est d’ordre 2 et 3 d’ordre 2772) et & valeurs
dans U. L’application ¢ est clairement un morphisme du groupe (Z/2Z x Z/2"?Z, +)
vers (U, x). Etudions son noyau afin d’établir son injectivité.

Si (k,#) appartient & Ker(y), on a (—1)F = 37¢. Or =T n’appartient pas au groupe
engendré par 3 et donc k = 0 [2] puis 3° =T ce qui entraine £ = 0 [2n-2).

Finalement, le noyau de ¢ est réduit au neutre (0, 0) et le morphisme ¢ est injectif. Au

surplus, ¢ opére entre deux ensembles finis ayant le méme cardinal, c’est un isomorphisme
de groupes.



CHAPITRE 3

Compléments d’algebre linéaire

3.1 Extension du cours de premiere année

Le cours relatif aux polyndmes, aux espaces vectoriels, aux applications linéaires, aux
matrices et aux déterminants a été exposé en premieére année dans la situation ou le
corps K est égal a R ou C. 1l se reprend dans les mémes termes dans le cas plus général
ol K est un sous-corps de C.

3.2 Structure d’algebre

K désigne un sous-corps de C.

3.2.1 Définition

Définition

On appelle K-algébre tout quadruplet (A, +, X,.) formé d’un ensemble A, de deux
lois de composition internes + et x sur A et d’un produit extérieur (.) opérant de K
sur A tels que (4, +,.) est un K-espace vectoriel, (A, +, x} est un anneau et, pour
tout A€ Kettouszetyc A

(Az)y = AMay) = z(Ay).

Si de plus la multiplication est commutative, la K-algebre est dite commutative.
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Une algebre est donc la combinaison d’'une structure d’espace vectoriel et d’une structure
d’anneau avec une propriété de compatibilité calculatoire engageant la multiplication et
le produit extérieur.

K, K*, K[X] et F(X,K) sont des K-algébres commutatives usuelles.

M, (K) est une K-algebre. Elle est non commutative dés que n 2 2.

Si E désigne un K-espace vectoriel, L{F) est une K-algebre. Celle-ci est non commutative
des que la dimension de E est supérieure a 2. Dans lalgébre £(E) la multiplication
correspond a la composition des endomorphismes.

Par restriction du produit extérieur, tout espace vectoriel complexe peut se comprendre
comme un espace vectoriel! réel. De méme, toute algébre complexe peut s’interpréter
comme une algebre réelle. Plus généralement, si L est un sous-corps de K, toute K-algebre
est aussi une L-algebre.

3.2.2 Sous-algebres

Définition
On appelle sous-algébre d’'une K-algebre (A, +, X, .) toute partie B de A contenant 14
et vérifiant Az € B,z +y € B et xy € B pour tout A € K et tous z et y € B.

Une sous-algebre est donc a la fois un sous-espace vectoriel et un sous-anneau.

Théoréme 1
Si B est une sous-algebre d’une K-algebre (4,4, x,.) alors (B, +, x,.) est une
K-algébre ? de mémes neutres que A.

Si X est un ensemble quelconque, 'ensemble des fonctions bornées de X vers K est une
sous-algeébre de F(X,K), c’est donc une K-algébre.

3.2.3 Morphismes d’algébres

Soit (A, +, x,.) et (A’ +, X, .) deux K-algébres.

Définition
On appelle morphisme de algébre A vers 'algébre A’ toute application p: A —» A’
vérifiant ¢(14) = 14’ et, pour tous z,y € A et tout A € K,

p(Az) = Ap(z), oz +y)=ez) + o) et o(zy) = o)p(y).

Un morphisme d’algebres est a la fois une application linéaire et un morphisme d’anneaux.
En particulier, le noyau d’un morphisme d’algeébres est & la fois un sous-espace vectoriel
et un idéal.

Lorsqu’un morphisme d’algeébres p: A — A’ est bijectif, on parle d’isomorphisme d’al-
gebres et 'on dit que les algébres A et A’ sont isomorphes.

1. Si E est un C-espace vectoriel de dimension finie n, E est un R-espace vectoriel de dimension 2n.
2. Les lois +, x et (.) sur B sont définies par restriction des lois correspondantes sur A.
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3.3 Exercices d’apprentissage

3.3.1 Structure d’'algebre

[ Exercice 1
Soit © un endomorphisme d’un espace vectoriel £. On introduit le commutant de u

Cu={veL(E)|uov=vou}.

Montrer que C,, est une sous-algébre de l'algébre L(F) des endomorphismes de E.

\

Solution

méthode
Une sous-algébre est une partie contenant ! le neutre pour la multiplication et
stable par combinaison linéaire et produit.

Par définition, C, est une partie de l'algébre (L(E), +, 0, }. Elle contient le neutre pour
le produit de composition car uoIdg = u = Idg ou. De plus, pour A, u € K et v,w € C,,
on vérifie par opérations dans l'algébre des endomorphismes

vo (Av+ pw) = Muov)+ pluow) = Mvowu) + p(wou) = (Av+ pw) ou.

yo(vow)=(uov)ow=(voujow=vo(uow)=vo(wou)=(vow)ou.

On a donc Av + pw € C, et vow € C,. On peut conclure que C, est une sous-algebre
de L{E).

-

Exercice 2
Soit

(b) Vérifier que P'algébre E est risx,om te

Solution

(a) méthode
| Une sous-algébre est une algébre pour les lois restreintes (Th. 1 p. 70).

On montre que F est une sous-algebre de I'algébre réelle My(R) des matrices carrées
de taille 2.

1. On vérifie 'appartenance du neutre pour ia multiplication et non seulement le caractére non vide
ou 'appartenance du neutre additif.
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L’ensemble E est une partie de M3(R) et la matrice I, = M (1,0) appartient a E.
Soit A,p € Ret A, B € E. On peut écrire A = M(a,b) et B = M(c,d) avec a, b, ¢, d réels
et 'on vérifie par calcul matriciel !

M A puB = M(ha+pc, b+ pd) € E et AB = M(ac— bd,ad + be) € E.

La partie E est donc une sous-algébre de M3(R), c’est une algébre réelle pour les lois
usuelles. De plus, elle est commutative car, avec les notations précédentes, on observe
Pégalité AB = BA.

(b) Pour que la question ait un sens, on doit comprendre C comme une algébre réelle.
On introduit ’application ¢: C — E définie par

wla +ib) = M(a,b) pour a,beR.

méthode

Une application opérant entre deux algébres est un morphisme d’algébres lors-
qu’elle envoie le neutre multiplicatif sur le neutre multiplicatif et que 'image
d’une combinaison linéaire (resp. d'un produit) est la combinaison linéaire des
images (resp. le produit).

L’application ¢ opere entre les deux algebres réelles C et E. On a (1) = L, et, pour
tous A,z € R et z,2’ € C, on vérifie en écrivant z = a + ib et 2/ = ¢+ id avec a,b,¢,d
réels

p(Az + p2') = Mp(2) + pp(2') et p(z2") = p(e)p(2).
L’application ¢ est donc un morphisme d’algébres. De plus, ¢ est surjective car ses

valeurs sont exactement les M (a,b). Enfin, ¢ est aussi injective? car M(a,b) = O, si, et
seulement si, a = b = 0 et donc Ker(p) = {0}.

Finalement, ¢ est un isomorphisme d’algébres réelles.

Exercice 3
Soit z un élément d’une K-algébre (4,+,%,.) et P = ag + a1 X + -+ + g, X? un
polynéme de K[X]. On appelle waleur du polyhome P en z Pélément

P o ‘
P(z) = Zan:c"’ =apla+a1z+---+apz? € A
n=0
(a) Montrer que P’application E,: P+ P(z) détermine un morphisme d’algébres.
On dit qu’un polynéme P est annulateur de = si P{z) = 04.

(b} Que dire de I’ensemble des polyndmes annulateurs de ’élément z ?

A AR DA TN

IR

1. On peut aussi mener le calcul en écrivant M(a,b) = alz + bJ avec J = M(0, 1) vérifiant J? = —1,.
2. L’application ¢ est linéaire, on peut établir son injectivité en étudiant son noyau.

-
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Solution

(a) L’application F, est définie au départ de la K-algebre K[X] et a valeurs dans la
K-algébre A. Vérifions que E, envoie le polynéme constant égal & 1 sur 14 et que I'image
d’une combinaison linéaire (resp. d’un produit) est la combinaison linéaire des images
(resp. le produit).

Si P est le polyndme constant égal a 1, la formule définissant la valeur d’un polynéme
en z donne
E.(1) = 1z° = 14.
Soit ,u€eKet P=agg+a1 X+--+epXPet Q=by+b6X+---+b,X7 des polynbémes
de K[X]. Quitte & adjoindre des coefficients nuls a la description de ces deux polyndmes,
on peut écrire

max(p,q) p+q
AP+ u@Q = Z (Aap + ubp)X™ et PQ = Z cn X avec ¢, = Z arbe
n=0 n=0 k+€=n

ou la somme définissant ¢, s'étend sur les couples (k,£) vérifiant la condition k + ¢ = n
mais aussi k& € [0;p] et £ € [0;¢]. Par opérations dans Palgébre A, on a alors

max{p,q) max{p,q) max(p,q)
E;(A\P+4Q) =) (Aan + pba)2" =AY ana™ + ) bnz”
n=0 n=_0 n=0
P q
=AY anz" +p ) baa” = AEL(P) + pE.(Q)
n=0 n=>0
et
pt+g p+g p q
Eo(PQ) = 3 cn” = Z( 3 (asa*) (mf)) =y (Z(mkxmf))

n=0 n=0 \k+f=n =0 \¢=0

- (Z akl'k) (Z bexe) = Ez(P)E-(Q).

Ainsi, on peut affirmer que F, est un morphisme d’algébres.

(b) méthode
Le noyau d’un morphisme d’algebres est un sous-espace vectoriel et un idéal
de 'algebre de départ.

L’ensemble des polyndémes annulateurs d’un élément z est le noyau du morphisme
d’algebres E, c’est donc un sous-espace vectoriel et un idéal de K[X].

Les idéaux de K[X] étant les P K{X] pour P polyndme, on peut affirmer que, lorsque
I’ensemble des polynémes annulateurs de x n’est pas réduit au polyndéme nul, il existe
un unique polyndéme unitaire ! M, tel que les polynémes annulateurs de z correspondent
aux polyndémes multiples de M.

1. Le polynéme M, est alors appelé le polyndéme minimal de z.
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3.3.2 Matrices semblables

Exercice 4
Parmi les matrices suivantes, figure-t-il des matrices semblables ! ?
0 0 1 111 1 0 0 1 11
(ay{1 0 1 byfo 1 1 (¢)|1 1 O df1 10
1 11 0 01 111 01 1
Solution

On note respectivement A, B, C et D les quatre matrices introduites.

méthode

Deux matrices semblables ont le méme rang, la méme trace et le méme déter-
minant (les réciproques sont fausses).

Les quatre matrices sont de rang 3 et de déterminant 1 mais la matrice A est de trace
égale a 1 alors que les trois autres matrices sont de traces égales a 3 : la matrice A n’est
semblable & aucune des autres matrices.

méthode

Apres permutation des vecteurs de base, les matrices B et C figurent le méme
endomorphisme.

Soit E un espace de dimension 3 muni d’une base e = (ej, €2, e3) et u I’'endomorphisme
figuré par B dans e. Considérons la base e’ = (es,eq,€1) obtenue par permutation des
vecteurs de e. La matrice de v dans e’ est exactement ? C. Les matrices B et C sont donc
semblables.

méthode
Si deux matrices carrées M et N de taille n sont semblables, Al, + M et
AL, + N le sont aussi.

Par I'absurde, supposons les matrices B et D semblables. Il existe P inversible telle
que B = PDP'. Onaalors B—I3 = P(D —13)P~! et donc B — I3 et D — I3 sont
semblables. Or B — I3 est une matrice de rang 2 alors que D — I3 est de rang 3 : c’est
absurde. Les matrices B et D) ne sont donc pas semblables. Par transitivité de la relation
de similitude, les matrices C' et D ne sont pas non plus semblables.

Finalement, seules les matrices B et C sont semblables.

1. Deux matrices carrées de méme taille A et B sont semblables lorsqu’il existe une matrice P in-
versible vérifiant A = PBP~!. Par la formule de changement de bases, cela revient & signifier qu’elles
figurent le méme endomorphisme.

2. Les colonnes de la matrice de u dans e sont formées des coordonnées dans e’ des images des
vecteurs de e’ : permuter les vecteurs de la base permute les colonnes et les lignes.
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—

Exercice 5

Soit A € M3(R) une matrice non nulle vérifiant A2 = Q3. Etablir que A est semblable
a la matrice

0 0 0
B=1]1 0 0 ._
0 0 O l
- S ———— 4
Solution

La matrice B est une matrice non nulle de M3(R) vérifiant elle B?> = O3 : ce constat
est une nécessité pour affirmer que A puisse étre semblable & B mais ne démontre pas
que ceci a lieu!

méthode
On introduit un endomorphisme figuré par A et 'on recherche {souvent en
menant une analyse} une base dans laquelie cet endomorphisme est figuré
par B.

Soit a I’endomorphisme canoniquement ! associé & la matrice A. C’est un endomor-
phisme de E = R3 vérifiant @ # 0 et a? = 0 car A # O3 et A% = Q3.

Analyse : Supposons qu’il existe une base e = (e, ez, e3) dans laquelle la matrice de a
soit égale a B. Par les colonnes de la matrice B, on lit

a(el) = €2, a(eg) =0 et 0(83) =0g. (*)

Le choix du vecteur e; détermine le vecteur ez = a(e;). Ce dernier ne doit pas étre nul”
et e; est & choisir en dehors de Ker(a). En revanche, le vecteur ey doit appartenir au
noyau de a mais ceci est assuré car a? = 0. Enfin, le vecteur es doit aussi appartenir
au noyau de a et cet espace doit donc étre de dimension au moins 2. Vérifions cette
derniére propriété. Sachant a? = 0, on peut affirmer Im(a) C Ker(a). Or la formule du
rang donne rg(a) + dim Ker{a) = 3 et donc rg{a) = 1 et dim Ker(a) = 2 car a n’est pas
nul.

Ces conditions nécessaires étant étudiées, vérifions maintenant qu’il est possible de
construire une telle base.

Synthése : Soit e; un vecteur de F n’appartenant pas a Ker(a). Un tel vecteur existe
car I’endomorphisme a est non nul. Posons e; = a(e;) ce qui définit un vecteur non
nul appartenant au noyau de a car a? = 0. Enfin, complétons la famille libre (ez) en
une base (ez,e3) de Ker(a) ce qui est possible car cet espace est de dimension 2. Par
construction, les égalités (*) sont vérifiées. Il reste a justifier que la famille e = (e1, e, e3)
est une base de E. Il s’agit d’une famille de longueur 3 dans un espace de dimension 3,
il suffit de vérifier sa liberté.

Soit (/\1,/\2, )\3) € R3 tel que

Arel + Aqeq + A363 =0g. (A)

1. L’application linéaire canoniquement associée & une matrice A € M, »(K) est 'application linéaire
de K? vers K™ figurée par la matrice A dans les bases canoniques de KP et K”. C’est aussi 'application
qui & x € KP associe y = Az ou, dans ce calcul, on identifie vecteur de K? (resp. K™} et colonne
de My 1(K) (resp. de My 1(K)) formée des mémes coefficients.
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En appliquant a aux deux membres de ’égalité (A) on obtient Ajes = Og et donc Ay = 0.
La relation (A) se simplifie alors en Azeg + Azes = Qg et donc Ay = A3 = 0 car la
famille (e, e3) est libre. La famille e est donc libre.

Finalement, la famille e = (e, €2, e3) est une base de E dans laquelle 'endomorphisme a
est figuré par B : les matrices A et B sont semblables.

3.4 Exercices d’entrainement

3.4.1 Lorsque le corps de base est Q...

Exercice 6 **
(a) Le polynéme X° — 38X — 1 est-il irréductible dans Q[X]? dans R[X]?

(b) Mémes questions avec X* + 1.

Solution

(a) méthode
Un polyndme est irréductible dans K[X] lorsque ses seuls diviseurs sont les
polyndémes constants non nuls et ses polyndmes associés.

Par 'absurde, si le polynéme P = X3 — 3X + 1 n’est pas irréductible dans Q[X], il
est possible de Pécrire comme produit de deux polyndémes a coefficients rationnels non
constants. L'un d’eux est de degré 1 et détermine donc une racine r € Q de P. On écrit r
sous forme irréductible p/q (avec p € Z, g € N* et p A g = 1) et Pégalité P(r) = 0 donne
apres réduction au méme dénominateur

p° —3pg® - ¢* =0.

L’entier p divise p® — 3pg® et donc divise ¢® = ¢® x 1. Or p est premier avec g et donc
(par le lemme de Gauss) p divise 1, c’est-a-dire p = 1. Aussi, ¢ divise 3pg® + ¢* = p°
mais est premier avec p et donc ¢ = 1. Ainsi, » = £1. Cependant, ni 1, ni —1, ne sont
racines de P. C’est absurde. Le polynéme P est donc irréductible dans Q[X].

En revanche, il n’est pas irréductible dans R{X] car il est de degré impair et posséde
donc une racine réelle a : le polynéme X — a est alors un facteur non trivial de P.

(b) Bien qu’il ne posséde pas de racines réelles, le polyndéme @ = X* + 1 n’est pas
irréductible ' dans R[X] : on peut le factoriser en faisant apparaitre une différence de
deux carrés 2

X4+1=(X2+1)" -2x? = (X% - V2X + 1) (X2 + V2X + 1), (*)

1. Les polynémes irréductibles de R{X] sont les polynomes de degré 1 et les polyndmes de degré 2
sans racines réelles.

2. On peut aussi factoriser e polynéme dans C[X] et recombiner les facteurs conjugués pour former
la factorisation dans R{X].
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En revanche, le polyndéme @ est irréductible dans Q[X]. En effet, si D est un diviseur
non trivial de ¢ dans Q[X], c’est aussi un diviseur dans R[X]. Cependant, la facto-
risation (x) fournit la décomposition en facteurs irréductibles de @ dans R[X] et les
diviseurs non triviaux de Q dans R[X] sont donc les polynémes associés & X% —v/2X +1
et & X% 4+ v2X + 1. Le polynéme D ne peut étre de cette forme car /2 est un nombre
irrationnel.

[ Exercice 7 ** 1;'
On munit R de sa structure! de Q-espace vectoriel.
(a) Soit d € N*. A quelle condition la famille (l, \/3) est-elle libre 7

(b) Etablir la liberté de la famille (1,v2, V3, v6).

Solution

(a) méthode

Une famille est libre lorsqu’une combinaison linéaire nulle des vecteurs de
la famille est nécessairement écrite avec des scalaires tous nuls. Ici, on sera
attentif & ce que les scalaires sont des nombres rationnels.

Cas : d est le carré d'un entier n. On peut simplifier la racine et affirmer que la fa-
mille (1, \/8) est liée en vertu de la relation linéaire suivante

n 1+ {—1)Vd=0.
N S~
€Q €Q

Cas : d n'est pas le carré d'un entier. Soit (X, ) € Q2 tel que Al 4+ pv/d = 0. En rédui-
sant A et u & un dénominateur commun ¢, on obtient I’écriture

b
a+bVd=0 avec a,beZ,)\=§etp,=a.

On en tire a = —bV/d, puis, en élevant au carré, a? = b?d.

Si a ou b est non nul, Pautre est aussi non nul et les facteurs premiers de a? et b?
s’écrivent tous avec des exposants pairs. Il en est alors de méme pour d qui est donc
le carré d’un entier. Ceci étant exclu, on obtient (a,b) = (0,0) puis (A, ) = (0,0). La
famille (1,v/d) est alors libre.

Finalement, la famille (1, \/c_i) est libre? dans le Q-espace vectoriel R si, et seulement
si, d n'est pas le carré d’un entier.

1. Les vecteurs sont les nombres réels et les scalaires exprimant les combinaisons linéaires sont des
nombres rationnels. Le produit extérieur est la multiplication usuelle. Cet espace est de dimension infinie
(voir sujet suivant).

2. Pans le R-espace vectoriel R cette famille est assurément liée car comporte deux vecteurs en
dimension 1.
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{(b) Soit (&, 8,7,d) € Q* tel que a + BYV2 + vv3 + 6v/6 = 0. Aprés réduction des
rationnels a, 3,7, ¢ & un dénominateur commun ¢, on obtient V'écriture

a 7 ¢
a+bvV2+cV/3+dV6=0 avec abedeZ, a=- 8==,v=-et§=—.
q q q q
meéthode
On forme des relations sur a, b, ¢,d en isolant deux termes et en élevant au
Carré.

D’une part, (a + b\/§)2 = (cx/g + d\/g)2 et, en développant les carrés,
a? + 2abv/2 + 2b% = 3¢? + 6edV2 + 6d2.
La famille (l, \/5) étant libre, on peut identifier les rationnels en facteur de 1 et de v/2 :

a?+2b? =3c2+6d2 (1)
2ab = 3cd.

D’autre part, (a + c\/§)2 = (bv2 + a!\/é)2 et le méme raisonnement qu’au-dessus donne

a? + 3c? = 2b% + 642 (2)
{ 2ac = 4bd.
Aprés simplification, la somme des équations (1) et (2) donne a? = 6d? ce qui en-
traine a = d = 0 car 6 n’est pas le carré d’un entier. Aussi, la différence des équations (1)
et (2) conduit & b = ¢ = 0.
Finalement, la famille (1, /2, v/3, v6) est libre dans le Q-espace vectoriel R.

Exercice 8§ **
On peut énumeérer ! 'infinité des nombres premiers en ordre croissant afin de former
une suite (P ln>1 : 1 = 2, p2 = 3, ps =5, etc.

(a) Montrer que la famille (Inpy,)n31 est une famille libre du Q-espace vectoriel R.

T T A RV R T

(b) Que dire de la dimension du Q-espace vectoriel R?

\.
—ar TF R TR N Y T TR

Solution

(a) méthode
La liberté d’une famille infinie équivaut & la liberté de toutes ses sous-familles
finies.

Soit m € N arbitrairement grand. Il nous suflit d’établir la liberté de la sous-famille
finie (Inpy,...,lnp,).

1. L’ensemble des nombres premiers est dénombrable.
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Soit (A1,...,An) € Q" tel que Aylnp; + -+ A, Inp, = 0. En réduisant les nombres
rationnels A, ..., A, & un méme dénominateur g, on obtient I’écriture

@
oylnpy + - +aplnp, =0 avec arp €Z et Ay = Sk pour tout k € {1;n].
q

Par la propriété de morphisme du logarithme, on obtient 1’égalité

n n
ln(H pz") =0 puis Hpg" = 1.

Afin d’interpréter cette égalité dans le cadre de 'arithmétique des entiers, on sépare les
facteurs du produit selon le signe de o

[l pr= 1] »™

1€kgn 1€k€n
ar 20 <0

Les deux membres de 1’égalité correspondent a I'écriture d’un entier en produit de facteurs
premiers, ['unicité de la décomposition en facteurs premiers des entiers entraine ax = 0,
puis Ax = 0, pour tout k € [1;n].

La famille étudiée est donc libre.

(b) Le QQ-espace vectoriel R contient une famille libre infinie, il est donc de dimension
infinie.

3.4.2 Applications linéaires

7

Exercice 9 *
Soit f un endomorphisme d’un espace E de dimension finie vérifiant rg(f?) = rg(f).

(a) Etablir Im{f?) = Im(f) et Ker(f?) = Ker(f).
(b) Montrer que les espaces Im(f) et Ker(f) sont sup"plémenta.ires dans E.

Solution

(a) méthode |
On transforme les inclusions Im(f?) C Im(f) et Ker(f) C Ker(f?) en égalité
par un argument de dimension.

Soit y € Im(f2). Il existe un antécédent 2 € E tel que y = f?(z) et donc y est élément
de Im(f) car on peut écrire y = f(f(z)) = f(a) avec a = f(z) élément de E. Ainsi, on
a Pinclusion ! Im(fz) C Im(f). De plus, ’hypothese rg(f) = rg(fz) fournit 1’égalité des
dimensions et Pon peut affirmer Im(f?) = Im(f).

1. Plus généralement, on peut affirmer Im(g o f} C Im(g) pour tous f et g endomorphismes de E.

-
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Aussi, pour z € Ker(f), on a f(z) = 0g donc f?(z) = f(0g) = Og. Ainsi, on peut
écrire ! Ker(f) C Ker (fz) De plus, la formule du rang appliquée & f et f2 donne

dimE =rg(f) +dimKer(f) et dimE = rg(fQ) + dim Ker(fz).

On en déduit dim Ker(f) = dimKer(f?). Par inclusion et égalité des dimensions, on
conclut Ker(f?) = Ker(f).

(b) méthode

Il suffit de vérifier que Im(f) et Ker(f) sont en somme directe avant de conclure
avec un argument de dimension.

Soit z € Ker(f) NIm(f). On a f(z) = Op et l'on peut introduire un antécédent a € E
tel que z = f(a). On a alors f{f(a)) = f(z) = Og et donc a appartient au noyau de f2.
Or celui-ci se confond avec le noyau de f et donc z = f{a) = 0g. Ainsi, les espaces Im(f)
et Ker(f) sont en somme directe. De plus, la formule du rang donne

dim F = dimIm(f) + dim Ker(f)

et Pon peut conclure que les espaces Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires.

Exercice 10 *
Soit f un endomorphisme d'un espace E de dimension finie. Montrer

Ker(f) =Im(f) < (f*=0et dimE = 21g(f)).

Solution

méthode
Pour f,g € L({F), on sait

gof=0 <= Im(f) C Ker(g).

On raisonne par double implication.

( = ) Supposons Ker(f} = Im(f). D’une part, f? = 0 car? Im(f) C Ker(f). D’autre
part, la formule du rang donne dim £ = rg(f) + dim Ker(f) = 2rg(f) car les dimensions
de Ker(f) et Im(f) sont égales.

(<= ) Supposons f2 = 0 et dimE = 2rg(f). D’une part, Im(f) C Ker(f) car3
f o f =0. D'autre part, la formule du rang donne 2rg(f) = dim F = rg(f) + dim Ker(f)
et donc dimIm(f) = dim Ker(f). Par inclusion et égalité des dimensions, on peut con-
clure Im(f) = Ker(f).

1. Aussi, on peut affirmer Ker{(g) C Ker(f o g) pour tous f et g endomorphismes de E.
2. Pour tout z € E, f(x) est élément de Im(f) donc de Ker(f) et par conséquent f(f(zx)) = Og.
3. Tout y de Im{f) peut s’écrire f(z) avec z € F et alors f(y) = f(f(a:)) = Og donc y € Ker(Jf).
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Exercice 11 **
Soit f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie.

(a) Montrer
rg(go f) =rg(g) <= E =Im(f) + Ker(g).

(b) Montrer
rg(go f) =rg(f) <= Im(f)NKer(g) = {0z}.

Solution

(a) méthode
Sachant 'inclusion Im(g o f) C Im(g), ’égalité des rangs de go f et g signifie
I’égalité des espaces images.

On raisonne par double implication.

( <= ) Supposons E = Im(f) 4+ Ker(g). Soit y élément de Im(g). On peut introduire
un antécédent z € E tel que y = g(x) et écrire £ = a + b avec a € Im(f) et b € Ker(g):
On peut aussi écrire a = f(c) avec ¢ € E et alors

y = g(z) = g(a) + g(b) = g(a) = g(f(c)) € Im(go f).

Par conséquent, Im(g) C Im(g o f) puis Im(g) = Im(g o f) donc rg(g o f) = rg(g).

{ = ) Supposons rg(go f) = rg(g) et donc Im(g} = Im(g o f) : la force de cette hypo-
thése réside dans I'inclusion Im{g) C Im{go f) qui signifie que n'importe quel vecteur g(x)
peut s'écrire sous la forme g( f (a)) pour un certain vecteur a de F.

Soit z € E. Introduisons, un vecteur a tel que g(z) = g(f(a)) et considérons le vec-
teur b=z — f(a). Ona z = f(a)+bavec f(a) € Im(f) et b € Ker(g) car g(z) = g(f(a)).
Ainsi, E C Im(f) + Ker{g) et donc E = Im(f) + Ker(g) puisque Vinclusion réciproque
est entendue.

(b) méthode
Sachant linclusion Ker(f) C Ker(g o f), I’égalité des rangs de f et go f
signifient 1’égalité des noyaux.

On raisonne par double implication.

{ <= ) Supposons Im(f)NKer(g) = {0g}. Soit z un élément de Ker(go f). Pour celui-
ci, on a a la fois f(x) dans Im(f)} et dans Ker(g). On a donc f(z) = Og. On en déduit
Ker(go f) C Ker(f). L’autre inclusion étant immédiate, on obtient I’égalité des noyaux,
puis, par la formule du rang, 1’égalité des rangs de f et de go f.

(=) Supposons rg(g o f) = rg(f). A linverse du raisonnement précédent, on peut
affirmer Ker(go f) = Ker(f). Soit z € Im(f)NKer(g). On peut écrire z = f(a) aveca € E
et 'on a g(z) = 0g. On en déduit (go f)(a) = Og et donc a est élément de Ker(go f}, c’est-
a-dire de Ker(f). On peut alors conclure z = f(a) = 0g. Ainsi, Im(f) N Ker(g) C {0g}
et 'on conclut Im(f) N Ker(g) = {0g} car l'inclusion réciproque est entendue.
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[ Exercice 12 ** (Noyaux et images itérés)
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ et p € N.

(a) Montrer que si Ker(f?) = Ker(f?*!) alors, pour k € N, Ker(f?) = Ker(f***).
(b) Etablir la méme propriété avec les espaces images.

(c) Donner un exemple d’endomorphisme f pour lequel il n’existe pas d’entiers p
tels que Ker(f?) = Ker(f?+1).

(d) Méme question avec les espaces images.

HCL NI o A TETT T - e T TN g
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Solution

(2) On connait ! la croissance (au sens de I'inclusion) de la suite des Ker (7). Il s’agit
ici d’établir que la suite devient constante dés que deux noyaux successifs sont égaux.

Supposons Ker(f7*!) = Ker(f?).

méthode
On propage I'égalité Ker{fP*!) = Ker(f?) en écrivant

[P ) = P (fE ().
Soitz € EetkeN.Ona
s € Ker(f7*441) = f(2) € Ker(f7)
= f*(z) € Ker(fP)
< z € Ker(fP+*).

On en déduit Ker( fp""kH) = Ker ( f”'*'k). Par une récurrence facile, on peut conclure &
I’égalité Ker(fP+*) = Ker(f?) pour tout k € N.

(b) On connait la décroissance? de la suite des Im(f?). On montre ici que la suite
devient constante dés que deux images successives sont égales.

Supposons Im(fP+!) = Im(f7).
méthode
On propage I’égalité Im(fP*!) = Im(f?) par 'écriture
FPa) = 5 (f7(a)).
Soityc Eet k€N.Ona
y € Im(fP**) < 3z € Im(f7), y = f*(=)
< Jrelm(fP), y= =)
&> y € Im(fPritt).

1. Si fP(z) = Og alors fP+1(z) = f(0g) = Og : Voir le sujet 24 du chapitre 8 de I'ouvrage Erercices
d’algébre et de probabilités MPSL
2. Siy = fPti(z) alors y = fP(a) avec a = f(z).

-
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On en déduit Im(fP"*+1) = Im(f7**) et 'on peut alors conclure Im( fP+*) = Im(f7)
pour tout & € N.

(c) Dans un espace de dimension finie, les dimensions des noyaux itérés forment une
suite d'entiers majorée donc constante & partir d'un certain rang. Les noyaux sont alors
égaux a partir de ce rang. Un exemple tel que demandé ne peut alors étre trouvé qu’en
dimension infinie. Dans I’espace K[X], on peut proposer ’endomorphisme D de dérivation
pour lequel Ker(D?) = K,_;[X] pour tout p > 1.

(d) De la méme fagon, un exemple doit étre recherché en dimensioninfinie : ’endo-
morphisme %: P - X P dans K[X] convient ' puisque Im(y?) = XPK[X].

—

Exercice 13 **

Soit f,g,h € L(E) telsque fog=h,goh=fethof=g.
(a) Montrer que f, g et A ont méme noyau et méme image.
(b) Vérifier f° = f.

(c) En déduire que I'image et le noyau de f sont supplémentaires dans E.

Solution

(a) méthode
On emploie I’égalité f o g = h pour affirmer que le noyau de g est inclus dans
celui de h et I'image de A incluse dans celle de f.

Soit z élément de Ker(g). On a h{z) = (f o g)(z) = f(g(z)) = f(0g) = Og donc z
appartient & Ker(h). Ainsi, on a linclusion Ker(g) C Ker(k). De méme, 'égalité goh = f
donne Ker(h) C Ker(f) et ho f = g donne Ker(f) C Ker(g). On a alors les inclusions

Ker(g) < Ker(h) C Ker(f) C Ker(g)

et ’on peut conclure que les trois noyaux sont égaux.

Aussi, h = f o g entraine que les valeurs prises par h sont des valeurs prises par f. On
peut ainsi affirmer Im(Ah) C Im(f) mais aussi Im(f) C Im(g) et Im(g) C Im(k) car on a
respectivement f = goh et g = ho f. Les trois espaces images sont égaux.

(b) méthode
| On vérifie f? = g = hZ.
Par associativité f2 = (goh)o f = go (ho f) = g%. De méme, on a g*> = h? et alors

F=g*oh?of=go(goh)o(hof)=go(fog)=goh=f.

1. Les deux exemples précédents sont & rapprocher des endomorphismes qui transforment une suite
numériques (ug, ¥1, . . .) €n une suite obtenue par décalage, soit en perdant le premier terme (u1,u2,...),
soit en insérant un premier terme nul {0, ug, u1, . . .).
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(c) méthode
On vérifie ! par analyse-synthése que tout vecteur de E s’écrit de fagon unique
comme la somme d’'un vecteur de I'image et d’un vecteur du noyau.

Soit ¢ € F.

Analyse : Supposons = a + b avec a € Im(f) et b € Ker(f). On peut écrire a = f(c)
avec c € E et l'on a f4(z) = f3(c) = f(c) = a. Ceci détermine a puis b = z — a de fagon
unique.

Synthése : Posons a = f4(z) et b = z —a. On a immédiatement ¢ € Im(f) et z = a+b.
Reste a vérifier I'appartenance de b au noyau de f : ce qui résulte du calcul suivant :

f(b) = f(z) ~ f(a) = f(z} — £*(z) = 0g.

On peut conclure que les espaces Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires.

Exercice 14 **

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension n € N. Montrer

f est un projecteur <= rg(f) +rg(ldg — f) = n.

Solution
Raisonnons par double implication.

( =) Si f est un projecteur, les espaces Im(f) Ker(f)
et Ker(f) sont supplémentaires et f est la projec-
tion sur Im(f) parallelement & Ker{f). L’endomor-
phisme Idg — f correspond alors a la projection
complémentaire de f, ¢’est-a-dire la projection sur
Ker(f) parallelement & Im(f). On en déduit

Im(f)

rg(f) + rg(Idg — f) = dim Im{f) + dim Ker(f) = n.
( <= ) Supposons rg(f) + rg{ldg — f) = n.

méthode
| On vérifie que les espaces F = Im(f) et G = Im(Idg — f) sont supplémentaires.

Pour tout z € E, on peut écrire x = a+baveca = f(zr) € Fetb=2— f(z) € G.
Ainsi, EC F+Gpuis E=F+G. Or dimF +dimG = rg(f) +rg(ldg — f) = dim E et
donc £ = F & G.

L’écriture z = f(z) + (z — f(z)) apparalt comme l'unique fagon de décomposer un
vecteur z en la somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G. Puisque 'application f
associe & x le premier vecteur de cette écriture, elle se comprend comme la projection
sur F' parallelement a G.

1. §'il y avait eu une hypothése de dimension finie, on aurait pu établir que les espaces sont supplé-
mentaires en étudiant leur intersection et en employant la formule du rang : dim £ = rg(f) + dim Ker(f).

-
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Exercice 15 **
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel £ de dimension finie. Montrer

dim Ker(u o v) € dim Ker(u) + dim Ker(v).

T e CIMLaZ s s s

Solution

méthode
| On applique la formule du rang & la restriction de v au départ de Ker(u o v).

Notons v’ la restriction de v au départ de Ker(uowv). Celle-ci est une application linéaire
et la formule du rang appliquée a v’ permet d’écrire

dim Ker(u o v) = rg(v’) + dim Ker{v'). (%)
——

espace de départ

Cependant,
Ker(v') = Ker(v) N Ker(u o v)

et donc Ker(v') C Ker(v) ce qui entraine dim Ker(v") < dim Ker(v).

Aussi, les valeurs prises par v’ appartiennent & Ker(u) car, pour tout z € Ker(u o v),
on a u(v'(z)) = u(v{z)) = 0g. On a ainsi Im(v’) C Ker(w) et donc rg(v’) < dim Ker{u).
L’équation (x) donne alors la relation voulue.

Exercice 16. ** : _ _
Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E de di;me_ns_iozz;.ﬁnie.
(a) Déterminer la dimension de l'espace A = {f.€ LZ(E)| Im(f)-c F}.
(b) Déterminer la dimension de espace B = {f € L(E) |F C Ker(f)}

\

Solution
On vérifie dans les deux études que les parties A et B sont des sous-espaces vectoriels

de L{F) car non vides et stables par combinaisons linéaires.
(a) méthode

On peut calculer la dimension d’un espace en déterminant un isomorphisme
entre celui-ci et un espace de dimension connue.

Les endomorphismes dont 'image est incluse dans F' peuvent s’identifier aux applica-
tions linéaires de E vers F. Plus précisément, I’application ®: A — L{FE, F') qui associe
4 f € A sa restriction® f|£ au départ de E et & valeurs dans F est un isomorphisme
d’espaces vectoriels. On en déduit

dimA =dimL(E,F) =dimE x dim F.

1. Cette restriction est bien définie car I'application f prend ses valeurs dans F.

-
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(b} méthode
Une application linéaire est entiérement déterminée par ses restrictions li-
néaires sur des espaces supplémentaires.

Introduisons G un espace supplémentaire de F et, pour f € £(E), notons f|% et f|&
les restrictions de f au départ de F' et G et a valeurs dans E. Les éléments de B sont
exactement les endomorphismes dont la restriction au départ de F est nulle : ils sont
entierement déterminés par leur restriction au départ de G qui est une application linéaire
quelconque de G vers E. Ainsi, 'application ®: B — L(G,E) qui a f € B associe f|&
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. On en déduit

dim B = dim £(G, E) = (dim F — dim F') dim E.

méthode
| Une résolution matricielle de ce sujet est aussi possible.

Si 'on introduit une base de E dont les premiers vecteurs forment une base de F', les
endomorphismes des espaces A et B correspondent respectivement & ceux figurés dans e

par les matrices par blocs
* % ot 0 =
0 0O 0 =x

ou les blocs diagonaux sont carrés de tailles 7 et n — r avec n = dim F et r = dim F.

Exercice 17 **

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel que la famille (x, f (:c)) est liée
pour tout vecteur z de E.

(a) Justifier que, pour tout z € E, il existe un scalaire « tel que f(z) = az.

(b) En déduire que f est une homothétie vectorielle.

T

Solution

(a) Si z = O0g, n’importe quel scalaire & convient.
Sinon, la famille (x, f(z))} étant liée, il existe (A, u) # (0,0) tel que Az + pf(z) = Og.
Le scalaire 2 ne peut pas étre nul car z n’est pas le vecteur nul et le couple (A, x) n’est
pas le couple nul. On peut alors diviser par u et écrire f(z) = ax avec o = —A/p.

(b) A priori, le scalaire @ introduit! & la question précédente dépend de la valeur
de z. Pour souligner cette dépendance, notons le a, lorsque z est non nul.

méthode
| On montre que a; = a, en étudiant f(z +y).

Soit x et y deux vecteurs non nuls de E. Par linéarité, on a f(z +y) = f(x) + f(y) et
donc
Ozyy(T +Y) = 027 + oyy.

1. Lorsque z est un vecteur non nul, le scalaire a est déterminé de fagon unique. Lorsque z est le
vecteur nul, le scalaire o peut étre choisi de fagon arbitraire.
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Poursuivons ! en discutant selon que la famille (z,y) est libre ou non.
Cas : {z,y) est libre. L’égalité précédente donne la combinaison linéaire nulle

(ax+y — g )T + (ax+y - ay)y = Op.

On en déduit az4y — @z = Qpyy — @y = 0 donc a; = oy,
Cas : (z,y) est liée. On peut écrire y = Az avec A # 0 car x et y sont deux vecteurs
non nuls. On vérifie alors directement 1’égalité de a, et oy car

f) =y =z et fly) = f(Az) = Af(z) = Aaye.

Sachant A # 0 et z # Og, on conclut : oz = ay,.

Ainsi, Iapplication £ — «, est constante sur £ \ {Og}. Notons « la valeur de cette
constante. Pour tout vecteur z non nul, on a f(x) = ax et cette égalité est aussi valable
si x est le vecteur nul. Finalement, f est une homothétie.

Exercice 18 ***
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel £ de dimension finie.

Résoudre ’équation u o f = v d’inconnue f € L(F).

Solution

S’il existe un endomorphisme f tel que uo f = v, les valeurs prises par v sont nécessai-
rement des valeurs prises par u, c’est-a-dire Im(v) C Im(w). Supposons cette condition
remplie pour la suite. Pour résoudre I’équation « o f = v, on souhaite pouvoir inverser
I’endomorphisme .

méthode
Une application linéaire induit un isomorphisme entre tout supplémentaire de
son noyau et son image.

Soit S un espace supplémentaire de Ker{u) dans F et ¢ l'isomorphisme réalisé par la
restriction de u au départ de S et & valeurs dans Im{u). Considérons ensuite f; = p~low.
Cette application est bien définie car v prend ses valeurs dans Im(u) qui est ’espace
de définition de ~!. Par composition d’applications linéaires, on peut aussi affirmer
que f, est linéaire et 'on peut comprendre f; comme un endomorphisme de E. Enfin,
puisque @ ~! prend ses valeurs dans S et que u se confond avec ¢ sur S, on vérifie :

uofi=pop tov=u.
|
=Id1m(u)

Ainsi, f; détermine une solution de Péquation uo f = v.

méthode
L’obtention d’une solution particuliére & une équation linéaire permet de ra-
mener 'étude & la résolution d’une équation homogeéne.

1. Il n'est possible d'identifier les scalaires en facteurs de z et ¥ que si la famille (z, y) est libre.

-
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Pour f € L(FE),

uof=v &> uof=ucf
= uo(f-fi)=0
< Im(f — f1) C Ker(u).

Les solutions de 1’équation u o f = v sont alors les endomorphismes

f=FH+g avec g¢€ L(E) tel que Im(g) C Ker(u).

- 3.4.3 Produit matriciel

Exercice 19 *
Soit A € My, ,(K) et B € M, o(K). Etablir tr(AB) = tr(BA).

Solution

méthode

Le produit M N de deux matrices M et N est possible seulement si le nombre n
de colonnes de M est égal au nombre de lignes de N. Le coefficient général de
la matrice produit est alors?!

[MN], ; = Z [M]; x [N]i ;-

Les produits matriciels AB et BA sont tous deux possibles et déterminent des matrices
carrées. On peut donc calculer les traces étudiées.
D’une part, la matrice AB étant carrée de taille n,

tr(AB) = Z [AB]i,zf = Z(Z [A]i,j [B]j,i)' (*)
1=1

=1 \j=1

D’autre part, la matrice BA étant carrée de taille p,

tr(BA) = Z [BA]j,j = Z( [B]j,i [A]z‘,j)' ()
=1 1

Les termes sommés dans (x) et (xx) sont identiques et il suffit d’échanger les deux
sommes pour pouvoir affirmer tr(AB) = tr(BA).

[ Exercice 20 **
Soit A € M,(R). Pour M € M,(R), on pose p(M) = AM — MA.

(a) Vérifier que ¢ définit un endomorphisme de M, (R).

(b) Calculer la trace de ¢.

" T

1. {A]; ; est une notation possible pour désigner le coefficient d’indice (i,7) d'une matrice A.

-
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Solution
(a) L’application ¢ est bien définie de M, (R) vers lui-méme. Pour tous A;,A; € R
et My, My € M,(R) on vérifie o(A; My + AoMy) = Arp(M1) + Aop(Ms) car

A(/\lMl + )\QMQ) — (A]M; + )\gMz)A = /\1(AM] _— MlA) + )\Q(AMQ — MQA)

(b) méthode
| La trace d’'un endomorphisme est la trace d’une matrice figurant celui-ci.

Etudions la matrice représentant ¢ dans la base canonique de M,(R) constituée des
matrices élémentaires! F; ;. En introduisant les coefficients a; ; de la matrice A, on peut

écrire
n n
A= E ( E ai,jEi,j).
=1 \jy=1

méthode
On obtient le produit de deux matrices élémentaires? par la formule? :

1 sijg=k

Ez"jEk,g:(sj’kEi,g avec (Sj,k: .
0 sinon.

Pour (k,£) € [1;n]°

[£)

©(Ex,p) = z Z @i j Ei,jEk,E) - Z (Z ai,j Ex,e b j

=1 =1
I =0; kEi e =dz,i Ex j

n n
= E a;xEie — E ae; B ;.
=1 i=1

Les coeflicients diagonaux de la matrice figurant ¢ dans la base des matrices élémen-
taires sont les coordonnées des p(Ey ¢) selon Ey ¢ & savoir les ax  — age. La trace de ¢
est donc*

tr{yp) = Z Z(ak_k - G,g,g) =ntr(A) —ntr(A) =0
car k=3 \€=1
> (Z ak,k) = napx =ntr(A) et Z( a,g,g) =Y tr(A) = ntr(A).
k=1 \¢=1 k=1 k=1 \e=1 k=1

1. Une matrice élémentaire E; ; est une matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d’indice
(4, 7) qui vaut 1.

2. Ces matrices élémentaires doivent étre de types compatibles : E; ; de type {n,p), Ex ¢ de type
(p,q), le produit étant quant & lui de type (n,q). Voir sujet 1 du chapitre 9 de l'ouvrage Ezercices
d’algébre et de probabilités MPSI

3. 63,k est un symbole de Kronecker.

4. En fait, les endomorphismes M — AM et M — MA sont tous deux de trace ntr{A). Par des

calculs semblables, on peut aussi établir que la trace de I’endomorphisme M — AMA est (tr(A))z.
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3.4.4 Ensemble de matrices

[ Exercice 21 * (Le « corps » des quaternions)
On note H I’ensemble des matrices

M(a,b) = (_ag ;) avec a,beC.

(a) Montrer que H est une algébre réelle de dimension 4 pour les opérations usuelles.

(b) Vérifier que tout élément non nul de H est inversible dans H. .

BRS_meirn TR

Solution

(a) méthode
I On vérifie que H est une sous-algébre de I'algébre réelle My (C).

M5 (C) est une C-algébre de dimension 4 donc aussi une R-algébre de dimension 8.
L’ensemble H est une partie de My(C) contenant le neutre multiplicatif I (obtehu
pour a = 1 et b = 0). De plus, pour a,b,¢c,d € C et A, u € R, on vérifie par le calcul

AM{a,b) + uM{c,d) = M{da + pe, \b+ ud) € H
M(a,b)M(c,d) = M{ac — bd, ad + be) € H.

Ainsi, H est une sous-algébre de la R-algébre M5(C) et c’est donc une R-algebre. Enfin,
en introduisant les parties réelles et imaginaires des complexes a et b, on peut écrire

M{a,b) =tly + zJ + yK + 2L
avee t = Re(a), z = Im(a), y = Re(b), z = Im(d) et

i 0 0 1 0 i
=0 5) = (Gg) e (o)

H est I’ensemble des combinaisons linéaires réelles des quatre matrices! I, J, K et L.
Ces derniéres étant linéairement indépendantes, H est un espace réel de dimension 4.

(b) Soit (a,b) € C2. Etudions I'inversibilité de M (a,b) dans H.
Si M(a,b) # O2, on a (a,b) # (0,0) et det(M(a,b)) = |af* + [b° # 0. On en déduit
que la matrice M (a, b) est inversible dans M»(C). De plus, en introduisant sa comatrice,
on peut exprimer 'inverse de M (a,b) puis vérifier son appartenance a H :

1 " a b
e ()= (6 7)

a —b
N M(W ITSCRMN |b|2) i

1. On a les relations remarquables J2 = K2 = L? = -1y, JK =L, KL =Jet LJ =K.

(M(a,b) "
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Finalement, tout élément non nul de ’algébre H est inversible 1.

—

Exercice 22 ** (Matrices de permutation)

Soit 7 un entier au moins égal a 2. On appelle matrice de permutation associée a
une permutation ¢ de &, la matrice déterminée par

1 sit=3
0 sit#7.

(a) Vérifier P(o 0 0’) = P(0)P(¢") pour tous o et ¢’ dans &,,. .

P(O') = (5i’a(j))1$i,jgn & Mn(R) avec 61:’]' = {

(b) Calculer le déterminant d’une matrice de permutation.

(¢} Justifier t(P(a)) = P(o™') pour toute permutation o € S,,.

Solution

{a) méthode
| On interpréte? P(c) comme la matrice d’un endomorphisme simple a décrire.

Soit 0 € S,, et u, 'endomorphisme de R™ canoniquement associé & P(¢). En notant
e = (e1,...,e,) la base canonique de R", on a u,(e;) = e,(;) pour tout 1 < j < n.

Pour ¢ et ¢’ € S,, 'endomorphisme canoniquement associé & P(o}P(¢’) est uy 0 Ugs.
Or, pour tout j € {1;n],

Ug 0 Uo' (€5) = Uz (€07(j)) = €o(o(j)) = €ooot(j)-

Une application linéaire étant complétement caractérisée par I'image d’une base, on ob-
tient u, 0 Uy = Ugoyr puis P(o)P(c’) = P(o oo’).

(b)Soit ¢ € S,. Le déterminant de la matrice P(o) est aussi celui de u,. Par la
propriété d’antisymétrie du déterminant d’une famille de vecteurs, on obtient
det(P(0)) = det(uy) = dete (€p(1), - - -, €a(m)) = €(0) detelen, ..., en) = (o).

— —

=1

(c) Soit o € Sh.

méthode
| L’inverse d’une matrice orthogonale est sa transposée.

La matrice P{o) est orthogonale car ses colonnes sont unitaires et deux & deux orthogo-
nales. La transposée de P(o) est donc son inverse. Aussi, on a P(¢)P(0™!) = P(1d) =1,
et P(oc™!) est I'inverse® de P(c). On en déduit I’égalité proposée.

1. La multiplication sur H n’est pas commutative et donc H n’est pas un corps dans le sens od ce
concept est défini dans le cours.

2. On peut aussi calculer le coefficient général de la matrice produit P(c)P(¢’) et y simplifier le
produit des symboles de Kronecker.

3. L'application qui & ¢ € Sy associe P(o) € GL,(R) est un morphisme de groupes : il transforme
Pinverse en 'inverse.
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[ Exercice 23 *** (Matrice stochastique)

On dit qu'une matrice A = (a; ;) € M,(R) est stochastique si tous ses coefficients
sont positifs et si

n
Zai,j =1 pour tout i € {1;n].
=1
(a) Montrer que 1’ensemble des matrices stochastiques de taille n est stable pour la

multiplication des matrices.

(b) A quelle condition une matrice stochastique est-elle inversible tout en ayant
pour inverse une madtrice stochastique ?

Solution

(a) Soit A = {a; ;) et B = (b;,;) deux matrices stochastiques de taille n. Vérifions que
la matrice C = AB = (c; ;) est aussi stochastique.
Pour tous ¢ et j dans [1;n], on a

n
Ci’j = E aiykbkaj'
k=1

Par somme de produits de réels positifs, on peut affirmer que les coefficients de C sont
tous positifs. Au surplus, pour tout 7 € [1;n], on peut écrire en échangeant les deux
somimes

Zcz,j = Z(Z ai,kbk,j) = Z(ai,k Zb’W) = Za""‘ =1.
j=1 k=1

i=1 \k=1 k=1 =1
L
=1

La matrice C est donc stochastique .

(b) Analyse : Supposons la matrice A = (a; ;) € M,(R) stochastique et inversible
d’inverse B = (b; ;) elle aussi stochastique. Pour tous ¢ et j € [1;n], on a

ia_ b 1 sii=j
LRI T 0 sii#

méthode
| On montre que la matrice A comporte un et un seul 1 sur chaque ligne.

Soit ¢ € [1;n]. Pour tout k € [1;n], onaa;x 2 0 et by ; < 1 donc a; xbr; < a;x. En
sommant ces inégalités pour & allant de 1 & n, on obtient

n n
1= Zai,kbk,i < Zai,k = 1.
k=1 k=1

1. En notant J la colonne de hauteur n dont tous les coefficients sont égaux a 1, la condition sur la
somme des coefficients de A se relit AJ = J ce qui permet une justification rapide : ABJ = AJ = J.
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Les inégalités a; xbx; < a;r sont donc toutes des égalités et I'on peut affirmer que,
pour tous les indices ¢ et k de [1;n], on a a;x = 1 ou by; = 0. Puisque la matrice B
est inversible, elle ne posséde pas de colonne nulle et, done, pour chaque 7 de [1;n], il
existe k dans 1;7] tel que by ; # 0 ce qui entraine a;x = 1. De plus, les coefficients de
Ja i-eme ligne de A sont positifs et de somme 1 : en dehors de I'élément d’indice &, tous
les autres éléments de la i-eme ligne de A sont nuls.

Résumons, pour chaque indice ¢ de [[1;n], il existe k& dans [1;n] tel que a,x = 1
et a;; = 0 pour tout j € [1;n] tel que j # k. Posons alors o(¢) = k ce qui détermine
une application ¢ de [1;n] vers lui-méme telle que a; ; = d,(;),; pour tous les indices 1
et 7. De plus, Papplication ¢ est injective car la matrice A ne peut posséder deux lignes
identiques puisqu’elle est inversible. L’application ¢ est donc une permutation de 1;7]
vérifiant A = (6o(i),j)-

Synthése : Inversement, une telle matrice est inversible et son inverse ! est B = (61-‘,,( j))
qui est une matrice stochastique.

Finalement, les matrices stochastiques inversibles d’inverse stochastique sont les ma-
trices de permutation.

3.4.5 Rang d'une matrice

Exercice 24 *
Soit G une partie de M;,(K) telle que (G, x) soit un groupe?.

Que peut-on dire du rang des matrices de G?

Solution

méthode
| Le rang commun des éléments de G est le rang du neutre de (G, x).

Notons J 'élément neutre du groupe (G, X) et considérons A un élément quelconque
de GG. Puisque le rang d’un produit de deux matrices est inférieur aux rangs des facteurs
qui le constituent, on a

rg(A) = rg(AJ) < rg(J).

De plus, la matrice A est inversible® dans le groupe (G, x). On peut donc introduire une
matrice B € GG telle que AB = J et alors

rg(J) = rg(AB) < rg(A4).

On en déduit rg(A) = rg(.J) : tous les éléments de (G, x) ont le méme rang.

1. Voir le sujet précédent, 4 est la matrice de la permutation o1,

2. On ne suppose pas a priori que G soit un sous-groupe de GLy (K). En particulier, le neutre du
groupe (G, x) peut étre différent de la matrice I,.

3. On ignore st la matrice A est inversible dans M, (K) et elle ne ’est pas quand J # 1.

-
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Exercice 25 *

Soit A € M, ,(K) une matrice de rang r. Montrer qu’il existe des matrices B et C,
respectivement dans M, ,(K) et M, ,(K), telles que A = BC.

TN S Qs TN ETE b

Solution
Puisque de rang r, la matrice A est équivalente ! 4 la matrice

I, 0O
5= (G 5) € MalE)
ou les 0 désignent des blocs nuls de tailles appropriées. On peut donc introduire des

matrices P € GL,(K) et @ € GL,(K) telles que A = QJ,.P~1.

méthode
On décompose la matrice J,. sous la forme demandée et 'on adapte cette
écriture a la matrice A.

Introduisons les matrices

K= (10) € Mp(K) et L=(I, 0)e M, y(K).

Par produit par blocs, on vérifie J, = KL et, en introduisant B = QK € M, (K)
et C = LP~! € M, ,(K), on obtient 1’écriture A = BC avec B et C qui ont les types
voulus 2.

Exercice 26 **
Soit A € M, (R) une matrice de rang r. Déterminer la dimension de I’espace

{B e M,(R)| ABA=0,}.

YT T ETTE

Solution
L’ensemble étudié est le noyau de ’endomorphisme B — ABA défini sur M, (R), il
s’agit bien d'un espace vectoriel comme 'affirme 'énoncé du sujet.

méthode
On transforme 'étude en une étude équivalente ol la matrice A devient la
madtrice J,..

On introduit des matrices P et Q@ € GL,(R) vérifiant A = QJ,.P~! et alors

ABA =0, < QJ.P 'BQJ.P =0,

< J.P'BQJ, = O,.

N s’
=M

1. Deux matrices A, B de méme type sont équivalentes dans My, (K) lorsqu’il existe des matrices
inversibles P et @ de Mn(K) telles que A = QBP~'. Il revient au méme de dire que les matrices A
et B ont le méme rang.

2. Lorsque i{a matrice A est de rang 1, on obtient Uécriture A = Y !X avec X et Y colonnes : on
pourra comparer cette résolution a celle du sujet 25 du chapitre 9 de 'ouvrage Ezxercices d’algebre et de
probabilités MPSI.
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L’application B — P~1BQ définit un isomorphisme de {B € M,(R) J ABA = On}
vers {M € Mn(R) | ;M J, = O,}.
méthode

On détermine les matrices M € M, (R) vérifiant J, M J,. = O,, en raisonnant
par blocs.

On écrit la matrice M par blocs

My Mg
M= (M2,1 Mz,z) avec M1‘1 < MT[R)

On obtient alors aprés calculs par blocs
JMJ. =0, <= M, =0,.
Les matrices M vérifiant J.M J, = O, sont donc celles de la forme
()
*

Ces matrices constituent un espace de dimension! n?

n? — r? et par isomorphisme

dim{B € M,(R) | ABA=0,} =n® -1

3.4.6 Matrices semblables

e N\

Exercice 27 *

Soit A € M,(R) une matrice non nulle telle que les espaces Im(A) et Ker(A) sont
supplémentaires. Montrer que la matrice A est semblable & une matrice de la forme

7
(13 g) avec A’ € GL.(R)

(ou les 0 désignent des blocs nuls de tailles appropriées).

v i e oo ki

Solution
Soit a ’endomorphisme de E = R™ canoniquement associé & la matrice A. Par hypo-
these, on a £ = Im(a) ® Ker(a).

méthode
| On introduit ? une base adaptée a la supplémentarité de Im(a) et Ker(a).

1. On détermine la dimension de cet espace en dénombrant les matrices élémentaires qui en constituent
une base.

2. Le cadre hypothétique invite directement & introduire une telle base. Cependant, une « petite »
analyse est aussi possible et fait observer que r doit étre e rang de A, que 'image de a est incluse dans
. I'espace engendré par les r premiers vecteurs de la base et que les derniers vecteurs doivent appartenir
au noyau de a.
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Posons r le rang de a, {e;,...,€,) une base de I'image de a et (e.,,...,e,) une base
de Ker(a). La famille e = (e;,...,ey) est une base de E adaptée & la supplémentarité
de Im(a) et Ker(a). Formons la matrice de a dans cette base.

Pour tout 7 € [1;7], les vecteurs a(e;) appartiennent & 'image de a et sont donc combi-
naisons linéaires des vecteurs ej, ..., e, : leurs coordonnées selon les vecteurs €41, - -, €n
sont toutes nulles.

Pour tout j € [r + 1;n], les vecteurs a(e;) sont nuls donc de coordonnées nulles.

La matrice de a dans la base ¢ est donc de la forme

A0 p
(0 0) avec A € M.(R).

Enfin, cette matrice est de rang r = rg(a) et donc! rg(A’) = r ce qui assure que la
matrice A’ est inversible?.
Finalement, A est semblable & une matrice de la forme proposée avec r = rg(A).

—

Exercice 28 **
Soit A € M,(K) vérifiant A®~1 # O, et A" = O, Etablir que A est semblable 4 la
matrice
0 (0)
B=|!
| 0y 1 o
Solution

Soit @ 'endomorphisme de £ = K" canoniquement associé & la matrice A. Les hypo-
théses A” = O, et A"~ #£ O, se traduisent par a® =0 et a® ! #0.

Analyse : Supposons qu’il existe une base e = (ey,..., €,) dans laquelle la matrice de a
soit égale & B. Sur les colonnes de B on lit

a(er) = ez, alez) =es3, ..., alen—1)=¢, et ale,)=0g. (*)
Ainsi, le choix du vecteur ¢; détermine I’ensemble des autres vecteurs de la base
€y — a(el)
€3 = 32(81)

()

en =a""1(er).

méthade
Le vecteur e; doit étre choisi en dehors® de Ker{a" !} car aucun des vec-
teurs eg, ..., e, ne doit étre nul pour que la famille e puisse étre libre.

1. On ne modifie pas le rang d’une matrice lorsque I’on retire des rangées nulles de celle-ci.
2. Puisque Im(a} est un supplémentaire de Ker(a), ’endomorphisme ¢ induit un isomorphisme de
Im{a) vers lui-méme : la matrice A’ figure cet isomorphisme.
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Le vecteur e; doit aussi étre choisi tel que a{e,) soit nul mais cette condition est
automatiquement remplie car ¢ est I’endomorphisme nul.
Vérifions maintenant qu’il est possible de construire une telle base.

Synthése : Soit e; un vecteur de E n’appartenant pas & Ker(a”') {ce qui est pos-
sible car a™~! est non nul). Introduisons ensuite les vecteurs es,. .., e, définis par (**).
Par construction, les égalités (x) sont toutes satisfaites. Il reste & justifier que la fa-
mille e = (e1,...,e,) est une base de K™. Il s’agit d’une famille de longueur n dans un
espace de dimension n, il suffit d’établir sa liberté.

Soit (A1,...,An) € K" tel que
A€ + Ageg + -0 - + Ape, = 0g.
Ceci revient & écrire
Are; + doaler) + -+ + Apa™ Hey) = Og. (D)
En appliquant a aux deux membres de 'identité (A), cette équation se réduit a
Maler) + Aea®(er) + - + Ap_1a™ He) = 0g  car a™(e;) =0g.
En répétant plusieurs fois cette manipulation, on formé le systéme suivant :

(Aer+Agale)) + -+ Apm1a™ 2He)) + Ana™(ey) =0g
)\1&(81) + 0t )‘n—QGH_z(el) + /\n_lan‘l(el) = OE

)\10,""2(81) + )\2&“'1(61) =0g
/\10.7%*1(61) =0g.

\

Sachant a™~1(e;) non nul, la derniére équation donne A\; = 0. Ceci permet de simplifier
I’équation précédente et d’obtenir Ay = 0. Ainsi, de proche en proche, on acquiert la
nullité de tous les A; : la famille e est libre et c’est donc une base de E.

Finalement, la famille e est une base dans laquelle 'endomorphisme a est figuré par B,
on peut affirmer que les matrices A et B sont semblables.

Exercice 29 *¥

Soit A € Mg(R) une matrice non nulle vérifiant 43 4+ A = Q3. Montrer que A est
semblable & la matrice .

0 -1 0
B=11 06 0
0 0 0

3. On sait Ker(a) C Ker(a®} C ...Ker(a™~") : choisir e; ¢ Ker(a®~'), assure non seulement la
non-nullité de e, mais aussi ceiles de e3, e3, etc.
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Solution

Soit a I’endomorphisme de £ = R? canoniquement associé & la matrice 4. Cet endo-
morphisme est non nul et vérifie a®> +a = 0.

Analyse : Supposons qu’il existe une base e = (ej, ez, e3) dans laquelle B est la matrice
de a. Par les colonnes de la matrice B, on lit

ale;) = ez, ales) = —e; et alez) =0g. (%)

On en déduit
ey € Ker(a2 + IdE), ep = afe;) et e3 € Ker(a).
méthode
| On vérifie que les noyaux de a? + Idg et a ne sont pas réduits au vecteur nul.

D’une part, a® +a = (a2 + IdE) oa = 0 et donc Im{a) C Ker(a2 + Idg). Or 'endo-
morphisme a n’est pas nul et par conséquent Ker (a2 +1dg) # {0g}.

D’autre part, si par I'absurde Ker(a) est réduit au vecteur nul, ’endomorphisme a est
bijectif et ’on peut simplifier I'identité a® + @ = 0 en composant par a~! pour obtenir
égalité a® + Idg = 0. En exploitant le déterminant, on obtient I’absurdité

det(a®) = det(~Idg) E—:naz(_l)s =—1 et det(a®)= (det;(a))2 > 0.

On peut donc affirmer que Ker(a) n’est pas réduit au vecteur nul.

Syntheése : Les espaces Ker (a2 +1d 5) et Ker(a) n’étant pas réduits au vecteur nul, on
peut introduirc des vecteurs non nuls e; et ez leur appartenant. Posons de plus ez = a(e;).
Ces trois vecteurs vérifient les relations (*). Il reste & justifier que la famille e = (ey, e2, e3)
constitue une base de E. Puisqu’il s’agit d’une famille de trois vecteurs en dimension 3,
il suffit d’en étudier la liberté.

Soit (A1, Az, Az) € R? tel que

Ar1€1 + Agen + Azes = 0g. (A)
En appliquant deux fois a & cette relation, on obtient

{ Arez — Age; = O (1)
—)\181 - /\282 = OE (2)

La combinaison d’équations Az(1)+A1(2) donne — (A24A3)e; = Og. Puisque le vecteur e;
a été choisi non nul, on obtient A2 + 3% = 0 puis! A; = Ay = 0. La relation (A) se simplifie
alors en Azez = Og ce qui donne A3 = 0 puisque le vecteur ez a été choisi non nul.

Finalement, la famille e = {e;, 2, €3) est une base de E et la matrice de a dans celle-ci
est celle voulue : les matrices A et B sont semblables.

Exercice 30 ***
Soit A et B dans M, (R) telles qu’il existe P € GL,(C) vérifiant A = PBP~ .
Montrer ? qu'il existe Q € GL,(R) telle que A = QBQ".

1. Car A1 et A2 sont des réels : le sujet n’est pas valable dans le cadre des matrices complexes, la
matrice il3 vérifie ’hypothése sans vérifier la conclusion.

2. Les matrices réelles A et B sont scmblables sur C, il s’agit ici de montrer gu'elles sont aussi
semblables sur R.
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Solution

L’égalité A = PBP~! donne AP = PB dans laquelle nous allons identifier les parties
réelles et imaginaires. Notons R la matrice formée des parties réelles des coefficients de P
et S celle formée des parties imaginaires. L’égalité AP = PB avec P = R+ 15 donne

AR +i1AS = BR+iBS.

Les matrices A et B étant réelles, on peut identifier les parties réelles et imaginaires
des deux membres pour obtenir AR = BR et AS = BS avec R et S matrices réelles.
Cependant, bien que la matrice P soit inversible, rien n’assure que R ou S le soit *.

méthode
| On définit Q inversible de la forme Q = R + z.5 avec z € R bien choisi.

Pour tout z € R, on a AR + zAS = RB + zS8B ce qui donne AQ = B@). Aussi, I'ap-
plication z — det(R + zS) est une fonction polynomiale?. Celle-ci n’est pas nulle car on
peut ’évaluer le polyndme associé en z = i et 1'on sait det(R+15) = det(P) # 0. Il existe
donc un réel z tel que det{ R + zS) # 0. On peut alors conclure : la matrice Q = R+ xS
est inversible, réelle et permet d’écrire A = QBQ™L.

Exercice 31 ***
Soit A € M,(R) de trace nulle. Montrer que A est semblable a une matrice de
diagonale nulle.

A

Solution

méthode
| On raisonne par récurrence sur la taille de la matrice.

Montrons par récurrence sur n € N* que toute matrice de M,(R) de trace nulle est
semblable a une matrice de diagonale nulle.

Pour n = 1, A est une matrice carrée de taille 1 et de trace nulle, c’est la matrice
nulle et elle est donc de la forme voulue. Supposons la propriété vraie au rang n > 1.
Soit A € Mu;1(R) une matrice de trace nulle et f I’endomorphisme de £ = R*'!
canoniquement associé. Cet endomorphisme est de trace nulle.

Si f est une homothétie vectorielle, c’est-a-dire s’il exisie A € R tel que f = Aldg,
alors tr(f) = (n + )X et donc A = 0 puis f = 0. La matrice A est alors nulle et la
propriété voulue est immédiate.

Sinon, il existe au moins un vecteur e; € E tel que f(e;) n’est pas colinéaire & e;.
Posons alors e; = f(e;). La famille (eq, e2) est libre et peut &tre complétée en une base
de K. La matrice de f dans celle-ci s’exprime
0 * ek
Q

B= avec A’ € M,(R).

. A;
6

1. La matrice P = {} 9) est inversible mais ni sa partie réelle ni sa partie imaginaire le sont.

2. On s’en convainc par la formule définissant le déterminant ou en calculant celui-ci par développe-
ments successifs selon une rangée.

3. Voir sujet 17 p. 86.
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La matrice A est semblable & B et tr(A’) = tr(B) = tr(A) = 0. Par hypothese de
récurrence, la matrice A’ est semblable & une matrice de diagonale nulle ¢t 'on peut

écrire
0 ()
PIAP = € Mp(R) avec P € GL,(R).

(x) o

On introduit alors la matrice @ carrée de taille n + 1 définie par blocs :

Qz([l) 2,)

Puisque P est inversible, la matrice () est inversible avec

- i 0
Q 1:(0 P—l)'

Un produit par blocs permet de vérifier

N CY
e'Be=| . |
(*) o
La matrice B est donc semblable a une matrice de diagonale nulle et par conséquent A

aussi.
La récurrence est établie.

Exercice 32 **

Soit D € M, (R) une matrice diagonale a coefficients diagonaux deux & deux distincts
et ¢ Pendomorphisme de M, (R) défini par ¢(X) = DX — XD.

(a) Déterminer le noyau et I'image de ’endomorphisme .

(b) En exploitant le résultat du sujet précédent, montrer que, si M € M, (R) est
une matrice de trace nulle, il existe deux matrices A et B dans M, (R) telles que

M = AB - BA.

TR

Solution

(a) Notons Ay, ..., A, les coefficients diagonaux de la matrice D. Soit X dans M, (R)
une matrice de coefficients z; ;.

méthode
| On exprime le coefficient général de la matrice (X).

D'une part !, DX = ()\;z; ;) et, d’autre part, XD = (};z; ;). On a donc
P(X) = (A = Ag)z )

1. Lorsque 'on multiplie X par D & gauche, on opére sur les lignes de X, lorsque l'on multiplie &
droite, on opére sur les colonnes.

- -
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Déterminons le noyau de .
X € Ker{p) < ¥(1,7) €1 ;n]]z, (Ai = Aj)z;; =0
= V(,j) € [1:n]? (i #£j = 2:;=0)

car les Ay,..., A, sont supposés deux a deux distincts. Le noyau de ¢ est donc constitué
des matrices diagonales.

Déterminons 1'image de ¢. Les coefficients diagonaux des matrices ¢(X) sont nuls et
’on a donc l'inclusion

Im(p) C {fl = (ai,;) € Ma(R) | Vi € [1;n],a:; = 9}

~
espace des matrices de diagonale nulle

De plus, la formule du rang donne

dimIm(p) = dim M, (R) — dim Ker(p) = n? — n.

1

Or 'espace des matrices de diagonale nulle est aussi de dimension! n? —n et donc, par

inclusion et égalité des dimensions,
Im(p) = {A = (a; ;) € Mn(R) I‘v’i € [1;n],a:; = 0}.

(b) Soit M € M, {R) une matrice de trace nulle. La matrice M est semblable a une
matrice de diagonale nulle et cette derniére appartient a 'image de ¢. On peut donc
introduire P € GL,(R) et X € M, (R) telles que

M = Po(X)P™*=P(DX - XD)P~! = PDXP~' - PXDP™L.

En posant A = PDP~! et B=PXP™}, on obtient ’écriture voulue.

3.4.7 Déterminants

Exercice 33 * (Déterminant de Vandermotide)

Soit n € N* et a1,...,an € C. Calculer le détérminant

I a; o} - a;!

ot e, af -+ a37?

Valay,...,an) =47 7 | E
. LR 2 ‘n-‘_1
L e, an ey, |
_ e S S i

1. On forme une base de cet espace en considérant les matrices élémentaires E; ; avec 1 < i # j < n.
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Solution

méthode
Par opérations élémentaires !, on fait apparaijtre des zéros afin d’obtenir aprés
développement une relation de récurrence. Les opérations élémentaires choisies
ne doivent pas trop « perturber » la structure du déterminant.

Soit n € N avec n > 2. On retranche a chaque colonne a; fois la précédente en
commengant par la derniere

1 0 0 <. 0
v 1 a—ay ag(ag —-ay) - 0,3_2(02 —al)
'n(al’.. .)an)cn(_cnjalcn_l : ; ,
a1 Gnman anlan— ) o o),

On développe le déterminant selon sa premiere ligne et ’on factorise un terme a; — a3
sur chaque ligne

n—2
Qg — Uy (12((12 ~'(7,].) SRR 2 (0,2 —al)
Vn(ala“'aan)= ' . :
-2
Un — 4y an(an - al) G (a"n - al) n—1}
n—2
n 1 a; -+ a
=l —a)x: :
Jj=2 . n—2
1 a, On " |(n-1)
On obtient ainsi la formule de récurrence
k%
Valar, .- an) = [] (@ — a1) x Vaci(az, ..., an).
Jj=2
De proche en proche, il vient
L 7 n
Valar, - an) = [[ (a5 — a1) x [[ (a5 — a2) x -+ x [] (a5 — an-1) x Vi(an).
Enfin, Vi(ay) = 1 et 'on peut conclure
Vn(al,...,an) = H (aj wa,-),
1<i<jgn
1. Une alternative élégante consiste & établir que la fonction z — Vi (a1,...,an-1, %) est une fonction
polynéme de degré au plus n ~ 1 qui s’annule en a),az2,...,an_1 et dont le coefficient de ™! est
Vhoi{a1,...,an—1). Onadonc Vi{a1,...,an-1,2) = (2 —a1)...(T—an—1)Va—1(a1,...,an-1) lorsque

les ay,...,an_1 sont deux a deux distincts.
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fﬂl;.xercice 34 **

Soit 7 = 2, Ay,..., n et T des nombres complexes deux a deux distincts. Calculer :

1 A A o AT Pi(a)
Ay A oo APTZ 0 Py(z)
D,(z) = _2 ,2 2_ ) avec Py(z) = H (z — Ax).

Do : : : 1<k€n
1 A, A2 o An2 Pu(z) - k#i

Solution

Les coefficients de la derniére colonne sont des polynémes de degré n—1 de la variable z.
En développant le déterminant selon sa derniére colonne, on peut affirmer que D, (x) est
une expression polynomiale de degré au plus n — 1 en la variable z.

méthode
| Connaitre n valeurs suffit a4 déterminer un polynéme de degré au plus n — 1.
Soit 7 € [1;n]. Ona P;(A;) = 0 pour tout indice ¢ différent de j et donc, en développant
le déterminant selon la derniére colonne,

' 1 A ce. )\P2
1 A - A2 . |
Lo 5_ : _ 1 A, N
Dp(A)=1{1 X, - X272 Pi(\)| = (D)"Y F(N) ’ ol
. . . . 1 }‘j+1 ’\3‘+1
n n [n)] 1 ) e AR-2 1]
({1 7 n—1

Le dernier déterminant est un déterminant de Vandermonde que 1’on sait calculer !

Da() = (=" ] v -2 II Ge-2)

1€k€n 1€i<k€n
k#j i,k#£7
=P;(h;) =Vn_1{A 1A =1, A5 411003 An)

On réorganise ensuite les facteurs du premier produit

IT Gs=2)= J] Qi=2)x ] (1) x(e—=A)

1<k€n 1€k<g j<k€n
k]
= JT Qs =2)x(=0)™7 [ e =25
1<i<3 j<kLn

On obtient alors
Da() = J] Ou—2)=Valri, ., 00).

1<i<k<n

1. Voir sujet précédent.
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Finalement, la fonction polynomiale z — D, (z), qui est de degré au plus n—1, coincide
en n points distincts avec la constante V,,(Ay, ..., A, ), elle est donc égale a cette constante
et 'on peut conclure

Dp{z) = Vo(A1,...,Az) pour tout z € C.

Exercice 35 *¥*
Soit z un nombre complexe. Calculer pour tout n > 1

1422 =z (0)
D,=] *
(0) ". .'. T
V2
z 142 )
Solution
méthode
On forme une relation de récurrence linéaire double par développement de
déterminant.

Soit 7 € N avec n > 3. On développe le déterminant selon la premiére ligne

La suite (D,)n» satisfait la relation de récurrence

Dp— (14 2°)Dy_y +2°Dyp = 0.

C’est une relation de récurrence linéaire double d’équation caractéristique

P (1+2%)r+2*=0

5 T z 0 0
Dn=(1+x2) 2: -z x 1+2z%2
(0) ; ' :
9 :
ot o (0) z 1+2%
puis on développe le second déterminant par rapport & sa premiere colonne
1+z22 ¢ (0) 1+2° =z (0)
D,=(1+2%)| * ~ v
x z
! (0) r 1+z? [T (0) z 1+ x2l[n—2]
=Dn_ =Dn_z
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de racines 1 et z2. On poursuit la résolution en discutant selon que ces racines sont
distinctes ou non.
Cas : 2 = 1. Le terme général de la suite (D,,)n>; s’exprime

D= (An+p) avec (\p) € C2

On détermine A et g par les valeurs initiales D; =2 et Dy =3. Onobtient A=pu =1et
’on conclut
D,=n+1 pourtoutn > 1.

Cas : 22 # 1. Le terme général de la suite s’exprime
D, = A+ pz®™ avec (A pu) e C2

Sachant D; =14 22 et Dy = 1 + 22 + 2, on obtient aprés quelques calculs

1 — y2n+2
Dy = ——— pour tout n > 1.
1—z?
Exercice 36 **
Soit 2 € N*. Calculer . ..
a-+b ®)

= (a) R

g a Dt
Solution

méthode

| On forme une relation de récurrence sur les termes de la suite (Dy)n>1.

Soit n € N avec n > 2. On décompose la premiére colonne en somme de deux colonnes

a+b a b
a a 0
a a 0

\

Par multilinéarité du déterminant en la famille des colonnes, on décompose D,,

a b -+ b 5 b .-~ b
D, = c.z a+b | (b) N O a+b | (b)
o @  aysl o () a+b

) 7]
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Dans le premier déterminant, on retranche la premiere ligne a chaque ligne et dans le
second on développe selon la premiére colonne

A I G
Dy, = : . ) + b .
0 (a-b) a (@) L[

[n]

Le premier déterminant se calcule en développant selon la premieére colonne tandis que
le second correspond a D, _

Dn = an +bDn-—l-
On en déduit
D,=a"+a"" b+ 2D, _

=a" +a"" b+ a" "2 + VD, 5
—a" + an—lb+ a"_2b2 + an—3b3 +b4Dn_4

De proche en proche et sachant D, = a + b, on obtient

Dpn=0a"+a""o4+a" 2%+ - +ab" ' +b" = Zan"“b"’.
k=0

Par sommation géométrique, on conclut !

an+1 _ bn+1

D, = a—1b
(n+1)a™ sia=b.

sia#b

r

Exercice 37 **
Soit A, B,C, D € M,(R) telles que C' et D commutent.

{(a) On suppose que D est inversible, établir

A B '
det (C D) = det(AD — BC). s

On introduit D, = D + zl,, avec z € R.

(b) Généraliser la formule précédente au cas ou D n’est plus supposée inversible.

S £ e oo ) B oA TR

1. Cette étude est un cas particulier du sujet 10 du chapitre 10 de l'ouvrage Ezercices d’algébre et de
probabilités MPSI.
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Solution

(a) méthode

On multiplie la matrice étudiée par une matrice triangulaire par blocs afin que
le produit obtenu soit lui aussi triangulaire par blocs.

A B D 0O,\ (AD-BC B

C D/)\-C L./ On D/}
Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants des
blocs diagonaux. En calculant le déterminant des deux membres

Ona

det (é g) det(D) = det(AD — BC) det(D).

On conclut en simplifiant par det(D) ce qui est possible car det(D) # 0.

(b) méthode

| On vérifie que la matrice D, est inversible pour une infinité de valeurs de z.

Le déterminant de D, est une fonction polynomiale! en la variable z. Celle-ci n’est
pas constante puisque

1 1
det(D;) = z" det(~D+In> —— 400 car det(—D+In) —— det(I,) = 1.
NI x T—+00 T T~++00

—+c0

En effet, le déterminant d’une matrice se calcule par somme de produits de ses coefficients
ce qui permet de réaliser le passage a la limite ci-dessus. On en déduit que la matrice D,
est inversible pour une infinité de valeurs de z.

La matrice D, commute avec C et pour les valeurs de z pour lesquelles D, est inversible
on peut écrire

A B
det (c DI) = det(AD, — BC).

Les deux membres de cette équation correspondent & des fonctions polynomiales en la
variable z. Puisque celles-ci prennent les mémes valeurs une infinité de fois, elles sont
égales. En particulier, elles sont égales en x = 0 ce qui donne

A B
det ( - D) = det(AD — BC).

1. Plus précisément, c’est une fonction polyndme de degré n qui est liée au polyndme caractéristique
de la matrice —D. Cette derniére notion est présentée dans le chapitre qui suit.
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Exercice 38 **

(a) Soit M € M, (R) vérifiant :

A
R TR

det(M + X) = det{(X) pour tout X € M,(R).

Déterminer M.
(b) Soit A et B de M, (R) vérifiant

det{(A+ X) =det(B + X) pour tout X € M,(R). E

Montrer gue les matrices A et B sont égales.

Solution

(a) On montre que la matrice M est nulle en étudiant son rang.

méthode
| La matrice M est équivalente & la matrice J, de méme type avec r = rg(M).

Posons r = rg(M). On peut écrire M = QJ,P~! avec P et Q des matrices inversibles
de taille n et

I 0O ,
5= 5) eMa®
ou les 0 désignent des blocs nuls de tailles appropriées.
Posons alors X = QJ), _.P~! avec

;{0 0
Iy = (0 In—r) € M,(R).
La matrice M + X est inversible car
M+X=Q(J + J,’z_,,)P"1 =QPle GL,(R).

R

=1,

On a donc det(X) = det{(M + X} # 0. On en déduit que la matrice J;,_.. est la matrice I,
et donc r = 0 puis M = O,,.

(b) Quand X parcourt M,(R), la matrice Y = B + X parcourt aussi M, (R). En
posant M = A — B, ’hypothése donne
det(M +Y) =det(Y) pour tout Y € M,(R).
On en déduit M = Q,, puis A = B.

Exercice 39 **
Soit n € N avec n > 2. Résoudre 1’équation ! Com(M) = M d’inconnue M € M,,(R).

1. Com(A) désigne la comatrice de A € M, (K), c’est-a-dire la matrice des cofacteurs de A.
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Solution

méthode :
On analyse les solutions de I'équation en employant I'identité

"(Com(M))M = M *(Com(M)) = det(M)I,

Soit M une matrice solution de I’équation étudiée. L'égalité f (Com(M)) M = det(M)I,
donne
‘MM = det(M)I,. (%)

Nous allons étudier la valeur de det(M).
En appliquant la fonction déterminant aux deux membres de (x), on obtient

n

(det(M))* = (det(M))™.
De plus, en calculant la trace des deux membres de (x), il vient
tr(*M M) = ndet(M).

Cependant !

tr(*"MM) = Z [‘MM], Z(Z ]z‘,j) = > mZ; (+%)

j=1 =1 i,j:l

en notant m; ; le coefficient général de la matrice M. On en déduit que le déterminant
de M est positif.

On poursuit I'étude en traitant séparément le cas des matrices de taille 2.

Cas : n 2 3. L'égalité (det(M ))2 = (det(M))" avec det(M) > 0 entraine det(M) =0
ou 1. Lorsque det(M) = 0, on obtient ‘MM = O, et M est donc la matrice nulle en
vertu de (xx). Lorsque det(M) = 1, () se relit ‘MM = I,, ce qui caractérise une matrice
orthogonale. De plus, det{M) = 1 et M est donc une matrice du groupe spécial ortho-
gonal SO, (R).

Inversement, la matrice nulle est solution de I’équation étudiée et, si M est une

matrice orthogonale de déterminant 1, Pégalité ' (Com(M))M = I, = MM entraine
Com(M) = M car M est inversible.
Cas : n = 2. On étudie les coefficients de la comatrice de M en fonction de ceux de M :

a b d —c
M= (c d) et Com(M) = (—b a ) .
On en déduit que la comatrice de M est égale & M si, et seulement si, M est de la forme

(_O’b 2) avec (a,b) € R%.

1. La trace de ‘MM correspond au carré de la norme euclidienne de la matrice M pour le produit
scalaire canonique sur M, (R) : {A, B) = tr(*AB).
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3.5 Exercices d’approfondissement

Exercice 40 *

Soit n € N avec n > 2. Montrer que les comatrices de deux matrices semblables
de M, (C) sont aussi sembla.bles

A e . T AT T 3 T

Solution
Soit A et P deux matrices de M, (C) avec P inversible.

méthode

On étudie la comatrice de P7'AP en commencant par le cas ou la matrice A
est inversible avant de généraliser par un argument de densité et continuité.

On sait t(C(::m(/-l))A = det{A)l,. Si la matrice A est inversible, on peut exprimer la
comatrice de A a l'aide de son inverse :

Com({A) = det(A) ( )
En appliquant ce résultat a la matrice P~'AP, il vient

Com(P~!AP) = det(P™'AP)"(P™!A™'P) = *P Com(4) ' (P").
N—— e’

=det(A)

Réalisons ’extension de cette égalité & toute matrice A de M,(C).

La fonction M +— Com(M) est continue sur M, (C) car les coefficients de la comatrice
de M sont ses cofacteurs et sont donc des sommes de produits de coefficients de M.
Pour P € GL,(C), 'application M + P~1MP est continue car linéaire au départ d’un <
espace de dimension finie. Par opérations sur les fonctions contmues on peut affirmer
que les deux applications A — Com(P~'AP) et A —» *P Com(4 (P '} sont continues
sur M, (C). On vient d’établir qu’elles sont égales sur GL,,(C) qui est une partie dense !
de M, (C), ces deux fonctions sont donc égales sur 'intégralité de M,(C). Ainsi, pour
toute matrice A de M,,(C) et toute matrice P de GL,(C), on a ’égalité?

Com(P~'AP) = *P Com(A) " (P1).

On en déduit que si deux matrices sont semblables leurs comatrices le sont aussi puisque,
lorsque P est inversible, ‘P l'est aussi et (‘P) ( 1)

1. Voir sujet 16 du chapitre 5 de 'ouvrage Erercices d’analyse MP.
2. Celle-ci découle aussi de I’égalité Com(AB) = Com(A) Com(B) qui s’établit par un procédé ana-
logue.
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(-_ -
Exercice 41 **

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et G un sous-groupe de GL(E) de
cardinal fini n. Montrer

dim( ﬂ Ker(g — IdE)) = % E tr{g).

9€G prle

T T R T T T T T " v T " T T " TTIRE TXvi)

Solution

méthode
| La trace d’un projecteur est la dimension de son image.

p=%zg-

g€G

On introduit Pendomorphisme

Vérifions que p est un projecteur de £. On a

pop= (%Zg) op = % > (gop).

gEG geEG

Pour g € G fixé, I'application h — g o h réalise une permutation du groupe G. Ainsi, le
terme k = g o h parcourt G lorsque A décrit G et I’on peut écrire

90p=%2(90h)=%2k=p (*)

heG keG

puis

1
pPop= E ZP—P-
geqG

Ainsi, 'endomorphisme p est un projecteur et la dimension de son image est égale sa
trace

dim Im(p) = tr(p) = % > tr(g).

geG

méthode
| L’image d’un projecteur est 'ensemble de ses vecteurs invariants.

Puisque p est un projecteur, on a Im(p) = Ker(p —Idg). Vérifions par double inclusion
que ce noyau se confond avec 'intersection des noyaux de ¢ — Idg pour g parcourant G.

Soit ¢ € G, on sait g op = p par (*). Si z est invariant par p, on a p(z) = z et
donc g(z) = g(p(z)) = p(z) = z. On en déduit que z est élément de Ker(g — Idg) ce qui
établit une premicre inclusion

Ker(p — Idg) C ﬂ Ker(g — ldg).
9eG

.
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L’inclusion réciprogue est immédiate car, si z est un vecteur de lintersection, il satis-
fait g(z) = z pour tout g € G et 'on vérifie alors p(z) = z par un simple calcul.
On a donc 'égalité

ﬂ Ker(g — Idg) = Ker(p — Idg).
g€G

Finalement, en considérant les dimensions de ces espaces,

dim( (] Ker(g - Id@)) = rg(p) = tr(p) = % > tr(g).

g€G g€

Exercice 42 **

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un espace F et
I'={uecL(E)| Im(u) = F et Ker(u) =G}.

(a) Soit u appartenant a I'. Justifier que la restriction de u au départ de F et & .
valeurs dans F est un automorphisme.

(b) Vérifier que I" est stable pour le produit de composition des applications.

(c) Etablir que (T", o) est un groupe dont on précisera 1’élément neutre.

Solution

(a) méthode
La restriction d'une application linéaire au départ d’un espace supplémentaire
de son noyau réalise un isomorphisme vers son image.

Si u appartient & I', ’'espace F' = Im{u) est un supplémentaire du noyau de u et la
restriction de u au départ de celui-ci définit un isomorphisme de F' vers Im{u), c’est-a-dire
un automorphisme de F'.

(b) Soit u et v deux endomorphismes éléments de I'. On a
Im(uov) = u(v(E)) =u(F)=F

car u réalise un isomorphisme de F' vers F.

Aussi, pour z € Ker(uov), on a v(z) élément de Im(v) = F et de Ker(u) = G donc v(z)
est nul car F' et (G sont en somme directe. Ainsi, z € Ker(v) = G. L’inclusion réciproque
étant immédiate, on a Ker(u ov) = G et 'on peut conclure que u o v est élément de T'.

{c) Il n’existe pas de groupe « référencé » dont T' soit sous-groupe : on revient alors
la définition axiomatique de groupe. La loi o définit bien une loi de composition interne
associative sur I'. Vérifions 'existence d’un neutre et 'inversibilité des éléments.

méthode

On introduit une bijection entre I' et GL(F') compatible avec le produit de
composition.
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Notons ¢ P'application de I' vers GL(F) qui & 'endomorphisme u associe sa restriction
au départ de F' et a 'arrivée dans F. La question initiale assure la bonne définition de
I’application ¢. Vérifions sa bijectivité.

Soit v € GL(#). Déterminons un endomorphisme « dans I" vérifiant p(u) = v. On sait
qu'une application linéaire est entiérement déterminée par ses restrictions au départ de
deux espaces supplémentaires. Les éléments de [ étant par définition nuls sur I’espace G,
on peut affirmer qu'il existe au plus un seul endomorphisme » pouvant appartenir & I’
et vérifier p(u) = v, c’est celui déterminé par

Vz e F, u(z) =v(z) et VzeG, ulz)=0g.

Inversement, cet endomorphisme convient car d’image et de noyau exactement égaux
a F et G. Ainsi, 'application ¢ est bijective. Enfin, celle-ci est aussi compatible avec le
produit de composition des applications dans le sens ou

w(ur oug) = p(ur) op(us) pour tous u; et up € I,

Par I'application ¢ on peut alors transporter les propriétés de groupe de (GL(F),0).
L’antécédent par ¢ du neutre Idg, a savoir la projection p sur F parallélement a4 G,
est neutre pour la structure (I', o). En effet, pour tout u € T,

plpou) =p(p)op(u} =p(u) et pluop)=p(u)op(p) =p(u)
—— N~
=Idg =Idg
donc pou = u et uop = u par injectivité de .
Aussi, tout élément u de I' est inversible d’inverse w' = ¢~ (p(u)~!) car

pluow) = pu)opu) = p(u)op(u) ™! =Idr et de méme (v ou) =Idp

doncuouw =u' ou=np.
Finalement, (I, 0) est un groupe de neutre la projection p (et ¢ est un isomorphisme
du groupe I' vers GL(F)).

Exercice 43 **

Soit a < b deux réels et E I’espace des fonctions continues et affines par morceaux
du segment [a;b] vers R. Pour a € [a; b] on note f, la fonction de E ‘définie pa.r o

fa(z) = |z —a} pour tout z € [a;b].

Montrer que la famille (fq)ac(q;5) €5t une base de E.

\

Solution

méthode
On vérifie la liberté d’une famille infinie en observant la liberté de toutes ses
sous-familles finies.
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Soit n € N*, a,,...,a, des réels deux a deux distincts de [a;b] et Ay,..., A, des réels
tels que At fo, + -+ Anfa, =0

Soit ¢ € [1;n]. Par I'absurde, si A; est non nul, on peut écrire f,, comme combinaison
linéaire des f,, pour j # i. Or ces dernieres fonctions sont dérivables en a; alors que f,
ne l’est pas. C’est absurde et donc A; = 0.

Ainsi, la sous-famille (f,,)1<ign est libre et I’'on peut conclure a la liberté de la famille
infinie (fa)ae[a;b}‘ :

Montrons maintenant que cette famille est généra- : /\
trice. Soit f une fonction réelle continue et affine par /\/ ;
morceaux définie sur {a ; b]. Soit aussi (ag, a1,...,an) i i o —d —
une subdivision adaptée® & f. G & @2 Gn-1 On

méthode
On vérifie que (f, Jogign est une base du sous-espace E, constitué des fonc-
tions de E pour lesquelles la subdivision {ag, a1,...,a,) est adaptée.

On vérifie aisément que F,, est un sous-espace vectoriel et que les fonctions f,, en sont
éléments. De plus, une fonction f de E,, est entiérement déterminée par la connaissance
de ses valeurs en chaque a;. L’application

. {En _}Rn-H
Y21 e (fao), flar), -, flan))

détermine donc un isomorphisme entre E, et R*t1. On en déduit que l’espace E, est
de dimension n + 1. La famille {f,, Jogign étant libre et constituée de n + 1 ¢éléments
qui appartiennent tous & E,,, c’est une base de cet espace. En particulier, la fonction f
initiale est combinaison linéaire des éléments de cette famille.

On peut alors conclure que la famille (fa)acjo;s) €5t génératrice de E et, finalement,
c’est une base de E.

Exercice 44 *¥*
Soit A, B € M,,(C) vérifiant A2B = A et rg(A) = rg(B). Montrer BZA =B

TR Y T

Solution
Par ’égalité A?B = A, on peut affirmer que le noyau de B est inclus dans celui de A.

L’égalité des rangs de A et B entraine celle des dimensions des noyaux de A et B et donc
Ker(A) = Ker(B).

méthode
On considére des matrices semblables & A et B permettant de visualiser sim-
plement 1'égalité des noyaux des deux matrices.

On introduit une matrice de passage P dont les derniéres colonnes constituent une
base du noyau commun de A et B. Les matrices A’ = P"1AP et B’ = P~ BP sont alors

1. La famille (ap,a1,-..,an) est une famille de réels strictement croissante commencgant par ag = a
et finissant par an, = b telle que f soit affine sur chaque intervalle [a;—1;a;].
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de la forme

r_ Al 0 r Bl 0
A—(A2 O) et B—(82 0) avec A, By € M, (C)

ol 7 est le rang commun des matrices A et 3.
L’égalité A2B = A donne A?B’ = A’ ce qui entraine par produit par blocs
A%B1 = A1 et AQAlBl = Ag

et ainsi
Al(AlBl —_ I-,») =0, et Ag(AlBl — Ir) = O'n.—r,r-

Introduisons C la matrice constituée des blocs A, et A,
C = (jl) € M, ,(C).
2

On a C{A1B; — 1) = O, et donc Im(A;B; — 1) C Ker(C). Or, par adjonction de
colonnes nulles, le rang de C est celui de la matrice A’. Cette derniére est semblable &4 A
et done rg(C) = rg(A) = r. La formule du rang donne alors

dimKer(C)= r —-rg(C)=r—r=0.
——

nombre de colonnes

On en déduit que la matrice A; B; — L. est nulle. La matrice carrée A, est donc inversible
d’inverse B; et alors

12 44 BfAl O_Blo_l
B A_(BgBlAl 0/ \B2 O =5

Finalement, on obtient B2A = B.

Exercice 45 *¥* 3
Soit (A, +, X) une R-algébre intégre de dimension finie n > 2 et @ un élément de A.
On assimile R & R.14 ou 14 est I’élément de A neutre pour le produit.

(a) En observant que Papplication = ++ ax est un endomorphisme de A, montrer
que a est inversible si, et seulement si, a est non nul.

CECEnI——parme oo T

(b) Montrer qu’il existe des réels Ag, Ay, ..., A, non tous nuls tels que
Ao+ a+ -+ Aa" =04.
{(c) Montrer que, a isomorphisme prés, C est la seule R-algébre commutative intégre

de dimension finie n > 2.

- —_— T i R S e i o
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Solution

(a) L’application ¢: x + az est bien définie de A vers A. Elle est linéaire car, pour
tous A\, 4 € R et a,b € A, les régles d'opérations dans une algébre permettent d’écrire

oAz + py) = a{Ax + py) = Aax + pay = Ap(z) + pe(y).

Si a est nul, il est entendu que a n’est pas inversible. Supposons maintenant a non nul
et étudions la bijectivité de .

Soit z € A tel que w(z) = 04. On a az = 04 et donc x = 04 car l'algebre A est
integre et @ # 04. On en déduit que 'application ¢ est injective donc bijective car c’est
un endomorphisme en dimension finie. Il existe donc b € A tel que p(b) = ab = 14. 11
reste & vérifier I’égalité ba = 1,4 pour pouvoir affirmer que a est inversible.

D’une part, ¢(ba) = aba = a et, d’autre part, ©(l4) = a. Par injectivité de ¢, on
obtient ba = 1 4 et 'on peut conclure que a est inversible d’inverse b.

(b} La famille (1 Ar Oy a“) comporte n + 1 vecteurs en dimension n, ¢’est donc une -
famille liée. Une relation linéaire sur les éléments de cette famille permet d’écrire

A+ a+---+Aat =04 avec ()\0,/\1,...,)\71) # Ognt1.

(c) On suppose 'algébre A commutative et ’on introduit un élément a non réel de A
ce qui est possible car n = dim A > 2.

méthode
| On vérifie qu’il existe des réels p, v tels que a® + pa+v = 04 avec u? —4v < 0.

Comme au-dessus, on écrit Ag + A\ja + - -- + Apa™ = 04 avec Ag, Ar,..., A, non tous
nuls. Considérons alors le polynéme P = Ao + A1 X + -+ - + A, X™ de R[X]. La propriété
précédente s’interprete en affirmant que le polynéme P est un polynéme non nul annu-
lateur® de a. En factorisant celui-ci dans R[X], I'intégrité de I’anneau permet d’affirmer
Pexistence d’un polynéme irréductible unitaire réel annulant a. Ce polynéme ne peut
étre de degré 1 car a n’est pas réel, c’est donc un polyndéme de la forme X? + uX + v
sans racines réelles donc de discriminant A = u? — 4v < 0.

méthode
| On introduit un élément 7 de Vect(14,a) vérifiant 12 = —14.

Partant de I’équation a2 4+ pa + v = 04 avec p? — 4v < 0, on peut introduire

a 2
i= LANTCS € Vect(la,a) vérifiant 2 = —14.

VAav — p?

Observons alors que Pespace A est exactement Vect(1 4,%). Supposons par I’absurde, qu’il
existe b € A extérieur & Vect(1 4,7). Comme au-dessus on peut introduire un élément 7 de

1. Voir sujet 3 p. 72.
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Vect(14,b) vérifiant j2 = —14 et donc 72 = i%. Par commutativité de 'anneau A, cette
équation se relit (7 —i)(j +) = 04 ce qui donne j =i ou j = —i par intégrité. Comme b
est combinaison linéaire de 14 et de j, on obtient b € Vect(14,1) : c’est absurde.

Il reste a établir que A est isomorphe a C. Considérons pour cela I'application li-
néaire w: A — C déterminée par p{l,4) = 1 et (i) = i. Celle-ci est un isomorphisme
d’espaces vectoriels car transforme une base en une base. C’est aussi un morphisme d’al-
gebres car on vérifie p(xy) = ¢(x)@(y) pour tous z,y € A en exploitant i = —14.

Finalement, 'algébre A est isomorphe & C.

Exercice 46 ***

On note SL,,(Z) ’ensemble des matrices carrees de ta,llle n>23 a coeﬂiments entiers
et de déterminants 1.

(a) Montrer que SL,(Z) est un groupe multxphcatlf

On note H le sous-groupe de SL,,(Z) engendre par les ma.tnces I + E; ; avec 1, 3
éléments distincts de [1;n].

(b) Vérifier 'appartenance a H des matrices I, +kE,, B pour tous 1nchces Ty _7 dlstlncts '
dans [1;n] et tout k € Z.

(¢) Soit M € SL,(Z). Montrer qu’il existe une matnce A € H telle que la premlere
colonne de AM est constituée d’un 1 suivi de 0. .

(d) Montrer H = SLn(Z).

Solution

(a) Les matrices de SL,(Z) sont inversibles car de déterminants non nuls. Montrons
alors que SLy(Z) est un sous-groupe du groupe {GL,(R), x).

La partie SL,(Z) est non vide car la matrice I, en est élément. La partie SL,(Z) est
stable par produit car le produit de deux matrices a coefficients entiers est & coefficients
entiers et le produit de deux matrices de déterminants 1 est de déterminant 1. Il reste a
étudier les inverses des éléments de SL,(Z).

méthode
| On peut exprimer I'inverse d’une matrice & ’aide de sa comatrice.

Soit M € SL,(Z). Sachant det{M) = 1, Vinverse de M s’écrit

M= E&"M_) *(Com(M)) = " (Com(M)).

Les coefficients de la comatrice sont les cofacteurs de M et ceux-ci sont au signe prés
égaux aux mineurs de M. Chacun de ces mineurs est un déterminant d’'une matrice a
coefficients entiers, c’est donc un entier. On en déduit que la comatrice de M, et donc
Iinverse de M, est & coefficients entiers.

(b) Soit ¢,j € [L;n] avec i # j. Pour k € N, on a
(In + kEi,j)(In + Ei,j) =L+ (k + I)Ei,j car E,?'J = 0,.
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On vérifie alors la propriété I, + kF; ; € H par récurrence sur & € N. De plus, cette
propriété s’étend & k € Z car I, — kE; ; est l'inverse de I, + kE, ;.

(¢) méthode
| Multiplier & gauche! par I, + kE; ; réalise 'opération L, « L; + kL;.

Soit M € SL,(Z). Cette matrice étant inversible, il existe ait moins un coeflicient non
nul sur sa premiére colonne. Parmi ceux-ci considérons m celui qui est le plus petit en
valeur absolue. Par des opérations élémentaires sur les lignes du type L; « L; + kL;
avec k entier, on peut remplacer chaque autre coefficient de la premiére colonne par son
reste lors de la division euclidienne par m. En répétant si besoin cette manipulation avec
un nouvean coefficient de la premiére colonne, on peut transformer M en une matrice
ou il ne figure plus qu’'un seul coeflicient non nul sur la premiére colonne. Si ’on note j
'indice de ligne ou il figure, l'opération Ly ¢ L; + L; suivie de L; « L; — L, suffit
a positionner ce coeflicient en premiére ligne si ce n’est pas déja le cas. On peut aussi
le transformer en un coefficient positif si besoin par Ly < Ly — Ly, Ly « Li + 2L,
et Lo« Lo —Ljy.

Ces différentes opérations élémentaires sur les lignes déterminent une matrice A € H
telle que

a1 812 -+ Qin
0 az2 - aon

AM = ) . ] avec a;; € Z et a1 > 0.
0 An2 ' Qnn

Enfin, le nombre a;; divise le déterminant de AM et ce dernier vaut 1. On a donc
a1,1 = 1 et la matrice AM est de la forme voulue.

(d} méthode
| Multiplier & droite par I,+kE; ; réalise opération élémentaire C; + C;+kC;.

Par opérations sur les colonnes, on peut disposer des zéros & droite du coefficient en
position {1, 1). Ces opérations sur les colonnes déterminent une matrice A’ € H telle que

r__
AMA = (0 M

! 0) avec M' € SL,_{(Z).

Tant que la matrice M’ ainsi formée n’est pas de taille 1, on peut répéter les opérations
précédentes. Lorsque la matrice M’ obtenue est de taille 1, c’est la matrice {(1). On peut
ainsi définir des matrices B et B’ appartenant & H telles que BMB' = I,, et donc
M=B"'B"leH.

Finalement, toute matrice de SL,(Z) appartient & H. L’inclusion réciproque étant
entendue, on conclut H = SL,,(Z).

1. Une matrice I, + AE; ; se nomme une matrice de transvection. Multiplier par celle-ci & gauche opere
sur les lignes : L; «+ L; + AL;. Multiplier par celle-ci a droite opére sur les colonnes : C; + C; + AC;.

-



CHAPITRE 4

Réduction géométrique

K désigne un sous-corps de C, E un K-espace vectoriel de dimension quelconque et n un
entier naturel non nul.

4.1 Sous-espaces stables

4.1.1 Définition

Définition
Un sous-espace vectoriel F' de E est dit stable par v € L{E) si u(F') C F, c’est-a-dire
si u{z) € F pour tout vecteur z de F.

Si F' et G sont des sous-espaces vectoriels stables par un endomorphisme u, les es-
paces F'+ G et F NG le sont aussi.

4.1.2 Endomorphismes induits

Définition
Si F' est un sous-espace vectoriel de £ stable par un endomorphisme « de F, on peut
considérer Papplication restreinte !

. {F—)F
1 2 up(z) = ulz).

Celle-ci définit un endomorphisme de F' que I'on appelle I’endomorphisme induit par u
sur F.
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Si 'endomorphisme u est injectif, les endomorphismes qu’il induit le sont aussi. S’il est

surjectif, on ignore si les endomorphismes induits le sont encore 2.

.

Théoreme 1

Si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par des endomorphismes u et v de F,
F est aussi stable par Au pour tout A € K et stable par u 4+ v et uov.

De plus

(Mg =Mup, (u+v)p=ur+vr e (uov)p=upoup.

. v,

L’ensemble des endomorphismes stabilisant F' est une sous-algébre de L(E) et I'applica-
tion qui & u associe ur y définit un morphisme d’algébres & valeurs dans L(F).

4.1.3 Stabilité et représentation matricielle par blocs

Ici, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n.

[ Théorame 2 _ 1
Soit u € L(E) et F un sous-espace vectoriel de £ de dimension p muni d'une base
(e1,-..,€ep) complétée en une base € = (e;,...,e,) de E. On a équivalence entre :

(i) F est stable par u; '
(ii) la matrice de u dans e est de la forme

(3 g) avec A € M,(K).

De plus, si tel est le cas, A est la matrice figurant ur dans la base (e1, - ._,-ep’),

\

Si 'on considére une base de E dont les derniers vecteurs forment une base de F, la
stabilité de F' par u se visualise par une matrice de la forme

B 0
C A
avec A matrice carrée de taille p figurant ur.

Plus généralement, si des sous-espaces £y, ..., F,, réalisent une décomposition en somme
directe de 'espace F, ceux-ci sont stables par un endomorphisme u de F si, et seulement
si, la matrice de u dans une base adaptée & Vécriture E = E, @ -- - @ E,, est de la forme

A ()

0 " 4

1. 11 s’agit d’une restriction au départ et & 'arrivée : 'hypothese de stabilité de F assure la bonne
définition de cette application restreinte.

2. La dérivation sur K[X] est surjective mais I’endomorphisme qu’elle induit sur K,[X] ne I’est pas.

3. Une telle base est déterminée en accolant des bases de chaque espace Ej..

avec Ax € My, (K) et o = dim Ey.
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4.2 Eléments propres

4.2.1 Valeurs propres et vecteurs propres d’'un endomorphisme

Théoréme 3 {Droite vectorielle stable)

Une droite vectorielle D engendrée par un vecteur  non nul de £ est stable par un
endomorphisme u de E si, et seulement si, il existe A € K tel que u{z) =

Définition
On dit qu’un vecteur z de E est un vecteur propre d’'un endomorphisme u de E s’il
engendre une droite vectorielle stable par u

Un vecteur propre est donc un vecteur non nul tel que u(x) = Az pour une certaine
valeur A € K. Celle-ci est unique, on ’appelle valeur propre associée au vecteur propre z.
Définition

On dit qu’un scalaire A € K est valeur propre d'un endomorphisme « de £ s’il existe
un vecteur z € E non nul vérifiant u{z) =

Un tel vecteur z est alors dit vecteur propre associé a la valeur propre A.

4.2.2 Sous-espaces propres d’'un endomorphisme

Soit u € L(E) et A € K. Les vecteurs z de E solutions de ’équation u(z) = Az constituent
I'espace E)(u) = Ker(u — Aldg). Le scalaire X est valeur propre de E si, et seulement si,
cet espace n’est pas réduit au vecteur nul.

Définition

Si A est une valeur propre de u, 'ensemble E,(u) s’appelle le sous-espace propre!
associé a la valeur propre A.

Theoreme 4

Les sous-espaces propres d’un endomorphjsme u sont stables par cehu—m et l’on a
1’ gahté U, (w) = /\IdEA(u) pour toute: valeur propre A de u. :

Plus généralement, si u et v commutent, les sous-espaces propres de u sont stables par v.

Theoreme 5 T

La somme d'une famille finie de sous—espaces propres d’un endomorphisme « de E °
\ associés a des valeurs propres deux 3 deux distinctes est directe.

Théoréme 6
Une famille (finie ou infinie) de vecteurs propres associés & des valeurs propres deux
a deux distinctes est assurément libre.

1. Les vecteurs de E, () sont les vecteurs propres de valeur propre A auxquels on adjoint le vecteur
nul {qui lui n’est pas vecteur propre).
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Dans un espace de dimension finie n, un endomorphisme u posséde au plus n valeurs
propres. L’ensemble constitué de celles-ci se nomme le spectre de u, on le note Sp(u).

4.2.3 Eléments propres d'une matrice carrée

On définit les éléments propres d’une matrice carrée A de M,(K) comme étant les élé-
ments propres de ’endomorphisme de K™ qui lui est canoniquement associé. Par l'iden-
tification usuelle des éléments de K" avec les colonnes de M, 1(K) formées des mémes
coeflicients, on obtient le vocabulaire suivant :
Définition
Une colonne X de M, 1(K) est un vecteur propre de la matrice carrée A € M,(K)
si X est non nulle et s’il existe A € K tel que AX = AX. Ce scalaire A est appelé
valeur propre associée au vecteur propre X.

Pour A € K, on note E){A) = Ker(A — Al,) I'espace des solutions X € M, ;(K) de
I’équation AX = AX. Le scalaire A est valeur propre de la matrice A si, et seulement si,
cet espace n’est pas réduit a I’élément nul, auquel cas on le nomme le sous-espace propre
associé a la valeur propre A de la matrice A.

L’ensemble des valeurs propres de la matrice A € M, (K) est de cardinal fini inférieur &
sa taille n. Cet ensemble constitue le spectre de la matrice A.

Théoréme 7

Si # est un endomorphisme d’un espace E de dimension n représenté par une ma-
trice A de M,(K) dans une base e de F, '’endomorphisme u« et la matrice A ont les
mémes valeurs propres.

De plus, leurs espaces propres se correspondent dans le sens ol, pour tout A € K et
tout x € F figuré par une colonne X dans la base ¢, on a

z € Ex(u) <= X € E\(A).

\. /

Deux matrices semblables ont alors le méme spectre car figurent le méme endomorphisme.

4.3 Polyndme caractéristique

4.3.1 Polyndme caractéristique d’une matrice carrée

Définition
On appelle polynéme caractéristique d’une matrice A de M,(K), le polyndéme x4
de K[X] déterminé par P'expression polynomiale

xa(A) = det{Al,, — A) pour tout A € K.
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——

Théoréme 8

Le polynéme caractéristique de A € M,,(K) est unitaire, de degré exactement n et
posséde les coefficients remarquables ' de I’égalité suivante :

xa=X" ~tr(A)X™ ! - 4 (—1)" det(A).

Lorsque A est une matrice triangulaire de coefficients diagonaux Aq,..., n, 0on a

xa=[](xX =)
=1

4.3.2 Polyndme caractéristique et valeurs propres

Théoréme 9 |
Les valeurs propres d’une matrice A de M,(K) sont exactement les racines ? dans K
de son polyndme caractéristique x 4. '

Les matrices A et ‘A ont le méme polyndme caractéristique et donc les mémes valeurs
propres.

Le théoréme de d’Alembert-Gauss assure ’existence d’une racine & tout polyndéme com-
plexe non constant. On en déduit le théoréme d’existence de valeur propre qui suit :

Théoréme 10 R . : o
Toute matrice de M,,(C) posséde au moins une valeur propre complexe. e

Aussi, toute matrice réelle de taille impaire possede au moins une valeur propre réelle.

4.3.3 Polynome caractéristique d’un endomorphisme

Deux matrices carrées semblables ont le méme polynéme caractéristique : ceci permet
d’introduire la définition suivante.

Définition

On appelle polyndme caractéristique d’un endomorphisme u d’un espace F de dimen-
sion finie non nulle3, le polynéme caractéristique commun aux matrices représentant
P’endomorphisme u. On le note x,, et celui-ci vérifie :

xu(A) = det(Aldg —u) pour tout A € K.

1. Lorsque n = 2, le polynéme caractéristique de 4 est x4 = X? — tr(A)X + det(A).

2. Le polyndéme caractéristique de A étant de degré n, on retrouve que la matrice A posséde au plus n
valeurs propres.

3. Le seul endomorphisme de 'espace nul est 'endomorphisme nul, on convient que son polyndme
caractéristique est constant égal a 1.
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Si 'espace E est de dimension n, le polynéme caractéristique de u est unitaire, de degré
exactement n et possede les coefficients remarquables de P'égalité suivante :

Xu = X —tr(w}X? 4 -+ (—1)" det(u).

De plus, les valeurs propres de u sont exactement les racines de ..

Théoréme 11

Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe de dimension finie non
nulle, il possede au moins une valeur propre.

4.3.4 Mulktiplicité d’une valeur propre

Définition
Soit u € L(E) et A € K. On appelle muliiplicité de X en tant que valeur propre de u,
I'ordre de multiplicité ! de X en tant que racine du polyndme caractéristique y.,. Cette
multiplicité est notée mj(u).

De fagon analogue, pour A € M, (K), on définit la multiplicité my(A) de A en tant que
valeur propre de A.

Une valeur propre est dite simple lorsqu’elle est de multiplicité 1, elle est dite multiple
si elle est de multiplicité au moins égale a 2. Le vocabulaire qui précede permet aussi
de parler de valeur propre de multiplicité 0 pour signifier qu’un scalaire n’est pas valeur

propre.

Théoreme 12

La somme des multiplicités des valeurs propres d’'un endomorphisme u de E est
inférieure & la dimension de 'espace E. De plus, il y a égalité si, et seulement si, le
polyndéme caractéristique X, est scindé sur K.

Lorsque K = C, tout endomorphisme u de E possede exactement dim F valeurs propres
comptées avec multiplicité?.

Ces résultats se transposent aux matrices carrées. En particulier, une matrice A € M,,(C)
possede exactement n valeurs propres comptées avec multiplicité.

4.3.5 Multiplicité et dimension des sous-espaces propres

Théoréme 13

Si F' est un sous-espace vectoriel de £ stable par u € L(FE), le polyndme caracté-
ristique de ’endomorphisme induit par u sur F' divise le polyndme caractéristique
de u.

1. L’ordre de muitiplicité de a € K en tant que racine d'un polyndme P non nul de K[X] est le plus
grand entier a tel que (X — a)® divise P. Lorsque cet ordre est nul, @ n’est pas racine de P.
2. Une valeur propre simple est comptée une fois, une valeur propre double deux fois, etc.

-
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De ce résultat découle une comparaison de la dimension ! du sous-espace propre et de la
multiplicité d’une valeur propre :

Théoréme 14
Si A € K est une valeur propre de u € L(F) alors 1 < dim E)(u) < ma(u).

Le sous-espace propre associé a une valeur propre simple est de dimension 1.
Ces résultats se transposent aux matrices carrées.

4.3.6 Eléments propres complexes d’'une matrice réelle

Une matrice carrée réelle A peut se comprendre comme une matrice carrée a coefficients
complexes. On peut donc & la fois parler de ses valeurs propres réelles, qui constituent
son spectre réel noté Spr{A), et de ses valeurs propres complexes, qui forment son spectre
compleze noté Spc(A).

On a Vinclusion Spr(A4) C Spe(A) et la propriété Spe(A) # 0. Plus précisément, une
madtrice réelle de taille n posséde exactement n valeurs propres complexes comptées avec
multiplicité.

On a aussi le résultat suivant :

Théoréme 15

Les valeurs propres complexes d’une matrice réelle sont deux a deux coﬁjiigﬁée’s::
De plus, deux valeurs propres complexes conjuguées ont méme multlphclte et le ......
sous-espaces propres ont méme dimension et se correspondent par conjugaison.

Plus généralement, si A est une matrice carrée a coeflicients dans L sous-corps de K, le
spectre de A dans L est inclus dans le spectre de A dans K.

4.4 Diagonalisabilité

E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie.

4.4.1 Endomorphisme diagonalisable

Définition
Un endomorphisme u de ’espace F est dit diagonalisable 8’1l existe une base de F dans
laquelle sa matrice est diagonale. Une telle base est appelée base de diagonalisation
de 'endomorphisme wu.

Une base de diagonalisation est une base constituée de vecteurs propres? de 1’endomor-
phisme.

1. La dimension du sous-espace propre définit la multiplicité géométrigue de la valeur propre par
cpposition & la multiplicité, quelquefois dite algébrigque, introduite & partir du polyndme caractéristique.
2. On parle quelquefois de base propre pour désigner une base formée de vecteurs propres.
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Une condition simple et suffisante de diagonalisabilité est donnée par le résultat suivant :

Théoréme 16

Si un endomorphisme u de £ posséde exactement dim F valeurs propres, celui-ci est
diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles.

Des conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisabilité sont fournies par le théoréme
qui suit :

-

Theoreme 17 l
Soit v un endomorphisme de ’espace E. On a équivalence entre :
(i) wu est diagonalisable;
(ii) E est la somme directe des sous-espaces propres de u ;
(iii) la somme des dimensions des sous-espaces propres de u égale la dimension de E ;
(iv) x. est scindé sur K et dim Ey(u) = mx(u) pour tout A € Sp(u).
De plus, les matrices diagonales figurant v sont alors celles dont les coefficients
g diagonaux sont les valeurs propres de u comptées avec multiplicité. |

7

Lorsque u est diagonalisable, une base adaptée a la décomposition de E en la somme
directe des sous-espaces propres de u est une base de diagonalisation dans laquelle la
matrice de u est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme AL, () pour
chaque valeur propre A de u.

4.4.2 Matrice diagonalisable

Définition
Une matrice A de M, (K) est dite diagonalisable si 'endomorphisme de K™ qui lui
est canoniquement associé est diagonalisable.

Ceci signifie encore que la matrice A est semblable & une matrice diagonale, ¢’est-a-dire
qu’il existe une matrice P inversible et une matrice D diagonale permettant d’écrire

A=PDP .

Les critéeres de diagonalisabilité énoncés pour les endomorphismes se transposent aux
matrices :

Théoréme 18

Si une matrice carrée A € M, (K) admet n valeurs propres distinctes, celle-ci est
diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles.




4.5 Trigonalisabilité

e

Théoreme 19
Soit A € M,(K). On a équivalence entre :
(i) A est diagonalisable;
(i) Myp,1(K) est! la somme directe des sous-espaces propres de A;
(iii) la somme des dimensions des sous-espaces propres de A est égale a sa taille n;
(iv) x4 est scindé sur K et dim Ey(A) = mx(A) pour tout A € Sp(A4).

De plus, les matrices diagonales semblables & A sont celles dont les coefficients dia-
gonaux sont les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.

J

Si une matrice A de M,,(K) figure un endomorphisme u de £ dans une certaine base,
dire que la matrice A est diagonalisable équivaut a dire que ’endomorphisme u 'est.

4.5 Trigonalisabilité

F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie.

4.5.1 Endomorphisme trigonalisable

Définition :
Un endomorphisme u de 'espace E est dit trigonalisable s’il existe une base de E
dans laquelle sa matrice est triangulaire supérieure. Une telle base est appelée base
de trigonalisation de Pendomorphisme .

Les endomorphismes diagonalisables sont a fortiori trigonalisables.

Lorsqu’un endomorphisme est trigonalisable, le premier vecteur d’une base de trigona-
lisation est un vecteur propre de celui-ci. On peut approfondir cette affirmation par le
résultat géométrique qui suit :

| Théoréme 20
Soit  un endomorphisme d’espace E de dimension n et e = {ey,...,e,) une base
de E. On a équivalence entre :
(i} la matrice de u dans e est triangulaire supérieure;
(ii) wu(e;) € Vect(ey,...,e;) pour tout 5 € [1;n];
i (iii) l’espace Vect(es,...,e;) est stable par u pour tout j € {1;n=].

4.5.2 Matrice trigonalisable

Définition
Une matrice A de M,,(K) est dite trigonalisable si 'endomorphisme de K™ qui lui
est canoniquement associé est trigonalisable.

1. My 1{K) ou K" selon que 'on considére les sous-espaces propres de A comme sous-espace vectoriel
de I’'un ou l'autre.
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Ceci signifie aussi que la matrice A est semblable a une matrice triangulaire supérieure.
En particulier, les matrices diagonalisables sont trigonalisables.

Si une matrice A de M, (K) figure un endomorphisme u de E dans une certaine base,
dire que la matrice A est trigonalisable équivaut & dire que I'endomorphisme u ’est.

4.5.3 Caractérisation

{

Théoréme 21

Un endomorphisme v de ¥ est trigonalisable si, et seulement Sl son polynoéme ca-
ractéristique . est scindé sur K.

De plus, une matrice triangulaire figurant u a pour coefficients dlagonaux Ies valeurs
propres de u comptées avec multipliciteé. |

\,

En particulier, tout endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension finie
est trigonalisable car tout polynéme complexe non nul est scindé sur C.

Ces résultats se transposent aux matrices carrées :

- - - - - N\

Théoréme 22

Une matrice A de M, (K) est trigonalisable si, et seulement si, son polynomé c"f
téristique x4 est scindé sur K. . : o

De plus, les coefficients diagonaux d’une matrice triangulsire semb%able a A sont I&s
valeurs propres de A comptées avec multiplicité. :

. »

Les matrices de M,{C) sont assurément trigonalisables.

4.5.4 Somme et produit des valeurs propres

Théoréme 23

Soit © un endomorphisme de E. Si le polynéme cara.ctenstique xu est scxﬁde sur K
la trace et le déterminant de v sont respectivement la soirirge et le: produjt 3 des
valeurs propres de u comptées avec multiplicité.

On énonce un résultat semblable pour les matrices carrées.

Théoréme 24

La trace et le déterminant d’une matrice complexe sont la somme et le produit de
ses valeurs propres comptées avec multiplicité.

Ce résultat s’étend aux matrices réelles sous réserve de considérer leurs valeurs propres
complexes.

1. Lorsqu’un polyndme unitaire est scindé de degré n, le coefficient de X™~1 et son coefficient constant
déterminent au signe prés la somme et le produit de ses racines. Pour le polyndme caractéristique, ces
coefficients sont liés & la trace et au déterminant de la matrice.

-
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4.5.5 Nilpotence

Définition

Un endomorphisme u de l'espace £ est dit nilpotent s’il existe p € N vérifiant «P = Q.
Le plus petit entier naturel p vérifiant cette identité définit 1'indice de nilpotence de u.
Ce vocabulaire se transpose aux matrices. En particulier, les matrices triangulaires su-
périeures strictes ' sont nilpotentes.

Théoreme 25
Un endomorphisme « de £ est nilpotent si, et seulement si, il est trigonalisable et 0
est sa seule valeur propre. o

Un endomorphisme nilpotent v d’un espace £ de dimension n vérifie ©* = 0 car il peut
étre figuré par une matrice triangulaire supérieure stricte.

Théoreme 26 :
Une matrice A de M, (K) est nilpotente si, et seulement si, elle est trigonalisable -
et 0 est sa seule valeur propre.

Cela revient encore a dire que la matrice est semblable & une matrice triangulaire supé-
rieure stricte. Son indice de nilpotence est alors assurément inférieur a sa taille n.

4.6 Exercices d'apprentissage

4.6.1 Eléments propres

-

Exercice 1
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres des endomorphismes suivants :

(a} ¢: P+ XP' endomorphisme de R{X].

{(b)%: P~ X P endomorphisme de C{X]. |

(¢) T': (un) *> (un+1) endomorphisme de l'espace B(N, R) des suites réelles bornées.
(d)w: M - M + tr(M)L, endomorphisme de My (R) (avec n 3 2).

Solution
On vérifie dans chaque cas que les applications considérées sont bien des endomor-
phismes des espaces proposés.

méthode
On détermine les valeurs propres d’un endomorphisme u de F en étudiant pour
quels scalaires A I’équation? u(zx) = Az d’inconnue z € E posséde d’autres
solutions que le vecteur nul.

1. Une matrice triangulaire supérieure A de taille n est dite stricte lorsque les coefficients de sa
diagonale sont tous nuls. On vérifie alors A™ = O,,.
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(a) Soit A € R. On étudie I'équation p{P) = AP, c’est-a-dire X P’ = AP, d’incon-
nue P € R{X].

méthode

L’identification des plus grandes puissances de X dans les deux membres révele
les valeurs possibles de A.

Analyse : Supposons que cette équation posséde une solution P non nulle. On peut
introduire le degré n de P et écrire

P=a, X"+ - +a1X +ay avec aq,...,a, € Ret a, #0.

L’équation @(P) = AP s’exprime alors

Zn: kay X* = Zn: AapX*
k=0 k=0

L’identification des coefficients des polynémes des deux membres donne kaj = Aax pour
tout £ € [0;n]. En particulier, na, = Aa, et donc A = n car a, # 0. Les égalités
kay = nay donnent alors a; = 0 pour tout k& € [0;n — 1] puis P = a, X™.

Résumons : si 'équation ¢(P) = AP possede une solution P non nulle, il existe n € N
tel que A = n et P est alors a, X™ avec a, # 0.

Synthése : Pour P = a, X™ avec a, # 0, on vérifie ¢(P) = nP avec P non nul.

Finalement, les valeurs propres de ¢ sont les entiers naturels et les vecteurs propres
associés & la valeur propre n € N sont les a, X™ avec a,, réel non nul®.

(b) Soit A € C. Résolvons I'équation % (P) = AP d’inconnue P € C[X].
PY(P)=AP & XP=J\P
> (X -A)P=0
<> P=0  car X — X n’est pas le polynéme nul 4

Ainsi, pour tout A € C, seul le polynéme nul est solution de 'équation ¥ (P) = AP :
’endomorphisme ¢ ne posséde pas de valeurs propres°.

(c) Soit A € R. Etudions I'équation T(u) = M d’inconnue u = (u,) € B(N,R). Par
résolution d’une relation de récurrence géométrique, on a
< dJa€R, VneN, u, = A\"a

& da€eR,u= (/\"a,)neN.

2. L'équation u{x) = Az d'inconnues z € E et A € K s’appelle ’équation aux éléments propres.

3. Le sous-espace propre associé & la valeur propre n est En(p) = {anX"™|an € R} c’est-a-dire
Vect{X™) : il réunit les vecteurs propres et le vecteur nul.

4. L’anneau C[X] est intégre : le produit de deux polynémes est nul si, et seulement si, un des facteurs
est nul.

5. C'est seulement en dimension finie que I’on peut affirmer qu’un endomorphisme d’un espace com-
plexe posséde au moins une valeur propre.



4.6 Exercices d'apprentissage 131

méthode
| On se limite aux solutions bornées.

Cas : |A| > 1. La suite (A"a) est bornée si, et seulement si, a = 0 et ¢’est alors la suite
nulle.
Cas : [A| € 1. La suite {A"a) est bornée et est non nulle?, dés que a # 0.

Par conséquent, les valeurs propres de T sont les éléments? de [—1;1] et les vecteurs
propres associés & A € [—1;1] sont les suites (A"a) avec a réel non nul.

(d) Soit A € R. Etudions 1’équation u(M) = AM d’inconnue M € M, (R) :
M +tr(M)I, = AM. (x)
Dans cette équation I'inconnue M apparait sous deux formes : M et tr(M).

méthode
| On étudie la trace des matrices solutions.

Soit M une solution de (x). En appliquant la fonction trace aux deux membres de cette
équation, on obtient
(n+ 1) tr(M) = Atr(M).

Cette équation détermine la valeur de la trace de M lorsque A # n + 1. On distingue
alors deux cas.
Cas : A #n + 1. On a nécessairement tr(M) = 0 et ’équation (*) devient M = AM.
Si A # 1, seule la matrice nulle est solution et A n’est pas valeur propre.

Si A = 1, toutes les matrices de trace nulle sont solutions de (x). Parmi celles-ci, il
figure des matrices non nulles (car n > 2) ce qui assure que 1 est valeur propre.

Cas : A =n+ 1. L’équation (x) se simplifie en

tr(M)

nM = tr(M)I, soit encore M =
n

L.

Une solution de cette équation est de la forme al, avec a € R et, inversement, une
matrice de cette forme est solution . Parmi celles-ci, il figure des matrices non nulles
et n + 1 est donc valeur propre.

En résumé, u admet deux valeurs propres :

—la valeur n + 1 dont les vecteurs propres associés sont les matrices non nulles de

trace nulle;
—la valeur 1 dont les vecteurs propres associés sont les al,, avec a # 0.

Exercice 2
En introduisant ’endomorphisme de dérivation sur 'espace £ = C*°(R, C), montrer
la liberté de la famille de fonctions (ex)xec avec ex(t) = e*t pour tout ¢ € R.

a7 a2 o SR e S TR

1. Méme lorsque A vaut O, la suite est non nulle car son terme initial est a # 0 sachant 00 = 1.
2. Ceci détermine une infinité de valeurs propres : cela n’est possible qu’en dimension infinie.
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Solution

La dérivation est une opération linéaire qui transforme une fonction de classe C*° en
une fonction de classe C*°, on peut donc introduire 'endomorphisme D de dérivation sur
'espace F.

méthode
Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux & deux
distinctes est une famille libre (Th. 6 p. 121).

Pour tout A € C, la fonction ey est une fonction non nulle de 'espace E vérifiant
D(ex) = Aey : cette fonction est vecteur propre associé a la valeur propre A pour Pendo-
morphisme D. On en déduit la liberté! de la famille (ey)acc-

[ Exercice 3
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice

2 -1 1
A=|-1 2 —11] € M3(R)
-1 1 0 ]

Solution

méthode
Les valeurs propres d’une matrice sont les racines de son polynéme caractéris-
tique (Th. 9 p. 123).

On calcule le polynéme caractéristique de A en A € R.

A—-2 1 -1
xa(A) =det(Alz; —A)=| 1 A—2 1
1 -1 A

méthode
Puisque ce sont les racines du polynéme caractéristique qui nous intéresse, on
exprime dans la mesure du possible celui-ci sous forme factorisée.

On fait apparaitre des facteurs A — 1 en ajoutant la deuxiéme colonne & la premiére
puis la troisiéme & la seconde

A-2 1 -1 A-1 0 -1 1 0 -1
1 A-2 1 — A-1 A-1 1]l=QX-1%1 1 1
1 ~1 AGoate] 0 o a-1 A 0 1 A

En développant le dernier déterminant selon une rangée ou en faisant encore apparaitre
des zéros, on obtient & la fin des calculs xa(A) = (A — 1)%2(\ — 2). Cette égalité valable
pour tout scalaire A détermine le polynéme caractéristique de A :

xa=(X-1)%X-2).

1. On pourra rapprocher cet argument de la démarche suivie lors de la résolution du sujet 15 du
chapitre 7 de I'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI.
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La matrice A posséde alors deux valeurs propres : 1 (valeur propre double) et 2 (valeur
propre simple). Ceci est conforme & la valeur de la trace de A : 4 =141 + 2.

méthode
On obtient le sous-espace propre associé a une valeur propre A d’une matrice
carrée A en résolvant ’équation AX = AX d’inconnue la colonne X.

Commencons par déterminer le sous-espace propre associé a la valeur propre 2 (nous
pouvons anticiper que ce sous-espace propre est une droite vectorielle car 2 est une valeur
propre simple).

Pour X colonne de coefficients z1,z2, 3, on a!

AX =2X <= (A-2I3)X =0

—x9+ x3=0
= —Z — z23=0
—Z1+ 22 — 223 =0

Tg =X
s { 2 3
Ty = —T3-

Le sous-espace propre associé & la valeur propre 2 est donc?

—T3 -1\ - -1
EZ(A) = T3 z3€R ) =<23| 1 | z3€R ) =Vect | 1
T3 1 1

Déterminons ensuite le sous-espace vectoriel associé & la valeur propre 1. Avec les
mémes notations

AX =X & (A-L)X =0

1 —x9+z3 =10
& (—x1+z0—23=10
—z1+29—23=0

<= 1 — 292+ 23 =0.

Cette derniere équation se résout en exprimant, par exemple, zg en fonction de z; et
de x,. Le sous-espace propre associé & la valeur propre 1 est donc

I 1 0
El(A)= X9 T1, 22 €ER ) =< xq 0 +x2 |1 1,22 € R
' To — X1 -1 1
1 0
= Vect 01],11
-1 1

1. Puisque 2 est valeur propre de la matrice A, le systéme étudié doit posséder des solutions non
nulles : ce n'est pas un systéme de Cramer et des équations doivent s’y simplifier.
2. On peut aussi décrire E2(A) comme un sous-espace vectoriel de R3 : E>(A) = Vect((—1,1,1)).
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Exercice 4
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres complexes de la matrice
de rotation

__f{cosf —sind
= \sinf cos®

) e 6200

Solution

méthode
Le polynome caractéristique d’'une matrice carrée A de taille 2 est (Th. 8
p. 123)
xa = X% — tr{A)X + det(A).

Le polyndme caractéristique de Ry est X? — 2cos(6)X + 1. Les racines de ce trindme
de discriminant A = —4sin?§, c’est-a-dire les valeurs propres de la matrice R(8), sont
les complexes distincts ! €' et e,

Pour déterminer le sous-espace propre associé & la valeur propre e'?, on résout I’équa-
tion AX = e X avec X colonne complexe de coefficients z et y. Cela produit le systéme’

cos(f)z — sin(8)y = €%z
sin(8)x + cos(8)y = e~ ¥y.

0

En écrivant e = cos# + isiné et en simplifiant par siné qui est non nul, le systéme se
résume? & la seule équation x = iy. L'espace propre associé a la valeur propre e est

alors . .
iy i
Eeie(Rg) = {(y) ’yEC} = Vect (1)
méthode

Les valeurs propres complexes d une matrice réelle sont deux a deux conjuguées
et les sous-espaces propres associés se correspondent par conjugaison.

Par conjugaison, on détermine le sous-espace propre associé a la valeur propre e ¢ = eif
—i
Fo-is (Re) = Vect < 1 )

4.6.2 Diagonalisabilité

Exercice 5
Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel £ de dimension finie n non nulle ne
possédant qu’une seule valeur propre.

A quelle condition cet endomorphisme est-il diagonalisable 7

1. Lorsque 6 = 0 (7], la matrice R(6) est égale & Iz ou —I3 : elle admet une unique valeur propre et
I’espace propre associé est 1’espace des colonnes.

2. Puisque e'? est valeur propre, il est attendu qu’une équation du systéme se simplifie afin de proposer
d’autres solutions que la solution nulle.
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Solution

méthode
Lorsqu’un endomorphisme est diagonalisable, sa matrice dans une base de
diagonalisation a pour coefficients diagonaux ses valeurs propres.

Notons A l'unique valeur propre de f. Si 'endomorphisme f est diagonalisable, sa
matrice dans une base de diagonalisation est diagonale avec des A pour seuls coefficients
diagonaux. Il s’agit de la matrice Al,, que ’on sait figurer I’endomorphisme Aldg. Par
unicité de ’endomorphisme représenté par une matrice dans une base donnée, on peut
affirmer que ’endomorphisme f est Aldg. La réciproque est immédiate !.

Exercice 6

Soit # un endomorphisme diagonalisable d’un espace E de dimension finie n > 1.
Montrer que le noyau et l'image de u sont supplémentaires.

Solution

méthode .
Les espaces Im{u) et Ker(u) se déduisent des vecteurs d’une base de diagona-

lisation de u en discutant selon la nullité des valeurs propres associées?.
Soit e = (e1,...,e,) une base de diagonalisation de u
A (0)
Mate{u) =
0
avec Ajy,...,A, les valeurs propres associées aux vecteurs propres ei,...,e,. On parti-

tionne ’ensemble des indices 7 selon que la valeur correspondante est nulle ou non :
I={ie[l;n)|A=0} et J={ic[l;n]|N #0}.
Soit 2 € [1;n]. Sii € I, ona A; = 0 donc ue;) = Op puis e; € Ker(u). Ainsi,
F = Vect{e;|i € I} C Ker(u). (*)
Si ¢ € J, on peut écrire e; = Ai‘_u(e,;) = u(/\it_ez-) car A; # 0 et donc e; € Im(u). On en
déduit
G = Vect{e; | i € J} C Im(u). (%x)
Les inclusions (x) et (*x) sont des égalités car
dim F + dim G = Card(]) + Card(J) = n = dim Ker(u} + dim Im(u).

On peut alors conclure que les espaces Ker{u) et Im(u) sont supplémentaires® car

engendrés par deux familles de vecteurs obtenues par partition d’une base.

1. Ce résultat se transpose aux matrices : si une matrice A € My, (K) est diagonalisable de seule
valeur propre A, elle est semblable & la matrice Al, et donc égale & celle-ci.

2. On peut aussi constater Im(u)NKer(u) = {0g} en observant Ker(u) = Ker(u?) (voir sujet suivant).

3. L’image de u est en fait la somme des sous-espaces propres associés aux valeurs propres non nulles.
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Exercice 7
Soit A € M,(R) une matrice diagonalisable. Montrer Ker(A) = Ker(A?).

e N SlaCai

Solution
On sait Ker(A) C Ker(A?) car une colonne X vérifiant AX = 0 vérifie aussi 42X = 0.

méthode
| On montre rg(A) = rg{A?) par diagonalisation de A.

Puisque la matrice A est diagonalisable, on peut écrire A = PDP~! avec P € GL,(R)
et

Mo (0)
D = Y. .
0  a
ou Ap,..., A, désignent les valeurs propres comptées avec multiplicité de la matrice A.

Par élévation au carré

A? = (PDP™Y)* = PDP~'PDP~! = PD?*P~!
Nt )

=I,

avec

N (0)

0) a2

n

D? =

Les matrices 1) et D? ont le méme rang correspondant au nombre de coefficients non
nuls sur la diagonale. Les matrices A et AZ? leur étant respectivement semblables, ont
aussi le méme rang. Enfin, par la formule du rang, on obtient

dimKer(A4) =n —rg(A) =n — rg(A2) = dim Ker (A2).

Par inclusion et égalité des dimensions, on conclut Ker(A) = Ker(A?).

[ Exercice 8 _
Etudier la diagonalisabilité des matrices de M3 (R) sutvantes :
146 FATE Y
()A={0 2 5 (b)B=1{0 1 1}
(0 0 3 X0 0 -2/
¢ 1 O @ -1
(c)C=11 0 ©0© @pPp=f1 0
0 0 -1/ \0 0
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Solution

méthode
L’étude la diagonalisabilité d’une matrice peut ® se résoudre par I'étude de ses
éléments propres (Th. 19 p. 127).

(a) Le polynome caractéristique de A est? (X — 1)(X — 2)(X — 3). La matrice A est
de taille 3 et posséde 3 valeurs propres distinctes ?, elle est donc diagonalisable (Th. 18
p. 126).

(b) Le polynéme caractéristique de B est (X — 1)?(X —2). La matrice B est de taille 3
et possede deux valeurs propres.

méthode
| On étudie les dimensions des sous-espaces propres associés.

La valeur propre 2 est simple et 'on peut affirmer sans calculs que le sous-espace propre
associé est de dimension 1. La valeur propre 1 est double et son sous-espace propre est
de dimension 1 ou 2 (Th. 14 p. 125).

méthode
Il n’est pas nécessaire de calculer exactement un sous-espace propre pour en

déterminer la dimension : un sous-espace propre est un noyau, sa dimension
se déduit d’un calcul de rang.

L’espace propre associé & la valeur propre 1 est F)(B) = Ker(B — I3) avec

010 010
B-Tz)=rg{0 0 1 — 00 1}=2
B b 0 0 1) BB\ o o

Par la formule du rang, on obtient dim £;(B) = 3 — 2 = 1 et donc dim E;(B) < m1(B).
La matrice B n’est pas diagonalisable.

(¢) Le polynéme caractéristique de C est (X +1)%2(X —1). La valeur propre 1 est simple
et le sous-espace propre associé est de dimension 1. La valeur propre —1 est double et le
sous-espace propre associé est de dimension 3 — 1 = 2 car

1 1 0 1 1 0
rg(C+I3)=rmgi{l 1 0 = {0 0 0]=1L
0 0 of 22" lr g 0 0

1. On présentera dans le chapitre 5 une démarche alternative basée sur le concept de polyndmes
annulateurs.

2. De fagon générale, le polyndme caractéristique d’une matrice triangulaire est le produit des (X — A;)
avec A; ses coeflicients diagonaux.

3. Il importe de souligner cette distinction. Toute matrice de M, (C) n’est pas nécessairement diago-
nalisable mais posséde pourtant n valeurs propres, sous réserve de les décompter avec multiplicité!
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La somme des dimensions des sous-espaces propres de C est égale a sa taille, la matrice C'
est diagonalisable !.

(d) Le polyndme caractéristique de D est (X —1)(X%+1). Il n’est pas scindé sur R
la matrice D n’est donc pas diagonalisable dans? M;(R).

méthode
Pour I'étudier la diagonalisabilité de M € M,,(K), on retient les démarches :

-- n valeurs propres distinctes = M diagonalisable ;

— Y dim E\(M) =n <= M diagonalisable;

— xum nhon scindé sur K == M non diagonalisable dans M, (K);
— JX € Sp(M), dim E (M) < my(M) = M non diagonalisable.

Exercice 9
Soit w un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E représenté dans une base §
¢ = (e, e, €3) par la matrice

01 -1
A=11 0 1
11 0

(a) Justifier que u est diagonalisable.

(b) Déterminer une base de diagonalisation de u.
- — : BN B R ES 5 R RS R e

Solution

(a) On calcule le polyndme caractéristique de u en A € R.

Ao~1 1 A+1 0 1
xu(A) =xa(A)=[-1 A -1 = “A—1 A-1 -1
1 -1 A SE8IEl 0 a-1 A

1 0 1 1 0 0

=A+1D)(A-1j-1 1 -1 = G(+HA-1|-1 1 0

0 1 |GG e 0 1 A\

— AN+ DA = 1)

Le polyndme caractéristique de u est donc x, = X(X — 1)(X + 1) et ses valeurs propres
sont les racines 0, 1 et —1. L’endomorphisme u posséde 3 valeurs propres et opére dans
un espace de dimension 3, il est donc diagonalisable (Th. 16 p. 126).

1. Il s’agit d'une matrice symétrique réelle, on verra dans le Th. 6 p. 291 que celles-ci sont toujours
diagonalisables.

2. En revanche, le polyndme caractéristique s’écrit (X ~ 1}{(X — i)(X + i) dans C[X] : la matrice D
est de taille 3 et possede 3 valeurs propres complexes distinctes, elle est diagonalisable dans M3 (C). En
substance, la propriété pour une matrice d'étre diagonalisable dépend du corps d’étude.
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{b) Une base de diagonalisation est une base de vecteurs propres.

méthade

On forme une base de diagonalisation en considérant une base adaptée a 1’écri-
ture

E= & FExu).
XESp(u)

Déterminons une base de chaque sous-espace propre de u.

Soit = un vecteur de £ et X la colonne de ses coordonnées z1, x2, 23 dans la base e.
Etudions le sous-espace propre associé a la valeur propre —1.

ulz)= -z &= AX=-X
—= (A+I3)X =0

T+ 22 —23=0
&= (a1 +ayt+x3=0
1 +x2+23=0

To9 = -2
{2 1
$3=0.

On a donc!
E_i(u)= {:z:l(el — e3) | x| € R} = Vect(e; — e3).
——

—of
+81

La famille (e]) est une base de I’espace E_;(u). Par des calculs analogues, on obtient

FEo(u) = Ker(u) = Vect(e; — ez —e3) et Ej(u) = Vect{ey + e3).
S—— ——— [ —

—n? —_—t
=e€3 =€3

Les familles (e}) et (e5) sont des bases respectives des espaces propres Eg(u) et Ei{u).
La famille ¢’ = (e}, e, €}) est alors une base de E adaptée? & D’écriture

E=FE_i(u)® Ey(uv) ® Ey(u).

1l s’agit donc d’une base diagonalisant u avec?
-1 0 0
Mate{(u)=1 0 0 O
0 0 1

1. Il apparalt que ce sous-espace propre est une droite vectorielle ce qui est attendu puisque —1 est
une valeur propre simple.

2. La famille ¢’ a été obtenue en accolant des bases des sous-espaces propres.

3. Si I’on choisit le vecteur ae) (avec o # 0) au lieu du vecteur €] comme premier vecteur de base, la
matrice diagonale obtenue est identique : sa premiére colonne traduit simplement un vecteur changé en
son opposé. Si 'on permute les vecteurs de €', les coefficients diagonaux de la matrice diagonale figurant
u sont permutés de la méme fagon.
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Exercice 10
Montrer que les matrices réelles suivantes sont diagonalisables et les diagonaliser!.

11 0 00 1
(a)A=11 1 1 b)B=10 1 0

0 0 -1 1 0 0

T T YTy AT e T

Solution

(a) On calcule le polynéme caractéristique de A. Soit A € R. On développe le déter-
minant selon la derniére ligne '

A—-1 =1 0
xafA)={ -1 A-1 -1 =()\+1)l
0 0 A+1

A—1 —1
_1 /\—ll“/\()‘_{_l)(/\_m'
Le polyn6me caractéristique de A est donc x4 = X (X + 1){X — 2) et ses valeurs propres

sont les racines 0, —1 et 2. La matrice A est de taille 3 et posséde 3 valeurs propres, elle
est diagonalisable (Th. 18 p. 126).

méthode

Une base diagonalisant ’endomorphisme canoniquement associé a A détermine
les colonnes d’une matrice de passage P diagonalisant A.

On détermine les sous-espaces propres de A. Soit X € M3 1{R) de coefficients 21, z2, 3.
La résolution des équations AX =0, AX = —X et AX = 2X conduit a ’étude des trois
systémes suivants

1 + To =0 2.’L‘1+ ) =0 -1+ 22 =0
1+ 2o+ z23=0 Ty + 2, +x3 =10 et Ty — 224+ x3=0
—z3 =0 0=0 — 3z3 = 0.

Apres résolution, on obtient

1 1 1
Eg(A) =Vect { ~1], E_;{A)=Vect| 2| et F(A)=Vect|1
0 3 0

Les colonnes ainsi obtenues déterminent une base de vecteurs propres? de I’endomor-
phisme canoniguement associé & A. Considérons alors la matrice P constituée par ces
colonnes.

1 1 1
P=|-1 -2 1
0 3 0O

1. Diagonaliser une matrice carrée A signifie déterminer une matrice inversible P telle que P~1AP
soit diagonale. Une telle matrice P est alors appelée matrice de diagonalisation de A.

2. Par Yidentification usuelle de )'espace des colonnes M, 1(K) avec K", les colonnes introduites
définissent des vecteurs propres de I’endomorphisme canoniquement associé.
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La matrice P est inversible car c’est la matrice de passage de la base canonique & une
base de vecteurs propres. Au surplus, la formule de changement de base, donne?

0 0 0
A=PDP7! avec D=0 -1 0
0 0 2

méthode
En résumé, on forme les colonnes d’une matrice de passage P diagonalisant A &
’'aide de bases des sous-espaces propres de A. La matrice diagonale D obtenue
est alors constituée des valeurs propres associées aux colonnes de P en ordre
respectif.

(b) On calcule le polyndme caractéristique de B. Soit A € R. On développe le déter-
minant selon la deuxiéme ligne

A 0 -1

xe(A)=]0 A-1 O =()\—1)'
—1 0 A

A =1 9 2 :
1 ; =(A-DN-1) =R -1)*(A+1).
Le polyndme caractéristique de B est donc xz = (X — 1)2(X + 1) et ses valeurs propres
sont 1 {(valeur propre double) et —1 (valeur propre simple). On détermine les sous-espaces
propres associés en résolvant les équations BX = X et BX = —X. Avec des notations
entendues, ceci conduit a 1’étude des systémes

—z1+23=0 1 +2x3=0
0=0 et 220 =0
z1—x3=0 z1+x23=0.
Apres résolution, on obtient
1 0 1
Ey(B)=Vect< |0),]1 et E_(B)=Vect| 0
1 0 -1

Les colonnes introduites définissent les colonnes d’une matrice de passage inversible

1 0 1
P=101 0
i 0 1

et la formule de changement de base donne

1 0 0
B=PDP ! avec D=[0 1 0
0 0 -1

1. La matrice D est diagonale car figure ’endomorphisme canoniquement associé & A dans une base
de vecteurs propres. Ses coefficients diagonaux sont les valeurs propres respectives associées aux vecteurs
propres constituant les colonnes de P.



Chapitre 4. Réduction géométrique

4.6.3 Trigonalisabilité

-

Exercice 11
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension n > 2 et £ € N.

—————————

(a) On suppose que A € K est une valeur propre de u. Vérifier que A\* est valeur
propre de u*.

(b) On suppose K = C. Montrer que les valeurs propres de u* sont exactement |
les A¥ avec A valeur propre de . :

(¢) On suppose K = R. Donner un exemple illustrant que la propriété précédente
n’est plus vraie. ok

piEa—ae s TR T T T, oEx TRT T x T, > h STt T e

Solution

{a} Soit  un vecteur propre associé¢ a la valeur propre A de 'endomorphisme u. Le
vecteur z est non nul et vérifie u(z) = Az. On a alors

uw(z) = ulu(z)) = u(hz) = Iu(z) = Az
Par récurrence, on vérifie u*(z) = A*z pour tout & € N. Puisque le vecteur z est non

nul!, on peut affirmer que A* est valeur propre de u* associée au vecteur propre z.

(b) méthode
L'endomorphisme u peut étre figuré par une matrice triangulaire ou figurent
sur la diagonale ses valeurs propres comptées avec multiplicité.

Puisque K = C, le polynoéme caractéristique de u est assurément scindé sur C et
I’endomorphisme u est trigonalisable (Th. 21 p. 128). Il existe donc e = (ey, ..., e,) base
de F dans laquelle

M (x)
Mate(u) =T =
0)
Les valeurs propres de u sont celles de T et, la matrice T étant triangulaire, ses valeurs
propres comptées avec multiplicité sont ses coefficients diagonaux Aq, ..., An.
Aussi, la matrice de ©* dans e est 7% avec
| k
A (W)
Tk g c.
0)
Les valeurs propres de u* comptées avec multiplicité sont donc les A¥, ..., AE c’est-a-dire

les puissances d’exposant k& des valeurs propres de u. Par élévation a la puissance &, les
multiplicités de certaines valeurs propres peuvent fusionner.

1. Il est important d’insister sur la non nullité du vecteur x car, pour tout g € K, le vecteur nul est
solution de I'équation u(z) = px sans pour autant pouvoir affirmer que yu est valeur propre de u.



4.6 Exercices d’apprentissage

(c) Dans un plan euclidien orienté F, une rotation r d’angle
§ £ 0 [r] ne posseéde pas de valeurs propres réelles. En effet, une

rotation différente de I'identité et de la rotation d’angle 7 ne pos- r(z)
sede aucune droite vectorielle stable. Cependant, r* correspond

a la rotation d’angle k. En choisissant 8 = «/k pour k£ > 2, on 0
obtient r* = —Idg donc

 /
&

Sp(r) =90 et Sp(r*) = {-1}. 0

[ Exercice 12
Montrer que les matrices réelles suivantes sont trigonalisables et les trigonaliser !.

1 -3 1 0 -1 0 11 -1
(a)A=(1 -2 0 M)B=1-1 1 1 c)C=1{0 1 0

Ll Raacis dooa-e oy

0 1 -2 -3 -2 2 1 -3 3

A el L A S e E TR D RO S N A L TR e YT T TR T % 2 e e T e e e o S

Solution

(a) méthode
On montre qu’une matrice A de M, (K) est trigonalisable en vérifiant que son
polynéme caractéristique est scindé sur K {(Th. 22 p. 128).

Aprés quelques calculs?, le polynéme caractéristique de A est x4 = (X + 1)3. Ce
polynéme est scindé sur R et la matrice A est donc trigonalisable®. Aprés résolution de

équation AX = —X, on obtient que I’espace propre associé a la valeur propre —1 est
1
E_l(A) =Vect | 1
1

Pour trigonaliser A, on forme une base dans laquelle ’endomorphisme ¢ canoniquement
associé & A est représenté par une matrice triangulaire supérieure.

méthode

On commence par figurer ’endomorphisme a dans une base dont le premier
vecteur est vecteur propre de a.

On pose u; = (1,1,1) vecteur propre de a associé & la valeur propre —1. On com-
pléte celui-ci de deux vecteurs de la base canonique afin de former une base de R3, par
exemple?, en choisissant us = (0,1,0) et uz = (0,0,1). On forme la matrice de a dans la

1. Trigonaliser une matrice carrée A signifie déterminer une matrice inversible P telle que P~IAP
soit triangulaire supérieure. Une telle matrice P est alors appelée matrice de trigonalisation de A.

2. On pourra amorcer ces calculs par 'opération Cy1 « C1 + Ca + Cs.

3. Elle n'est cependant pas diagonalisable car une matrice diagonalisable dont la seule valeur propre
est A est semblable a Al, donc nécessairement égale a Al (voir sujet 5 p. 134).

4. Durant cette démarche de trigonalisation des choix arbitraires sont effectués : il n’y a pas unicité
de la matrice de passage ni de la matrice triangulaire a laquelle on parvient.
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base (u1,u2,u3) en calculant simplement les images de ses vecteurs
a(uy) = —uq,
G(UQ) = (3 -2, 1) = —3u; + us + 4us
a(uz) = (1,0, —2) = uy — us — 3us.
Ainsi,
-1 -3 1

Mat(ul,uz,us)(a) =10 i -1
0 4 -3

On considére ensuite ’endomorphisme o’ du plan Vect(uz,u3) figuré dans la base
(ug,us) par le bloc
Fi _ 1 _1
o)
méthode

La détermination d’une base de Vect(us,u3) trigonalisant a’ permet* de for-
mer une base réalisant la trigonalisation de a.

Sans calculs, on peut affirmer que le polyndme caractéristique de a’ est (X + 1)2
car xa = (X + 1)xa . Aprés quelques calculs, on obtient que vo = us +2uz = (0,1,2) est
vecteur propre de a’. On compléte ce vecteur afin de former une base du plan Vect(ug, us),
par exemple en prenant le vecteur us. '

On forme la matrice de a dans la base {u;,v2,u3) de R? en calculant les images

a{u) = (-1,-1,-1) = —uy,
G,('Uz) = (—1, —2, —'3) = —U] — V2
a(uz) = (1,0, -2) = u; — vy — us.
On a donc
-1 -1 1
Mat(umz,us)(a) = 0 -1 -1
0 0 -1

Finalement, la formule de changement de base donne la trigonalisation

1 00 -1 -1 1
A=PTP ' avec P=11 1 0] etT={0 -1 -1
1 2 1 0 0 -1

(b) Cette étude est globalement semblable a la précédente. On présente rapidement
les éléments de résolution de celle-ci. Le polynéme caractéristique est? x5 = (X — 1)3,

1. En effet, les images par a des vecteurs de Vect(uz, u3) se déduisent de leur image par o’ en ajoutant
un vecteur colinéaire a 1.
2. On amorce le calcul de celui-ci par opération Cy + Cy + Ca.
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il est scindé sur R et la matrice B est trigonalisable. On introduit I’endomorphisme b
canoniquement associé a B. Le vecteur u, = (1, —1,1) est vecteur propre de b associé a
la valeur propre 1. On compléte ce vecteur avec us = (0,1,0) et ug = (0,0,1) et I'on a

1 -1 0O
Mat(ul,uz,ug)(b) =t0 0 1
0 -1 2

On introduit P'endomorphisme & du plan Vect(us, us) figuré dans la base (uz, us) par le

bloc
, (0 1
p- (" 1)

Le vecteur v = ug + ug est vecteur propre de b et la matrice de I’endomorphisme &
dans (u,v2, u3) donne la trigonalisation

1 -1 0 1 0 0
B=PTP! avece T=]0 1 1) etP=|-1 1 0
0 0 1 1 1 1

(c) Cette fois-ci I'’étude est un peu différente et beaucoup plus simple... Le polynéme
caractéristique de C est xo = (X — 1)(X — 2)? et les sous-espaces propres associés aux
valeurs propres 1 et 2 sont !

1 1
Eif(A)=Vect |1] et Ey(A)=Vect| O
1 -1

Posons alors u; = (1,1,1), u2 = (1,0,—1) et complétons la famille libre (ui,u2) en
une base de R® en prenant uz = (0,0,1). On forme la matrice dans (u,uz,u3) de
I’endomorphisme ¢ canoniquement associé a la matrice C en calculant les images

cuy) =w
c{ug) = 2us
c(ug) = (—1,0,3) = —ua + 2us.

On a donc

1 0 0

Ma.t(uhuz‘us)(c)z 0 2 -1

0 0 2

Finalement,

i 1 0 1 0 O
C=PTP™! avec P=|1 0 0} e T=1{0 2 -1
1 -1 1 0O 0 2

1. L’espace propre associé & la valeur propre 2 n’est que de dimension 1, la matrice C' n’est pas
diagonalisable.

-
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4.7 Exercices d'entrainement

4.7.1 Sous-espaces vectoriels stables

Exercice 13 * b
Soit u et v deux endomorphismes d'un espace vectoriel F vérifiant uov =vou. V
(a) Montrer que les espaces Ker{u) et Im(u) sont stables par v.
(b) Montrer que les sous-espaces propres de u sont stables par v.

(c) Soit f un endomorphisme de F et p un projecteur de £. Montrer

po f= fop < Im(p) et Ker(p) sont stables par f.

T T T TR TS W Ten T

Solution

(a) méthode

Un sous-espace vectoriel F' est stable par un endomorphisme u lorsque, pour
tout x € F, on vérifie u(z) € F.

Soit z € Ker(u). On vérifie que v(z) appartient au noyau de u par le calcul qui suit
u(v(z)) = (wov)(z) = (vou)lz) = v(u(z)) = v(0g) = 0p.
Soit y € Im(u). On écrit y = u(z) avec z € E et l'on vérifie v(y) € Im(u) par le calcul

v(y) =v(u(z)) = (vou)(z) = (uov)(z) = u(z)‘(\:f_)/) € Im(u).

€E
Ainsi, Ker(u) et Im(u) sont stables par v.

(b) Soit A une valeur propre de u. Etudions la stabilité par v de 'espace propre E\ ().
Soit € Ex(u). On a u{z) = Az et done, par commutation de u et v,

u(v{z)) = (uov)(z) = (voulz) = v{u(z)) = v(Az) = Mv(z).

Ainsi, v(z) appartient ' & Ey(u) et I’'on peut affirmer que E(u) est stable? par v.

(c) L’implication directe est résolue par la premiére question. Etudions sa réciproque.

méthode

On vérifie que les endomorphismes p o f et f o p sont égaux sur deux espaces

supplémentaires 3.

1. Sans savoir si v(z) # Og, on n'affirme pas que v(x) est vecteur propre de u.

2. Aussi, © — Mldg et v commutent donc Ker(u — Aldg) est stable par v.

3. En dimension finie, une résolution matricielle est aussi possible en étudiant la commutation avec
une matrice (16‘ g) figurant p dans un base adaptée, r = rg{p).
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On sait £ = Ker{p} ® Im{p) car p est un projecteur. Vérifions que les applications
linéaires po f et f o p sont égales sur chacun des espaces de cette écriture.

Soit x € Ker(p).

D’une part, p(z) = O et donc f(p(.l,)) = f(0g) = 0g.

D’autre part, f(z) € Ker(p) car 'espace Ker(p) est stable par f et donc p(f(z)) = 0g.
Ainsi, les applications po f et f o p sont égales sur Ker(p).

Soit z € Im(p). On sait p(z) = z car les vecteurs de 'image d’une projection sont
invariants * par celle-ci. Aussi, on a f(z) élément de Im(p) car '’espace Im(p) est stable
par f et donc p(f(z)} = f(z) = f(p(z)). Ainsi, les applications po f et f o p sont aussi
égales sur Im(p).

Finalement, les applications linéaires p o f et f o p sont égales car égales sur deux
espaces supplémentaires.

Exercice 14 **
Déterminer les sous-espaces vectoriels stables pour ’endomorphisme D de dérivation
dans K[X].

TN O T R I

Solution

Il est immédiat de vérifier que les espaces K[X], {0} et K, [X] (avec n € N) sont stables
par I’endomorphisme de dérivation D. Etablissons qu’il n’en existe pas d’autres. Soit F
un sous-espace vectoriel stable par D non réduit a 'espace nul.

méthode
Si P est un polynéme de degré n, (P™, P~V P) est une famille de
polyndmes étagée en degré.

Soit P un polynoéme de F et n son degré. L’espace F étant stable par D, les polyndmes
P' = D(P), P" =D*(P), ..., P™ =D"(P)

appartiennent tous & F. Or la famille (P, P"~1 P} est une famille de polyndmes
de degrés étagés? et donc une base de K,[X]. Tout polynéme de K,[X] peut donc
s’écrire comme une combinaison linéaire de polynémes qui appartiennent & 1'espace F et
donc K,,[X] C F. Résumons : K, [X] est inclus dans F* dés qu'’il existe un polyndme de
degré n appartenant & F'. On peut alors conclure en distinguant deux cas :

Cas : Les polynomes de F' sont de degrés majorés. On peut introduire un polyndme
dans F' de degré maximal N et alors F = Ky[X] par double inclusion.

Cas : Les polyndémes de F ne sont pas de degrés majorés. Il existe des entiers n € N
arbitrairement grands tels que K,,[X] C F et donc F = K[X].

1. Im(p) = Ker(p — Idg) est le sous-espace propre associé & la valeur propre 1.

2. On dit qu’une famille (P, -.., Pr) de polynoémes de K[X] est une famille de palyndmes de degrés
étagés si deg(Py) = k pour tout indice k. Une telle famille est une base de K, [X] voir le sujet 24 du
chapitre 7 de 'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI.
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( )
Exercice 15 ** 3

Soit u endomorphisme d’'un K-espace vectoriel £ de dimension finie n > 2. On
suppose que E et {0z} sont les seuls ! sous-espaces vectoriels stables par u.

(a) L’endomorphisme u posséde-t-il des valeurs propres 7
Soit z un vecteur non nul de £.

(b) Montrer que la famille e, = (z,u(z),...,u" *(z)) est une base de E.
(c) On note ag, a1, - ..,a,-1 les coordonnées de u™(z) dans la base e,. Btablir

u® = agldg + a1u + - + Qo™ L

(d) Exprimer la matrice de u dans la base e; .

Lo L g

Solution

(a) méthode

Les vecteurs propres sont les vecteurs engendrant une droite vectorielle stable
(Th. 3 p. 121).

Par ’absurde, si 'endomorphisme u posséde un vecteur propre z, la droite vecto-
rielle D = Vect(x) est stable par u. Ceci contredit 'hypothése de travail car D est un
sous-espace vectoriel non nul distinct de E. On en déduit que u ne possede ni vecteurs
propres ni valeurs propres. '

(b) méthode
On introduit le plus grand entier tel que la famille (:z:,u(x), e ,uf’_l(z)) est
libre.

Puisque le vecteur z est supposé non nul, la famille (z} est libre. L’ensemble
A={meN*|(z,u(x),...,u™ (z))} est libre}

est donc une partie non vide de N. Au surplus, la partie A est majorée car en dimen-
sion n une famille libre ne peut comporter plus de n éléments. La partie A posséde donc
un plus grand élément, autrement dit, il existe un plus grand entier p > 1 tel que la
famille (z, u(z),...,u?"'(z)) est libre.

Par définition de entier p, la famille (z,u(z),...,u?~1(z),uP(z)) est lide. Il existe
donc des scalaires Ag,..., A, non tous nuls permettant d’écrire
Ao + Au(z) + - + A 10”7 (@) + ApuP(z) = 0p. (*)

Si A, est nul, 'équation () se simplifie en

Aoz + Aqu(z) + -+ /\p_lu”_l(x) =0g

1. En dimension finie, un endomorphisme d’un espace complexe admet au moins une valeur propre et
donc une droite vectorielle stable, un endomorphisme d'un espace réel admet quant & lui au moins une
droite ou un plan vectoriel stable (voir sujet 33 p. 232). Pour n > 3, ’hypothése de ce sujet pourra étre
rencontrée si K = Q.



4.7 Exercices d’entratnement

ce qui entraine Ay = -+ = A,_; = 0 par la liberté de la famille (:L‘,’U,(.’L'), e up”l(:r:)).
C’est absurde car les scalaires A, ne sont pas tous nuls. On en déduit A, # O et I'égalité (*)
donne

1

uf(z) = ~5

(Roz + Mu(z) + - + Apo1uP 1 (@) € Veet(z, u(z),...,uP " (z)).

Le sous-espace vectoriel! F' = Vect(z,u(z),...,uP"'{z)) est alors stable par u car
J’image par u d'une combinaison linéaire des vecteurs x,u(z),...,u?"!(z) est une com-
binaison linéaire des vecteurs u(z),u?(z),...,u?(x) donc une combinaison linéaire des
vecteurs z,u(z),...,uP~ (z). L’espace F' n’étant pas nul, il est égal & l'espace F et la
famille (z, u(z),...,u?!(z)) est donc une base de E. En substance, p = n.

(c) La question présente une difficulté : les coordonnées ag, a1, . ..,an—1 dépendent a
priori du choix du vecteur z!

méthode
On montre que les applications linéaires
v=aoldg + a1+ -+ ap_u™" ' et u

sont égales sur les vecteurs d'une base.

Par définition des scalaires a;, les applications v et u™ sont égales sur le vecteur . De
plus, elles commutent ? toutes deux avec u et donc, pour tout k € [0;n — 1],

v{u*(z)) = u*(v(z)) = * (u*(z)) = u* (v (2)).

Les applications linéaires v et ™ sont donc égales en tout point car égales en chaque
vecteur de la base e,.

(d) La matrice de u dans la base e; = (z,u(z),...,u""1(z)) est la matrice figurant

les coordonnées dans e, de la famille de vecteurs (u(z),v*(z),...,u™(z)) ce qui donne?
0 - 0 a
1 ai
Mat._(u) = _ (0) .

Notons que l'expression de cette matrice ne dépend pas du choix du vecteur z non nul.

1. Le sous-espace vectoriel F' se nomme 'espace cycligue engendré par z : il correspond a l'ensemble
des valeurs prises par les polyndmes en u sur le vecteur z.

2. Dans le prochain chapitre, on dira que v et ™ sont des polynémes en w.

3. La matrice formée est une matrice compagnon {Voir sujet 32 p. 166).
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Exercice 16 **
On munit 1'espace M., 1 (R) du produit scalaire canonique défini par (X,Y) =*XY
pour toutes colonnes X et Y.

(a) Montrer qu’un sous-espace vectoriel F de M,, ;(R) est stable par A si, et seule-
ment si, F'* est stable par ‘A.

(b) Déterminer les sous-espaces vectoriels stables par I'endomorphisme u de R®
figuré dans la base canonique par la matrice

-3 2 2
A=1|1-1 0 2
0 01

TN s

Solution

(a) méthode
En identifiant matrice carrée et endomorphisme canoniquement associé, afhir-
mer qu’un sous-espace vectoriel F' de M, ;(K) est stable par A € M,(K)
signifie AX € F pour tout X € F.

Raisonnons par double implication.

{ = ) Supposons le sous-espace vectoriel ' stable par A. Pour tout X de F' et tout Y
de FX, on a
(X,'AY) = ‘X 'AY = H{AX)Y = (AX,Y) =0
car AX est élément de F tandis que Y appartient & FL. Ainsi, "AY est élément de F+
et cet espace est donc stable par A.

( <= ) Supposons le sous-espace vectoriel F* stable par 'A. L’implication ci-dessus
donne directement F = (F1)* stable par A = t( ‘A).

(b) méthode
On étudie les sous-espaces vectoriels stables en discutant! selon leur dimen-
sion.

Soit F' un sous-espace vectoriel stable par u.

Si dim F' = 0 ou 3, 'espace F est {0} ou R® que P'on sait &tre tous deux stables par .

Sidim £ = 1, F est une droite vectorielle et ’on sait que les droites vectorielles stables
par un endomorphisme sont celles engendrées par les vecteurs propres. On est donc
conduit & déterminer les vecteurs propres de u.

Enfin, si dim F = 2, F est un plan et ’étude qui précéde assure qu'un plan vecto-
rie] P est stable par u si, et seulement si, sa droite normale D = P+ (pour le produit
scalaire canonique de R®) est stable par 'endomorphisme u’ canoniquement associé a la
matrice ‘A. Il s’agit alors de déterminer les vecteurs propres de u’'.

1. L’endomorphisme u étant diagonalisable, on verra dans le sujet 8 p. 207 que les sous-espaces
vectoriels stables par u sont ceux admettant une base de vecteurs propres.
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Reste & déterminer les éléments propres mentionnés. Apres quelques calculs, on obtient
que le polyndéme caractéristique de la matrice A est

xa = (X -1D{X+1)(X +2).

Les valeurs propres de A sont donc 1, -1 et —2. Sans calculs, on peut affirmer que les
valeurs propres de ‘A sont identiques car x4 = xea. Il suffit ensuite de déterminer les
sous-espaces propres associés & chaque valeur propre. Apres résolutions,

1 2 1
Ei(A)=Vect [ 1], E_j(A)=Vect {1], E_3(A)=Vect | 1],

1 0 0

0 1 1
Ei(*A) = Vect [ 0], E_1(*A) = Vect [ -1}, E_5(*A) = Vect | —2

1 0 1

Les droites vectorielles stables par « sont alors
Vect(1,1,1), Vect(2,1,0) et Vect(1,1,0).

Les plans vectoriels stables par u sont déterminés par un vecteur normal vecteur propre
de v, ils ont pour équation !

z=0, z—y=0 e x—-2y+2=0.

Exercice 17 **

Soit © un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel E non réduit au vecteur
nul et S un sous-espace vectoriel de E stable par u et tel que £ = § + Im(u).

__Montrer S5=F.

T TR YA

Solution

méthode
| On vérifie E = S + Im(u*) par récurrence sur k € N*.

La propriété est vraie par hypotheése pour k = 1.

Supposons la propriété vraie au rang k£ 2 1. On a immédiatement S + Im(uk“) C E.
Inversement, soit z € E. Par hypothése de récurrence, on peut écrire z = s + u*(a)
avec s € S et a € E. Or, par hypothése, on peut aussi écrire a = s’ + u(b) avec s’ € S
et b€ E. On en déduit

z = s+u"(s) +uFt1(b) € § + Im(u**1)
S —
€S
car le sous-espace vectoriel S est stable par u. Ainsi, £ C S + Im(uk“) puis on peut
affirmer 1'égalité par double inclusion.
La récurrence est établie.
En appliquant cette propriété avec k 1'indice de nilpotence de u, on conclut £ = S.

1. Pour le produit scalaire canonique, un vecteur normal {(a, b, c) # (0,0, 0) détermine dans R3 le plan
d’équation az + by + cz = 0.
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4.7.2 Eléments propres d’'un endomorphisme

Exercice 18 *
Soit © un endomorphisme de rang 1 d’un espace vectoriel réel . Montrer qu’il existe
un réel A valeur propre de u tel que u? = Au.

Solution

méthode
| La droite Im(u) est stable par wu.

L’endomorphisme u étant de rang 1 son image est une droite vectorielle. De plus, celle-
ci est stable par u et donc engendrée par un vecteur propre (Th. 3 p. 121). Notons A la
valeur propre! associée. On a Im(u) C Ker(u — Aldg) donc (u — Mdg) ou = 0. On peut
alors conclure u? = Ju.

Exercice 19 *

Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel £ de dimension finie non -
nulle. Montrer que si A est valeur propre de uov , A est aussi valeur propre de vou.

Solution
Soit A une valeur propre de u o v et £ un vecteur propre associé. Le vecteur z est non
nul et satisfait 1’égalité (v o v)(z) = Az. En appliquant v & cette relation, il vient

(vou)(v(z)) = v((uov)(z)) = v(Az) = Iv(z).

méthode _
| 1 faut vérifier v(z) # Og pour affirmer que v{z) est vecteur propre de v o u.

Si A # 0, I'égalité initiale u(v(z)) = Az avec A # 0 et x # Og entraine v(z) # 0g. On
peut alors affirmer que v(x) est vecteur propre de v o u associé a la valeur propre A.
Si A =0, on ne peut pas conclure aussi directement 2.

méthode
0 est valeur propre d’un endomorphisme d’un espace de dimension finie si, et
seulement si, celui-ci n’est pas bijectif.

Si 0 est valeur propre de u o v, on a det(u o v) = 0 et donc det{vou) =0 car
det(v o u) = det(v) x det(u) = det(u o v).

On en déduit que 0 est aussi valeur propre de v o u.
Finalement, u et v jouant des réles symétriques, on peut conclure que les endomor-
phismes u o v et v o u ont exactement les mémes> valeurs propres.

1. On verra dans le sujet 41 p. 175 que celle-ci correspond & la trace de u lorsque I’espace est de
dimension finie.

2. Le résultat est méme faux en dimension infinie. Si D désigne I'opérateur de dérivation sur R[X] et
si I est 'opérateur déterminant le polynéme primitif s’annuiant en 0, le réel 0 est valeur propre de 1o D
mais n’est pas valeur propre de D o1.

3. Ce résultat découle aussi de ’égalité x 4B = xpa établie dans le sujet 33 p. 168.
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[ Exercice 20 **
Soit A, B € M,(R) vérifiant AB — BA = A.
(a) Calculer A*B — BA* pour k£ € N.
On considére ’endomorphisme ¢ de M, (R} défini par p(M) = MB — BM.

(b) A quelle condition la matrice A est-elle vecteur propre de ¢ ?

(c) En déduire que la matrice A est nilpotente.

Solution

(a) méthode
| On commence par ’étude du cas n = 2 pour anticiper la relation attendue.

A’B — BA? = A(AB) - BA? = A> + ABA — BA® = A* 4 (AB - BA)A = 2A%.
_ATBA e

Par récurrence sur k € N, montrons A*B — BAF = kA*.

Pour k = 0, 'identité est vraie car A° = 1I,,.

Supposons 1’égalité vraie au rang & 2 0. Pour I’établir au rang suivant, on adapte le
calcul vu ci-dessus

A¥1B — BAF+ = A(AFB) — BA*! = A(kA* + BA*) — BAFH!
= kA*! L ABA® — BA**! = A**! 4 (AB — BA)AF
= (k+1)A*

La récurrence est établie.

(b) Soit k € N. L’étude ci-dessus donne ¢(A4*) = kA*. La matrice A* est donc vecteur
propre de ¢ si, et seulement si, A* # O,,.

(c) méthode
En dimension finie, un endomorphisme n’admet qu’un nombre fini de valeurs
propres.

Par ’absurde, si la matrice A n’est pas nilpotente, tout entier ¥ € N est valeur propre
de 'endomorphisme . Or celui-ci n’admet qu'un nombre fini de valeurs propres. C’est
absurde. _

Exercice 21 **
Soit A une matrice élément de E M,,(IR) On 1ntrodmt l’endomorphﬁme U de E
défini par u(M) = AM pour tout M € E »

(a) Montrer que A et u ont les memes valeurs propres et prec:s"’er Ies 's
propres de u en fonction de- ceuxdeff R S A

(b ) Que dlre des elements propres l’endomorphlsme v de E deﬁm par v('M ) = MA‘? i
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Solution

(a) Soit A € R. Etudions I'équation u(M) = AM d’inconnue M € M,(R).

méthode
| On étudie ’égalité AM = AM colonne par colonne.

Notons C1, ..., ), les colonnes de la matrice M. Les colonnes de la matrice AM sont
alors ACY, ..., AC, et donc

AM =AM — Vj €& [[1;?’2]], ACJ = /\Cj

Si A n’est pas valeur propre de la matrice A, seule la colonne X nulle vérifie AX = AX.
On a alors

AM = MM <= M =0,

Le réel A n’est pas valeur propre de wu.

En revanche, si A est une valeur propre de A, il existe des colonnes X non nulles
vérifiant AX = AX. Une matrice M constituée de telles colonnes est non nulle et véri-
fie AM = AM : le réel X est valeur propre de u.

Finalement, les valeurs propres de u sont exactement celles de A. De plus, si A est une
telle valeur, le sous-espace propre associé a la valeur propre A est constitué des matrices
dont les colonnes appartiennent ! au sous-espace propre de A associé & la valeur propre A.

(b) Soit A € R. Etudions I’équation v(M) = AM d’inconnue M € M,,(R). Par trans-
position

v(M)=AM = 'A'M =X'M avec M #0, < M #0,.

On retrouve 'équation aux éléments propres de la question précédente avec la matrice
transposée de A au lieu de A et I'inconnue *M au lieu de M. On en déduit que les valeurs
propres de v sont les valeurs propres de ‘A, donc celles de A, et les vecteurs propres
associés sont les matrices dont les lignes sont les transposées des colonnes appartenant
au sous-espace propre de ‘A pour la méme valeur propre.

Exercice 22 **

Soit E P'espace vectoriel des fonctions continues de [0 .; +oo| vers R. Pour tout f € F,
on définit une fonction p(f): [0;+oo[ — R par :

e(f)0)=f(0) et o(f)(z)= %f; f(t)dt pour tout z > 0.

(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.

i (b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de .

7 TR I N IR N

1. Ces colonnes peuvent étre nulles et ne sont donc pas forcément vecteurs propres de A.
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Solution

(a) Soit f une fonction élément de E. La fonction F: z — [° f(¢)dt est la primitive
de la fonction continue f s’annulant en 0. Cette fonction est donc continue sur [0; +00]
et la fonction @(f) est continue sur J0; +oo[ par produit de fonctions qui le sont. Reste
& justifier la continuité de ¢(f) en 0.

méthode
| On interpréte ¢(f)(z) comme un taux d’accroissement.

Pour z > 0, on peut écrire

On en déduit
P(f)(@) —= F'(0) = £(0) = »(f)(0).

La fonction ¢(f) est donc continue en 0. Ainsi, I'application ¢ est bien définie de E
vers E. Enfin, la linéarité de ¢ est immédiate car, pour A,u € K et f,g € E, on observe
(A f + ug)(z) = A(f)(x) + up(g)(x) pour tout z > 0 et aussi pour z = 0.

(b) Soit A € R. Etudions I’équation ¢(f) = Af d’inconnue f € E.
Analyse : Supposons f solution de cette équation. On a

é /Ox f(t)dt = Xf(z) pour tout z > 0. (*)

méthode
On souhaite dériver cette relation. Afin de pouvoir justifier que la fonction f
est dérivable, on traite le cas A = 0 séparément.

Cas : A = 0. L’équation (x) se simplifie en

/:f(t)dt:(}.

Par dérivation, on obtient f(x} = 0, d’abord pour z > 0, puis aussi pour z = 0 par
continuité de f. Une fonction solution est nécessairement la fonction nulle : 0 n’est pas
valeur propre de .

Cas: A#0.

méthode
| On exprime une équation différentielle vérifiée par f.

En divisant les deux membres de (x) par A, on peut exprimer f(z) & l'aide du terme
intégrale et affirmer que f est de classe C! sur |0; +oo[. En multipliant () par = puis en
dérivant, on obtient

flz) = Azf'(z) + Af(z) pour tout z >0
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done 1
zf'(z) = af(x) avec a =

Ceci conduit & résoudre I'équation différentielle zy’ = ay sur |0; +o00]. Il s’agit d’une
équation différentielle linéaire d’ordre 1 et, puisque

/(-I-dx=aln:z
T

sa solution générale est y(z) = Ce*!"% = Cz* avec C' € R. La fonction f est donc de
cette forme. La fonction f est aussi continue en 0 ce qui conduit & discuter selon le signe
de & qui est encore celui de A(1 — A).

SiA<0ouA>1 onaa<0et 'expression Cz® admet une limite finie en 0 si, et
seulement si, C = 0. Dans ce cas la fonction f est nulle : un tel A n’est pas valeur propre
de .

Si A €]0;1], lexpression Cz* admet une limite finie en 0 qui n’est autre que! C0%.

Synthése : Pour A € |0;1], la fonction f donnée par

1—A

fz) =Cz* avec CEIReta:T

est définie et continue sur [0; 4+-oo[. Par un rapide calcul intégral, on vérifie o(f) = Af et
I’on peut affirmer que la fonction f est non nulle dés que C # 0.

Finalement, les valeurs propres de ¢ sont les éléments de ]0; 1] et les vecteurs propres
associés & A € ]0; 1] sont les fonctions suivantes définies sur [0; +o00]

-2
xHCxlT avec C € R".

Exercice 23 **
Soit n € N. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de 'endomor-
phisme ? ¢ de R,[X] défini par

p(P)=(X*-1)P' ~nXP.

TR TR T T T AT

Solution
Soit A € R. Résolvons P’équation p(P) = AP d’inconnue P € R,[X].

¢(P) = AP <= (X*~1)P -~ (nX+ AP =0.

méthode
On recherche ? les solutions polynomiales de degrés inférieurs & n & I’équation
différentielle
(By): (22 - 1)y — (nz + A)y = 0.

1. Rappelons que z pour un exposant réel o est défini par I’égalité £ = e® ™% pour tout z > 0. On
prolonge la fonction de = correspondante en 0 lorsque a > 0 en posant 0% = 0 pour o > 0 et 0° = 1.

2. On observe aisément que ¢ est un endomorphisme de R.[{X] car cette application est linéaire
et P'on vérifie que ¢ transforme un polynéme de degré inférieur & n en un autire aprés une éventuelle
simplification des termes X7+1.
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1l s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 que I'on sait résoudre sur chacun
des intervalles | —oo0; —1[, |=1;1[ et |1 ; +o0o[ pour lesquels le facteur de 3’ ne s’annule pas.
A Paide d’une décomposition en éléments simples, on a

nr + A 1 n+A m—2A ntA n—A
= - — —_— 2 2
/m2_1d:1: 2/($_1+x+1)dx ln(|x 112 [z + 1 )

La solution générale de ’équation (£)) sur chacun des intervalles précédents s’exprime

nth n=A
yWz)=Clz—1"7 |[z+1]"7 avec CEeR

Cette résolution invite & introduire, pour chaque A = n — 2k avec k € [0;n], le
polyndéme
Pr=(X - 1" "X +1)* € Ry[X].

On vérifie par le calcul I'identité ¢(Py) = AP avec Py # 0 ce qui assure que A est valeur
propre de ¢ et Py est vecteur propre associé. On détermine ainsi n + 1 valeurs propres
distinctes pour I'endomorphisme . Or 'espace R, [X] est de dimension n + 1, il ne peut
donc y avoir d’autres valeurs propres et celles-ci sont toutes simples (Th. 12 p. 124). De
plus, chaque sous-espace propre de @ est de dimension 1.

Finalement, les valeurs propres de ¢ sont les n — 2k avec k € [0;n] et le sous-espace
propre associé a la valeur n — 2k est la droite

Ern—ok(p) = Vect((X — )" *(X + 1)"*¥).

(a) On suppese woy = uyo U, ¢ ' -'r_-que u et ¥ 0Nt un vecteur propre en commun.

(b) On suppose w0 v = 0. Montger que u et v ont un vecteur propre en commun.

Solution

(a) méthode
Tout endomorphisme d*un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle*
admet au moins une valeur propre (Th. 11 p. 124).

Soit A une valeur propre de u. L’espace E),(u) n’est pas réduit au vecteur nul et tout
vecteur non nul de celui-ci est vecteur propre de ’endomorphisme u. De plus, cet espace
propre est stable ® par v car u et ¥ commutent. L’endomorphisme induit par v sur I’espace
complexe E){u) de dimension finie non nulle admet donc une valeur propre. Le vecteur
propre associé est alors un vecteur propre commun a u et v.

3. On peut aussi résoudre cette équation par 'unicité de la décomposition en éléments simples de
P’/P qui s’exprime comme une somme de termes /(X — z) avec z € C racine de P et o € N* sa
multiplicité.

4. En dimension infinie, un endomorphisme d’un espace complexe peut ne pas admettre de valeur
propre comme l’endomorphisme ¥ du sujet 1 p. 129.

5. Voir sujet 13 p. 146.
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(b) méthode
| L’espace Im(v) est stable! par v.

On a uov = 0 et donc Im(v) C Ker(u). Par conséquent, tout vecteur non nul de Im(v)
est vecteur propre de u associé a la valeur propre 0.

Si v n’est pas ’endomorphisme nul, 'espace complexe Im(v) est de dimension finie non
nulle et I'’endomorphisme induit par v sur celui-ci admet au moins un vecteur propre qui
est alors vecteur propre commun & u et v.

Si v est I’endomorphisme nul, n’importe quel vecteur propre de u (et il en existe} est
vecteur propre commun a u €t v.

4.7.3 Eléments propres d'une matrice

Exercice 25 ¥
Soit n > 2.

(a) Déterminer les valeurs propres de la matrice de M,,(C) suivante

()
®

(b) Cette matrice est-elle diagonalisable 7

M= avec (a,b) € CxC*.

-

Solution
(a) méthode
| On calcule le polyndme caractéristique de M.

Soit A € C. Par l'opération Cy «+- C1 +Co +--- + C,

A=la+(n-1)b) —b - b
A—a —-b — n— —a
o = b ___( ) P Ea+:( Ubg A ) (—b)
(=) A—aly, A— (a+.(n*1)b) (=b) A= aly,

On refranche ensuite la premiére ligne & chacune des suivantes afin d’obtenir un déter-
minant triangulaire

A= (a+(n—1)b) —b —b
xm(A) = ? et . ©)
6 (0) A—a+d

in)
=(A-(@a+(-1p)) (A= (a-5)""

1. Un raisonnement analogue & celui proposé est possible en observant Ker(u) stable par v.




4.7 Exercices d’entrainement

Les valeurs propres de M sont donc a + (n — 1)b et a — b de multiplicités respectives 1
et n — 1 2 1 {ces valeurs propres sont distinctes car b # 0).

(b) méthode
| On étudie les dimensions des sous-espaces propres de M par un calcul de rang.

La valeur propre a + (n — 1)b est simple, le sous-espace propre associé est donc de
dimension 1.

Par la formule du rang, la dimension du sous-espace propre associé a la valeur a — b
est

dimKer(M — (a— b)) =n—rg(M - (a - b)) =n~rg|: |l =n-1.

La somme des dimensions des sous-espaces propres est ¢gale a n, la matrice M est
donc diagonalisable (Th. 19 p. 127).

-

Exercice 26 *
Soit n > 3. Déterminer les valeurs propres de la matrice de M,,(R) suivante

1 1 --- 1
L1
;0 4
Solution
méthode

1l est quelquefois plus commode de calculer les valeurs propres d’une matrice
carrée en étudiant ’équation AX = AX qu’en calculant son polynéme carac-
téristique 1.

Notons A la matrice étudiée et considérons X une colonne de hauteur n et de coeffi-

cients rj,...,Z,. L'équation AX = AX équivaut au systeéme
T1+ x4+ FTp = AT T+ -+, = ALy
Ty + To = A%y r, = (/\ - 1).’1:2

$0it encore

1 + Ty, = ATy, z1 = (A= 1D)zy,.

1. Le calcul du polyndme caractéristique xn est néanmoins possible : en développant le déterminant
selon la derniére ligne, on obtient X (A) = (A= 1)xn_1(}) — (A—1)""2. Le calcul des premiers termes de
cette suite permet de conjecturer x»{A) = (A~ 1)® — (n — 1}{(A— 1)"~2 ce que ’on vérifie par récurrence.
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Cas : A = 1. On obtient une solution non nulle en vérifiant les conditions }

z1=0 et a9+ ---+z2,=0.

Il suffit par exemple de prendre z; = 1, 23 = —1 et les autres valeurs nulles.
Cas : A # 1. Le systéme équivaut au suivant :

(n—1)x, = (A -1)°n,

xl
T2 = 33

T3
Tn =327

Pour z; = 0, la solution de ce systéme est nulle. Pour z; # 0, on forme une solutlon
non nulle au systéme & condition que (A —1)? =n — 1.
Finalement, la matrice admet trois valeurs propres

1, 1+4vVn—-1 et 1—-+v/n-1.

On peut aussi retrouver ce résultat en commencant par observer que rg{A—1,) = 2 ce
qui assure que 1 est valeur propre de multiplicité au moins n — 2. Les deux autres valeurs
propres (a priori complexes) a et 3 se déduisent de la résolution des équations

tr(A) =(n—2)x1+a+pB et tr(A2)—(n 2) x 1 +o® + 5%

Exercice 27 **
Soit n € N* et x,, le polynéme caractéristique de

0 1 (0)
An = b € My(R).
'.‘ '.. 1 ‘
© 1 0

(a) Pour 8 € ]0;7[, calculer u,, = xn(2cos8).

(b) Déterminer les valeurs propres de A,. La matrice A, est-elle diagonalisable ?

(c) Déterminer les sous-espaces propres de A,,.

Solution
(a) Le déterminant définissant u,, = xn(2cos#) est un déterminant tridiagonal.

méthode

On forme une relation de récurrence linéaire double vérifiée par les éléments
de la suite (uy,).

1. L’espace propre associé a la valeur propre 0 est 'intersection de deux hyperplans distincts, ¢’est
un espace de dimension n — 2 2 1.
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Pour n 2 3, on développe selon la premiere ligne

-1 -1 0 0
2eost -1 (O) 0 2cosf -1 (0)
U, = 2cos(9) - R + -1
P -1 . . .
0 _ ] : R -1
. (©) ! 2C0b9}[ﬂ—1] 0 (0) -1 20086[11—1]

On développe ensuite le second déterminant selon sa premiére colonne et ’on obtient
Up = 2c08(@)upn—y — Un_3.
La suite {uy,)n>1 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
72 — 2cos(@)r+1 =0

de discriminant A = —4sin% 6 < 0 et de racines distinctes e'® et e 9. I existe donc deux
réels A et u tels que, pour tout n 2> 1,

Un = Acos(nf) + psin(nd).

Sachant u; = 2cosf et uy = 4cos?f — 1, on détermine les valeurs® de X et u et I'on
propose une expression simplifiée de u,, :

cos sin((n + 1)8)
et Uy = - .
sin 8

=1 —
» # sin @

(b) Pour 8 € |0; 7|,

Xn(2 0059) =0 <= sin((n+1)§) =0
= (n+1)0=0 {x].
km

Pour k € [1;n], les angles x = - sont distincts dans ]0; #[. Par stricte décroissance

de la fonction cosinus sur {0; 7], les réels

kn
A = 2cos(n+ 1)

sont des racines distinctes du polyndme caractéristique x, : ce sont des valeurs propres
de A,. Cependant, la matrice A, est de taille n, elle admet donc au plus n valeurs propres.
Les valeurs Ay,..., A, précédentes sont donc exactement les valeurs propres de A,. Au

surplus, cette matrice est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension 1
(Th. 18 p. 126).

1. La relation de récurrence vérifiée par (ur} est compatible avec la valeur ug = 1 : il est plus facile
de calculer X et g a partir de ug et u; qu’a partir de uj et usg.

-
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(¢) Btudions le sous-espace propre de A, associé a la valeur propre Ay = 2cos(f)
pour k € [1:n]. Soit X € M, ;(R) une colonne de coefficients z1, . .., z,.

xa = 2cos(br)x;
ApX = XX <= ({xj1 + 1541 =2cos(f)z; pour j€[2;n-—1].
Tn-1 = 2cos{br)xn

méthode
| On homogénéise le systéme en introduisant zg et 2, égaux & 0.

AnX =X <= T90 =241 =0 et Vj€[l;n], z;01 +z541 = 2cos(k)x;.

La suite finie (x;)og;<n+1 €st alors une suite récurrente linéaire double d’équation ca-
ractéristique

r? — 2cos(f)r +1 =0.
Les racines de cette équation sont e* et e . I existe donc deux réels a et 3 tels que,
pour tout j € [0;n + 1],

- ' o Jjkm . Jkm
x; = acos(jby) + Bsin(j0s) = acos(n_I_ 1) +651n<n+ 1).

Les conditions zg = z,4+1 = 0 correspondent a a = 0 et, finalement,

ik
T; = 6Sin(?f+7r1) pour tout j € [1;n].

Le sous-espace propre de A,, associé a la valeur propre A est donc

sin(-2%)
By (Ay) = Vect [ sin 25T = Vect
Ag\ddn ) = ntl = Vec
1<i<n

n+1
' B

Exercice 28 ***
Soit A = (a; ;) € M, (R) une matrice' & coefficients strictement positifs vérifiant

sin(747)

T
zai,j =1 pour tout i € {1;n].
=1

{a) Montrer que 1 est valeur propre de A et que toute autre valeur propre complexe A
vérifie |A] < 1.

(b) Etablir que si A € C est une valeur propre de A vérifiant |A| = 1 alors X = 1.

(c)} Montrer que ’espace propre associé a la valeur propre 1 est une droite.

= EG e T R AT

1. La matrice A est stochastique, voir sujet 23 p. 92.
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Solution
(a) Considérons le vecteur colonne J =*(1 ... 1). On vérifie AJ = J avee J # 0
et donc 1 est valeur propre de A et J est vecteur propre associé.
Soit A une valeur propre de A et X = t(:rl :L'n) un vecteur propre associé.

L’égalité matricielle AX = AX donne, pour tout i € [1;n],
n
Zai,jxj = A:Ez'. (*)
j=1

méthode
| On considére I’indice pour lequel |z;| est maximal.

Soit ig 1’'indice vérifiant

3] = max |z

On a |z;,| # 0 car X n’est pas la colonne nulle et ’équation (x) pour ¢ = iy donne

n n n
M Ziol = | @ig,5%5| < D @ioy 1751 <Y @i 5 [@a] = |4, ()
j=1 j=1\2f0’ j=1

car la somme des coeflicients de la ligne d’indice 79 de A est égale a 1. En simplifiant
par |x;,| qui est strictement positif, on conclut |A| < 1.

(b) On reprend les notations précédentes avec de plus [A| = 1. Il y a donc égalité dans
I'inégalité ().
méthode
Il y a égalité ! dans l'inégalité triangulaire complexe

o1 + <+ 2al < Jz1] 4+ [zl

si, et seulement si, les points d’affixes zy, ..., z, figurent sur une méme droite
issue de Porigine. Cela signifie I'existence d'un réel 8 tel que z; = |2;| €'’ pour
tout j € [1;n].

L’égalité dans la premiére inégalité de (*x) donne Pexistence d’un réel 8 tet que
iy jT; = @i j25]€®  pour tout j € [1;7].
———’
a"OtJ|xJ|
[’égalité dans la deuxiéme inégalité de (x*) entraine

Qg j [T5] = @i, |Zi,| PoOuUr tout j € [1;n].

1. Voir sujet 32 du chapitre 3 de 'ouvrage Ezxercices d’analyse MPSI dans la méme collection.

-
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Par hypothese, le réel a;, ; est non nul pour tout indice j € [1;n] et donc
x; = |z, ]e®  pour tout j € [1;n].

Les z1,...,Z, sont donc tous égaux et la colonne X est colinéaire a la colonne J vecteur
propre associé a la valeur propre 1. On conclut A = 1.

(c) L’étude qui préceéde a montré qu’un vecteur propre associé a une valeur propre A
vérifiant |A| = 1 est colinéaire & J. Les vecteurs propres associés a la valeur propre 1 sont
donc tous éléments de Vect(J) et 1'espace propre correspondant est de dimension 1.

4.7.4 Polyndme caractéristique

Exercice 29 *

Soit A € M,(R) vérifiant det(A4) < 0. Etablir que A posséde au moins une valeur-
propre réelle.

Solution

méthode
| Les valeurs propres de A sont les racines de x4 (Th. 9 p. 123).

Le polyndéme caractéristique de A est unitaire de degré n et son coefficient constant
est (—1)"* det(A) :

xa=X"—tr{A)X" -+ (=1)"det(A).
Lorsque det(A) < 0, on a

(—=1)"x4(0) =det(A) <0 et t_ljr_noo(—l)”XA(t) = +00.

La fonction ¢ — x 4(t) est continue sur I'intervalle |—o0 ;0] et I'on peut appliquer le théo-
réme des valeurs intermédiaires pour affirmer 1'existence d’une racine au polynome x 4.
Ainsi ', la matrice A posséde une valeur propre dans |—o0;0][.

Exercice 30 ¥

Deux matrices de M,,(K) ayant méme polyndme caractéristique et méme rang sont-
elles nécessairement semblables 7

Lot

1. On peut aussi raisonner ainsi : le déterminant d’une matrice est le produit de ses valeurs propres
complexes comptées avec multiplicité, si la matrice est réelle, les valeurs propres complexes sont deux a
deux conjuguées et, en I’absence de valeurs propres réelles, le déterminant de A est positif car uniquement
produit de facteurs AX.

-
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Solution

méthode
Il suffit que deux matrices triangulaires aient la méme diagonale pour posséder
le méme polyndme caractéristique.

Pour n > 2, considérons les matrices A =1, et B =1, + E; ; {avec 1 # j dans [1;n]).
Elles ont toutes deux (X — 1)" pour polynéme caractéristique et sont inversibles donc
de rang n. Cependant, elles ne sont pas semblables car une matrice semblable a I,
s’écrit P~1I,, P avec P inversible et est donc nécessairement égale a I,.

Pour n = 1, P'égalité du polyndme caractéristique entraine I'égalité des matrices.

—

Exercice 31 **

Soit « un endomorphisme d’un espace vectoriel réel £ de dimension n = 2.

(a) Exprimer le polyndme caractéristique de u en fonction de tr{u) lorsque
rg(u) = 1.
(b) Méme question en utilisant aussi tr{u?) lorsque rg(u) = 2.

-

Solution

(a) méthode
Lorsqu’il n’est pas réduit au vecteur nul, le noyau d’un endomorphisme est le
sous-espace propre associé a la valeur propre 0.

Par la formule du rang, dim Ker{u) = n—rg(u) = n—1 > 1 et 0 est donc valeur propre
de u. De plus, le sous-espace propre associé est de dimension n — 1 et la multiplicité de la
valeur propre 0 est donc au moins égale & n — 1 (Th. 14 p. 125). Ceci signifie que X™~!
divise le polyndme caractéristique de «. Or on sait aussi

Xu = X —tr(u) X"+ - 4 (=1)" det(u)
et donc
Xu = X" — tr{u) X" L.

En substance, soulignons que tr(u) est valeur propre! de w.

(b) méthode
| On figure ’endomorphisme u dans une base adaptée & son noyau.
Par la formule du rang, dim Ker(u) = n — 2. Considérons alors une base de E dont

les n — 2 derniers vecteurs constituent une base du noyau de u. Les derniéres colonnes de
la matrice de u dans cette base sont nulles et celle-ci s’écrit

a b 0 --- OW
c d 0 --- 0
M=|x x : : avec a,b,c,d € R.

1. Voir aussi ie sujet 41 p. 175.
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Pour A € R,
A—a —b 0 0
—c A—d 0 0
Xu(A) =] * * A (0)| = AN — (a+ d)A + ad — be).
: ' ' ()
=tr{u

: : (0)" Y

En calculant M? & ’aide d’un produit par blocs, on a aussi tr (u2) = a? 4+ 2bc+d? et
donc

ad — be = ((a, +d)? — (a® + 2bc + dz))

((tr(u)) - tr(u?) ) )

DI = Do =

On peut alors conclure !

Xu = XR_Z(XZ —tr{u}X + %((tr(u))2 - tr(uz))).

-

Exercice 32 ** (Matrice compagnon)
Soit P = X" + apn—1 X" ' +---+ a1.X + ap polyndme de K{X] et

0 ()
A= |1 TN e Ma(K).
.0 :
(0) 1 —Qp-1

Exprimer le polynéme caractéristique de A en fonction de P.

TRV PA e

-

Solution
Soit A € K. Calculons x4{)\) = det(Al, — A).

méthode
| On peut commencer par étudier le cas n = 4.

On suppose n = 4 et 'on calcule le déterminant en faisant apparaitre des zéros au

1. Plus généralement, si Ay,...,An sont les valeurs propres complexes comptées avec multiplicité
d’une matrice figurant u, le coefficient de X™~2 dans x. est la somme des doubles produits AiAj. Celle-
ci se déduit de la somme des X; et de celie des )\iz données respectivement par la trace de u et de u2. On

trouve alors que, sans hypothése sur le rang, le coefficient de X™~2 dans x. est %((tr u)? — tr(u?)).
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début de la premiere ligne

A 0 0 ap
-1 A 0 ay
XA()\) - 0 —1 A a9
0 -1 A+as
P 0 ap+aA
_ —1 A 0 I
LyeLi+AL, |0 =1 A as
—]. /\ +Q,3
0 X ag+aiA+a)?
. —1 A 0 a1
Li¢L14X%L3 0 -1 A a2
-1 A+ as
0 0 P{X)
_ —1 A 0] a
Lie—Li+A%L,| 0 =1 A a2
0 0 -1 A+as

On développe ensuite le déterminant selon la premiere ligne pour terminer le calcul

-1 A 0
xa(A) = (=P 0 -1 A=P).
0 0 -1

De fagon générale, on calcule le polyndme caractéristique en taille n en commengant
par réaliser Popération! Ly ¢~ L, + ALy + -+ A" 1L,

o -~ -~ 0 P(A)
)\1 5 (0) a:0 -1 A (0) a)
=" o= ‘
© N i RN
’ n—2
-1 A+4ap- (0) -1 A+an_1
On développe ensuite selon la premiére ligne
-1 A (0)
xa@) = (=)"POY T = (CDMPO) x (-1 = POV,
o
oy

Finalement, le polyndme caractéristiquc? de A est égal & P.

1. On peut aussi développer selon la derniére colonne en étant trés attentif aux mineurs introduits.
2. On retient que tout polyndme unitaire de degré n peut se voir comme le polyndme caractéristique
d'une matrice carrée de taille n bien choisie.

-
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Exercice 33 **
Soit A et B deux matrices de M, (K) et A € K. En multipliant & droite et & gauche

la matrice A )
M = ( L In) € Man(K)

par des matrices triangulaires par blocs convenables, établir! xap = x5a.

Solution

méthode
On multiplie M par une matrice triangulaire par blocs afin d’obtenir un pro-
duit lui aussi triangulaire par blocs.

M, A L, O,\ _ (M.—-AB A
B L, /\-B I,/ On I./~
I, On\ /A, A\ (A, A
—-B ), B I,/  \0, M,—-BA/’

Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants
des blocs diagonaux et donc

D’une part,

D’autre part,

det(M) x 1 = xap(A) et A"det(M) = A"xpa(A).

On en déduit A"xap(A) = A"xpa(A) puis 'égalité des polyndmes? x 45 et xBa-

4,7.5 Matrices diagonalisables

Exercice 34 * |
Soit a, b, ¢c € R. La matrice suivante est-elle diagonalisable dans M3(R)?

0 —-b e
M=1]a 0 —c
—a b 0

1. On trouvera une autre démonstration de cette égalité dans le sujet 30 du chapitre 5 de 'ouvrage

Ezercices d’analyse MP.
2. Pour A € My »(K) et B € M, »(K), on montre par le méme procédé XPxap = X"xpa-

-~
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Solution
On calcule le polynéme caractéristique de M en A € R. Par développement du déter-
minant selon sa premiere ligne

Ah ¢ A ¢ —a ¢ —a A
S — _ - — )3
xm{A) = aa /\b i _)\‘ b X b . X . b‘ = A% 4+ AMab + bc + ca).

Le polynome caractéristique de M est donc xar = X (X? + (ab+ bc + ca)).

méthode
| On discute selon le signe du réel § = ab + bc + ca.

Cas : § < 0. La matrice M est diagonalisable car elle est de taille 3 et posséde 3 valeurs
propres distinctes : 0, V=38 et —/—4.

Cas : § > 0. La matrice M n’est pas diagonalisable dans* M3(R) car son polynéme
caractéristique n’est pas scindé sur R.

Cas : 6 = 0. La matrice M admet {0 pour seule et unique valeur propre. Si M est
diagonalisable, elle est semblable & une matrice diagonale avec sur la diagonale ses valeurs
propres, donc des 0. C’est alors la matrice nulle et la réciproque est immédiate. Ainsi,
lorsque & = 0, la matrice M est diagonalisable si, et seulement si, a = b= ¢ = 0.

[ Exercice 35 * S S o
Soit P= X" ~ (an-1X""" + - +-4 0y - 0g) un-polyndme unitaire réel de degré n.

R

(a) Déterminer les sous-esp

Solution

(a) méthode
| On étudie directement ? 1’équation aux éléments propres MX = AX.

Soit A € R et X € M, (R) une colonne de coefficients zg,1,...,Zn_1. L’étude de

1. Cette matrice est cependant diagonalisable dans C car y posséde 3 valeurs propres distinctes.
2. On peut aussi calculer le polyndéme caractéristique de M en s’inspirant du sujet 32 p. 166 mais ce
n’est pas nécessaire.
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I’équation M X = AX conduit a la résolution du systéeme

( T = )\.’L‘O ( I = )\:L‘O
Ty = ALy z2 = Nz
{ : soit, ¢
Tp—1 = ALp-2 Tn-1 = A" 2zg
(@0Zg + -+ Qn_1Tp_y) = AZp_) { 0= P(X)xo.

Si A n’est pas racine de P, la derniére équation donne zg = 0 et I'on en déduit la nullité
de tous les coefficients de X : A n’est pas valeur propre de P.

Si A est racine de P, la derniére équation du systéme se simplifie ce qui permet de définir
une solution non nulle & ’équation M X = AX : A est valeur propre et le sous-espace
propre associé est

o 1
/\:IZ() A
E\(M) = : xo € R} = Vect
/\n—lxo /\n—l

(b) Tous les sous-espaces propres de M sont de dimension 1. La matrice M de M,,(R)
est alors diagonaligable si, et seulement si, elle possede exactement n valeurs propres
distinctes. Cela revient a dire que le polyndme P posséde exactement 7 racines réelles
distinctes 1.

4.7.6 Endomorphismes diagonalisables

Exercice 36 * o
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E de dimension n > 1 admettant

exactement 72 valeurs propres disti_‘nctes. A quelle condition portant sur un vecteur z
de E peut-on affirmer que la famille (z, f(z),..., f*"!(z)) est une base de E?

Solution

Notons Ay, ..., A, les n valeurs propres distinctes de f et ey, ..., e, des vecteurs propres
associés. La famille e = (ey, ..., e, ) est une base? de E dans laquelle la matrice de f est
diagonale.

Soit z un vecteur de F.

méthode
| On introduit les coordonnées du vecteur z dans la base e de diagonalisation.

1. Celles-ci sont nécessairement simples car P est de degré n.

2. La famille e est constituée de n = dim £ vecteurs de E et c’est une famille libre car formée de
vecteurs propres associés A des valeurs propres deux a deux distinctes : ceci reproduit une démonstration
possible du Th. 16 p. 126.
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On peut écrire
T =i€p o+ Tpen AVEC Ty, ..., 2p € R

Pour tout i € [1;n], on a f(e;) = Ae; car e; est vecteur propre associé a la valeur
propre A;. Par une récurrence immédiate, on en déduit f*(e;) = A¥e; pour tout k € N.
On a donc

fr(z) = /\'fa:lel o A

On peut alors étudier si la famille (z, f(z),..., f""'(z)) est une base en calculant son
déterminant dans la base e :

det, (sz:,f(:c), e, f"_l(:r)) = det Mat, (:r:,f(:z:), . }f”_l(a:))

Y /\1131 )&%xl s /\?_1.’31
X /\2372 /\%.’EQ Tt )\g_l.’ﬂz
Tn AnZn Mz, - Allg,

En factorisant z; sur chaque ligne, on fait apparaitre un déterminant de Vandermonde
dont la valeur est connue’

det.(z, f(x),..., f*} = 1T ...a:n. Ai — Ai)
te(z, f(x),..., /")) 2 IT ¢ )

1i<iEn 20

La famille {(z, f(z),..., f""!(z)) est donc une base si, et seulement si, £;Z2...Zn # 0.
Les vecteurs x cherchés sont donc ceux n’ayant pas de coordonnées nulles dans la base de
diagonalisation e : x est la somme de vecteurs propres associ¢s a chacune des n valeurs
Propres.

-

Exercice 37 ** __
Soit f un endomorphisme 'di@-gpﬁali_sable d’un espace vectoriel £ de dimension n > 1. -

(a) Montrer qu'un endomorphisme g commute avec f si, et seulement si, les sous-
espaces propres de f sont stables par g.

(b} On suppose de neuveau f diagonalisable et l'on note Aj,..., A, ses valeurs
propres et ay,...,a,;, leurs multiplicités respectives. Montrer que 1’ensemble des
endomorphismes qui commutent avec f est un sous-espace vectoriel de L(E) et

| donner sa dimensjon.

Solution

(a) { <= ) Lorsque deux endomorphismes commutent, on sait que les sous-espaces
propres de I'un sont stables? pour l'autre.

( = ) Supposons que tous les sous-espaces propres de f sont stables par g.

1. Voir sujet 33 p. 101,
2. Voir sujet 13 p. 146.
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méthode

On vérifie que les applications linéaires f o g et g o f sont égales sur chaque
espace propre de f.

Soit A une valeur propre de f et x un vecteur de ’espace propre Ex(f). Ona f(z) = Az
et donc par linéarité

(go f(z) = g(f(z)) = g(Az) = Ag(z).

Aussi, g(z) est élément de E(f) car Pespace Ex(f) est stable par g et donc

(f 0 9)(z) = f(g(z)) = rg(2).

Ainsi, les deux applications linéaires f o g et g o f sont égales sur chaque espace propre
de f. Or f est diagonalisable et ’espace F est donc la somme directe des sous-espaces
propres de f. Ceci permet de décomposer n'importe quel vecteur de £ en somme de
vecteurs sur lesquels les applications f o g et g o f sont égales. On en déduit que ces
applications linéaires sont égales sur F : les endomorphismes f et g commutent. '

(b) méthode |
La stabilité des espaces propres se traduit par une représentation matricielle
diagonale par blocs.

L’endomorphisme f étant diagonalisable de valeurs propres Aq,..., Am, on peut écrire
la décomposition en somme directe

E=FE1® - -®E, avec Ex=E,/(f) pour tout k € [1;m].

Les espaces Ej sont de dimension o la multiplicité de la valeur propre Ag.
Considérons ensuite une base e adaptée a la décomposition précédente. Les endomor-

phismes ¢ qui commutent avec f sont ceux pour lesquels chaque espace £y est stable. Ils

correspondent * aux endomorphismes dont la matrice dans e est de la forme

A ()
(0) A

L’ensemble des matrices de cette forme est un sous-espace vectoriel de M, (K) de di-
mension? a? + - - - + @2,. Par l'isomorphisme de représentation matricielle dans la base e,
I’ensemble C; des endomorphismes qui commutent avec f est un sous-espace vectoriel
de £{E) de méme dimension.

avec Ay € Mg, (K).

1. Un endomorphisme g qui commute avec f est aussi entiérement déterminé par les endomorphismes
qu'il induit sur les espaces Ej : on peut mettre en correspondance ’ensemble des endomorphismes qui
commutent avec f avec l'espace L{E)) X --- X L(Em).

2. La dimension de cet espace correspond au nombre de matrices élémentaires E; ; qui lui appar-
tiennent.
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Exercice 38 **
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E de dimension n 2> 1 possédant
exactement n valeurs propres distinctes.

(a.) Détemnner les d1men31ons des sous-espaces propres de f.

(b) Soit g un endomerphlsme de E vérifiant g° = f. Montrer que g et. f commutent.
En déduire que lés vecteurs propres de f sont aussi des vecteurs propres de g.

(c) Combien y a-t-il d’endomoi‘phismes g de E solutions de I’équation g% = f?

Solution

(a) L’endomorphisme f possede n valeurs propres en dimension 7, il est donc diago-
nalisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles (Th. 16 p. 126).

(b} Puisque g2 = f, on peut écrire go f = g°> = f o g et donc les endomorphismes f
et g commutent. Les sous-espaces propres de f sont stables! par g.

méthode

Les vecteurs propres d’un endomorphisme sont ceux engendrant une droite
vectorielle stable (Th. 3 p. 121).

Soit = un vecteur propre de f associé & une valeur propre A. Le vecteur x est un vecteur
non nul de la droite vectorielle Ey(f) et engendre donc celle-ci : Ey(f) = Vect(z). Or
cette droite vectorielle est stable par g et donc z est vecteur propre de g (Th. 3 p. 121).

(c) méthode
| Une base diagonalisant f diagonalise aussi les solutions de 1’équation g* = f.

L’endomorphisme f étant diagonalisable, on peut introduire e = (e, ..., e, ) une base
de vecteurs propres dans laquelle la matrice de f est

M (0)
D =
0 A
avec Aq,..., A, ses valeurs propres deux a deux distinctes.

Soit ¢ un endomorphisme de E solution de 1’équation g2 = f. L’étude qui précéde
assure que les vecteurs de la base e sont des vecteurs propres de g. La matrice de g dans
cette base est donc diagonale.

Résoudre Péquation g2 = f revient alors & résoudre ’équation X? = D d’inconnue X
une matrice diagonale réelle : il y a autant? d’endomorphismes g solutions que de ma-
trices X diagonales vérifiant X2 = D. En notant x1,...,z, les coefficients diagonaux de

1. Voir sujet 37 p. 171.
2. Le morphisme de représentation matricielle dans la base e est une bijection qui transforme les
solutions de 1’équation g2 = f en celles de ’équation X2 = D.
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la matrice X, résoudre I'équation X? = D équivaut & résoudre le systéme constitué des
équations z? = A; pour i € [1;n].

S’il existe un A; strictement négatif, il n’y a pas de solutions réelles a I'équation z? = X
et il n’existe pas de matrices X telles que X? = D.

Si tous les A; sont positifs, chaque équation 2 = A; admet deux solutions v/A; et —/A;.
Les matrices X solutions sont alors les

= (0)
© v

Si aucune des valeurs propres n’est nulle, il y a 2™ solutions. Si 'une des valeurs propres
est nulle, celle-ci est forcément unique car les valeurs propres sont supposées deux a deux
distinctes et il y a 2"~ solutions.

Exercice 39 ¥**

Soit © un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension finie non
nulle vérifiant ! :

« Tout sous-espace vectoriel stable par u admet un supplémentaire stable ».

Montrer que ’endomorphisme u est diagonalisable.

¥
T TR T e g 5 X AT T T AR T

Solution

Commencons par exposer 1'idée générale. Tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel
de dimension finie non nulle possede au moins une valeur propre {Th. 11 p. 124). On peut
donc introduire A une valeur propre de u. L’espace E)(u) est stable par u et posséde par
hypothése un suppliémentaire stable F'. Si l'espace F' est réduit au vecteur nul, on peut
conclure que u est diagonalisable. Sinon, 'endomorphisme induit par « sur F' posséde au
moins une valeur propre p. Celle-ci est aussi valeur propre de u et 'espace E)\{u) B E,(u)
est stable par u. Il posséde donc un supplémentaire stable G ce qui permet de répéter le
raisonnement jusqu’a épuisement... Exprimons maintenant une résolution concise.

méthode
| On introduit I’espace somme des sous-espaces propres de w.

Le sous-espace vectoriel F' déterminé par

F= & Eu
A€Sp(u)

est stable par u car somme de sous-espaces vectoriels stables. Par hypothese, il admet un
supplémentaire stable G. Si 'espace G n’est pas réduit au vecteur nul, ’endomorphisme
induit par u sur G posséde un vecteur propre qui sera aussi vecteur propre de u donc
élément de F'. C’est contradictoire car F' et G sont en somme directe et seul le vecteur nul
leur est commun. On en déduit G = {0g} puis F' = F : 'endomorphisme u diagonalisable.

1. On dit que 'endomorphisme u est semi-simple.
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4.7.7 Trigonalisation

Exercice 40 *

Montrer qu'une maftrice triangulaire inférieure est trigonalisable et proposer une
matrice réalisant cette trigonalisation.

Solution
Soit A une matrice triangulaire inférieure de M, (K)

AL (0)
e .

(¥ A,

Son polyndéme caractéristique est x4 = (X — A1) ... (X — A,). Il s’agit d’un polynéme
scindé sur K et 'on peut donc affirmer que la matrice A est trigonalisable (Th. 22 p. 128).
Retrouvons ce résultat en proposant de plus une matrice de trigonalisation.

méthode
On forme une base trigonalisant ’endomorphisme a canoniquement associé
a A en renversant ’ordre des vecteurs.

Notons e = (ey,...,e,) la base canonique de K™. La matrice A étant triangulaire
inférieure, on a pour tout indice j € [1;n]

a(e;) € Vect(e;, ..., en). (%)

Considérons alors la base renversée €' = (€}, ..., €},) avec €; = ex41~5, autrement dit, la
base ' = (en,...,e;). La propriété () donne pour tout indice j

afe;) € Vect(e},...,€}).
Ainsi, la base €’ trigonalise ’endomorphisme a {(Th. 20 p. 127) et la matrice de passage P

de la base e a la base €’ {qui est une matrice de permutation) réalise une trigonalisation
de la matrice A

© N (e

A=PTP! avec P= .
1 (0) 0) i

Exercice 41 * e Tl e _
Montrer que la trace d’une matrice réelle de rang 1 en est valeur propre.
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Solution

méthode
La trace d’une matrice réelle est la somme de ses valeurs propres complexes
comptées avec multiplicité! (Th. 24 p. 128).

Soit A € M,,{R) une matrice de rang 1. Par la formule du rang son noyau est un sous-
espace vectoriel de dimension n — 1. Or le noyau d’une matrice est aussi le sous-espace
propre associé a la valeur propre 0. Celle-ci est donc de multiplicité au moins égale & n—1.
Cependant, la matrice A posséde exactement n valeurs propres complexes comptées avec
multiplicité, il en reste donc encore une a déterminer 2. La trace de A étant la somme
de toutes les valeurs propres complexes comptées avec multiplicité, on peut afficmer que
cette trace détermine la derniere valeur propre de A et celle-ci est réelle.

Notons que l'on peut aussi résoudre ce sujet en observant que la matrice A est sem-

blable a
0 --- 0 o

0 -+ 0 a,

[ Exercice 42 ** |
Soit A, B € M,(C) vérifiant. AB = BA. L |
(a) Montrer que les .r.n'atrices: A et B ont au moins un vecteur propre en commun.

(b) Etablir que les matrices A et B sont simultanément ? trigonalisables.

eErT— vl

Solution

{(a) On introduit les endomorphismes a et b de C* canoniquement associés aux ma-
trices A et B. Ceux-ci commutent et possédent ¢ donc un vecteur propre en commun.

(b) On raisonne par récurrence sur la taille n € N* des matrices.
Pour n = 1, la propriété est entendue car une matrice de taille 1 est triangulaire.

Supposons la propriété vérifiée au rang n — 1 > 1 et considérons A, B € M,{C)
vérifiant AB = BA.

méthode

Le premier vecteur d’une base de trigonalisation (ou la premiére colonne d’une
matrice de trigonalisation) est un vecteur propre.

Soit e; un vecteur propre commun aux endomorphismes a et b canoniquement associés
aux matrices A et B : a{e;) = Are; et bley) = wie; avec A, u; € C. Le vecteur ey

1. 11 importe d’&tre précis : la trace n’est pas seulement « la somme des valeurs propres ».

2. Celle-ci peut d’ailleurs étre égale & 0 : une matrice triangulaire supérieure stricte de rang 1 posséde 0
pour seule valeur propre.

3. Autrement dit, il existe une méme matrice P € GL,(C) telle que P~ 1AP et P~ 18P sont triangu-
laires supérieures.

4. L’endomorphisme complexe a posséde au moins une valeur propre. Le sous-espace propre de a
associé est stable par b et Pendomorphisme que b y induit admet un vecteur propre : voir sujet 24 p. 157.
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n'est pas nul, on compléte celui-ci en une base e de C™ et 'on forme la matrice de
passage P € GL,(C) de la base canonique a la base e¢. Par la formule changement de

base, on obtient

P‘IAP:.()E)I ;1",) et P—lBj.D:(‘g1 g,) avec A',B' € M,_1(C).

Puisque les matrices A et B commutent, les matrices P~'AP et P~! BP commutent aussi
et un calcul par blocs donne A’B’ = B’ A’. Par hypothése de récurrence, il existe alors une
matrice @' € GL,,_;(C) telle que Q' *4'Q’ et @'~ B'Q’ sont toutes deux triangulaires
supérieures :

)\2 (*) 1—1 !/ He (*)
et QT BQ =
0 A ©

Constdérons ensuite la matrice inversible

Q= (é 3,) d’inverse Q7! = (é Q,O_l) .

Un calcul par blocs donne alors

Q/—-IA/Q/ —

A (%)
Q—l(P‘lAP)Q = ()(\)1 QI_:;YQ’) = (0)
An

et ’on obtient un résultat analogue pour I’expression de Q! (P‘IBP)Q.
Finalement, la matrice R = PQ € GL,(C) trigonalise simultanément A et B. La
récurrence est établie!.

Exercice 43 ***
Soit u et v deux endomorphismes d'un espace vectoriel complexe E de dimension
finie n > 1 vérifiant '
yov—vou="29.
(a) Montrer que le noyau de v n’est pas réduit au vecteur nul.
(b) En déduire u posséde un vecteur propre dans Ker(v).

(c) Etablir qu’il existe une base de trigonalisation commune 3 u et v dans laquelle

i la matrice de v est triangulaire supérieure stricte.
Crre—— e . ane -l

1. Cette résolution est essentiellement basée sur ’existence d’un vecteur propre commun et sur la
propagation de I’hypothése au rang inférieur grace & un calcul par blocs. Si 1'on suppose AB = On, on
peut établir I’existence d’un vecteur propre commun (voir sujet 24 p. 157) et justifier & nouveau que les
madtrices sont simultanément trigonalisables.
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Solution

(a) Par Tabsurde, si Ker(v) = {0z} on peut affirmer que ’endomorphisme v est

inversible et écrire

v louov =1dg + wu.

N

=v+vou

En considérant la trace des deux membres, on obtient ’absurdité
tr{u) = tr(u) + dim E car tr{v™'o(uov)) =tr((uov)ov™!) = tr(u).

Ainsi, le noyau de v n’est pas réduit au vecteur nul.

(b) méthode
| Le noyau de v est stable par .

En effet, si z appartient & Ker{v), u(z) en est aussi élément car
v(u(z)) = u(v(@)) - v(z) = w(0p) - 0r = O%.

On peut alors introduire ’endomorphisme induit par u sur I'espace complexe Ker(v) qui
est de dimension finie non nulle. Cet endomorphisme induit admet un vecteur propre qui
est vecteur propre de u.

{(c) On raisonne par récurrence sur la dimension n > 1 de ’espace E.

Pour n =1, il n’y a rien a démontrer.

Supposons la propriété établie au rang n — 1 > 1.

Soit u et v deux endomorphismes d'un espace complexe E de dimension n véri-
fiant uov —vou = v. L’étude qui précéde permet d’introduire un vecteur propre e; de u
appartenant au noyau de v. On compléte ce vecteur non nul en une base e = {(ey, ..., e,)
de I'espace E. Les matrices de u et v dans la base e sont de la forme

)\ * 0 * ! '
A= (01 A’) et B= (0 B’) avec A € C, A", B' € M,,_1(C).
méthode

On applique ’hypothése de récurrence aux endomorphismes?® figurés par les
blocs A’ et B,

Notons E’ l'espace engendré par les vecteurs de la famille ¢’ = (es,...,e,). Les ma-
trices A’ et B’ figurent dans la base ¢’ des endomorphismes u’ et v'. Ceux-ci ne sont pas
des endomorphismes induits par v et v sur 'espace E’ car on ignore si ce dernier est

1. On peut aussi raisonner comme dans le sujet précédent et former une matrice de trigonalisation
convenable de A et B a partir de l'introduction d’une matrice trigonalisant A’ et B’. La démarche
exposée ici correspond au point de vue vectoriel de ce raisonnement.
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stable. Cependant, si 'on introduit p la projection sur £ parallélement a Vect(e;), on
peut écrire

u'(z) =p(u(z)) et v'(z)=p(v(z)) pour tout z de £’ ()

L’égalité uov —vowu = v donne AB — BA = B. Apres calculs par blocs, on en
déduit A’B'—B'A’ = B’ et donc u’'ov’ —v' ou’ = u'. Par hypotheése de récurrence, il existe
une base (e}, ..., e’ ) de 'espace E’ dans laquelle les matrices des endomorphismes u’ et v’
sont respectivement triangulaire supérieure et triangulaire supérieure stricte :

2 () ° ()

...... ey (W) = et Matr, o)(v) = ‘.
0) ., (1)

Considérons alors la famille (e, e5,...,¢€;,) qui est une base de F et formons la matrice
des endomorphismes « et v dans celle-ci. Pour tout j € [2;n], les relations (x) donnent -

u(e;-) = u’(e;) + o .€; et v(e}) = ’U'(_B;) + Bj.e1 avec «;,83;€C

et donc

M) 0 )

Mat(el,e’z,...,e;)(u) - -, et Mat(em‘fé e{,,)(v) =

.....

A ©) o

La récurrence est établie?.

4.7.8 Applications de la réduction

Exercice 44 *
On étudie ’équation (E): M2 — M = A d’inconnue M € M;(R) avec

4 1
()
(a) Diagonaliser la matrice A en précisant une matrice de passage P.

(b) Soit M € M2(R) solution de (E). Justifier que la matrice P~! M P est diagonale.

c) Déterminer toutes les matrices solutions de ’équation {F).
§ q

e s o TR GacE O s e L a T

1. On observe que I'endomorphisme v est nilpotent (voir sujet 20 p. 153).

-
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Solution
(a) Le polyndme caractéristique de A est x4 = X 2 —8X + 12 de racines 2 et 6. La
matrice A est de taille 2 et possede deux valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable.
Apreés résolution, ses sous-espaces propres sont

EQ(A) = Vect (_12) et EG(A) = Vect (;) .
On peut donc diagonaliser la matrice A en écrivant

3 - (11 (20
A=PDP avec P“(_z 2) et D—(O 6)'

(b) méthode
| On observe que P~'MP et D commutent.

En multipliant I’égalité M? — M = A par P a droite et P! & gauche, on obtient
P'M?P - PT'MP =D avec P 'M?P= (P 'MP)*

La matrice X = P~! M P vérifie alors I’équation X2 — X = D et par conséquent commute
avec D car :
XD=X(X*-X)=X*-X*=(X?-X)X =DX.

En introduisant les coefficients de X, on a
2a 2b 20 6b a b
DX = <6c 6d)’ XD = (2c Gd) avec X = (c d)'
L’égalité DX = X D entraine alors b = ¢ = 0 et la matrice X est diagonale®.

(c) L’étude qui précéde assure que les solutions de I’équation M? ~ M = A sont &
rechercher uniquement parmi les matrices de la forme M = PXP~! avec X matrice
diagonale. On a alors

M- M=A < X’°-X=0D

2 _p=9
= {;2 #z _g Aavecs et y les coefficients diagonaux de X

— r=2o0uzx=-1
y=3Jouy=—-2

Les matrices M solutions sont les quatre? matrices M; = PX;P~! pour i € [1;4] avec

2 0 2 0 -1 0 -1 0
Xl_(o 3)’X3‘<0 —2>’X3‘<0 3) etX‘*‘(o —2)‘

1. Plus généralement, seule les matrices diagonales commutent avec une matrice diagonale a coeffi-
cients diagonaux deux a deux distincts.

2. Cette équation de degré 2 en I'inconnue M présente plus de deux solutions car le produit matriciel
n’est pas intégre. L'équation M2 = I, posséde quant & elle une infinité de solutions!
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On obtient

= ()= (5 )mm (w3 )

Exercice 45 **
On considére trois suites réelles (z,), (yn) et (2,) vérifiant, pour tout n € N,

T4l = 2Tn +Yn + 2n
(2): Yntl = Tn —Yn+ 2n
Zn4l = Tn+ Yo — Zn-.

A quelle condition sur (zg, ¥, zo), ces trois suites Gdn{rgrgent—e'llés ?

Solation
Pour n € N, introduisons la colonne X, de coefficients z,, y, et z,. Le systéme (X) se
traduit par I’équation matricielle X, = AX,, avec

2 1 1
A=11 -1 1
1 1 -1

Une récurrence immédiate donne alors X,, = A" Xy ce qui souléve le probleme du calcul
de A™.

méthode
On réduit la matrice A afin de déterminer un changement d’inconnues per-
mettant de découpler les relations de récurrence.

Apres calculs, le polynéme caractéristique de A est x4 = (X + 2)(X 292X — 2) de
racines —2 et 1 + /3. La matrice A posséde 3 valeurs propres et est de taille 3, elle est
donc diagonalisable et peut s’écrire A = PDP ™! avec

-2 0 0
D=0 1+V3 0
0 0 1-—-+3

et une matrice P inversible qu’il n’est pas nécessaire de déterminer pour le moment.

La relation X,,; = AX, peut alors se relire P~'X,.; = DP~1X, ce qui se relit
encore Y,.; = DY, avec ¥, = P71X,. En notant u,,v,, w, les coefficients de Yy, on
obtient le systeme

Un4+1 = —2uy Un = (“‘2)nu0
Vni1 = (1 + V3)v, et donc vy = (1 4+ V/3)™vp
Wnp1 = (1 = V3w, wy, = (1 — v/3)wp.

Si les suites (z,), (yn) et (z,) convergent, les suites (u,), (vn) et (wn) convergent
aussi car Y, = P71X,, et la réciproque est encore vraie puisque X, = PY,. Or les deux

-
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suites ((—2)") et ({1 + v/3)") divergent tandis que ({1 — +/3)*) converge vers 0. Les
trois suites {x,), (yn) et (2,) sont donc convergentes si, et seulement si, ug = vp = 0.
Cela signifie encore que Xy = PY} appartient au sous-espace propre associé & la valeur
propre 1 — /3. Aprés détermination de celui-ci, on aboutit & la condition

2o = (1~ V3)yo = (1 — V3)z.

Exercice 46 **

Soit n 2 2. Montrer que les matrices

ao a1 ER ¢ 7 |
M{ag,a Qn-1) = e - : "avec (a an-1) € C"
¢ &1y 8n-1/) = . 0, A1y -y Bp—1
: a1
@ tr Gp-1 G

sont simultanément diagonalisables *.

TV TET Y " G e i oo T Z oA~

Solution

méthode
On exprime M(ag,@1,.-.,0n-.1) & l'aide de la matrice J = M(0,1,0,...,0) et
de ses puissances.

Considérons la matrice

0 1 (0)
J=M(0,1,0,...,0) = '

0 (0) 1

1 0 0

En posant le produit matriciel, on obtient

(00 1 ()

J =y . . 1| =M@,0,1,0,...,0
() )
\0 1 0 - 0

et 'on peut aisément anticiper le résultat obtenu pour J2, J%, etc. Cependant, pour
calculer avec « élégance » les puissances de J, on introduit '’endomorphisme j de C"

1. On dit gue les matrices d'une famtile sont simultanément diagonalisables lorsqu’il existe une méme
matrice inversible P permettant de les diagonaliser.
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qui hui est canoniquement associé. En notant e, ..., e, les vecteurs de la base canonique
de €, la lecture des colonnes de J donne

Jle1) = en, jlea) = €1, ..., jlen) = en_1.

En adoptant une notation circulaire consistant a poser ex = e¢ lorsque k = £ [n], on peut
écrire j(e;) = e;_; pour tout indice i. On a alors j2(e;) = e;_o, 73(e;) = e;_3, etc. Par
récurrence sur k € [0;n — 1], on montre 7%(e;) = e;_; et on obtient

JE = (IO I““’“) = M(0,...,0,1,0,...,0).
P . y

k valeurs

Ainsi, on peut écrire

n—1

k

M(ag, a1, an-1) = ) arJ*.
k=0

Il suffit alors de savoir diagonaliser J pour en déduire une diagonalisation de ses puis-
sances puis de M(ap,a1,...,0n-1).

Calculons le polynéme caractéristique de J en A € C. En développant le déterminant
selon la premiére colonne ! '

).\ .__1 ) (0) A (*) -1 (0)
xa(N) =1 ’ =il . + (~=1)""% x = A" -1

0 (0 —1 0 -
° (O) X © ALy (*) oy

Le polynéme caractéristique de J est donc x; = X™ — 1. Ses racines sont les racines?

n-iémes de 'unité wg,...,wn—3 : il ¥ en a exactement n ce qui assure que la matrice J
de M, (C) est diagonalisable. On peut donc écrire J = PDP~! avec P inversible et D
matrice diagonale de coefficients diagonaux les w; pour ¢ allant de 0 4 n — 1. On a
alors J& = PD¥P~! puis

PM(ag,a1,..-,6n1)P™' = PA{ag,a1,...,0n_1)P !

avec A{ap,a1,...,8,-1) la matrice diagonale de coefficients diagonaux les Q(w;) pour i
allant de 0 & n — 1 ol Q désigne le polynéme? donné par

Q = Q9 +(11X+ +an_1X”_1.

Ainsi, la matrice de passage P diagonalise toutes les matrices M (ag,@1,...,Qn_1).

1. La transposée de J est une matrice compagnon (sujet 32 p. 166) dont le polynéme caractéristique
est conny. ik

2. Rappelons que wy désigne e »  pour tout & € Z.

3. Au chapitre suivant, on parle de polyndrme en une matrice. En anticipant sur cette notion, on peut
écrire M(ag,a1,...,an—1} = Q(J) et Afap,a1,...,an-1) = GD).
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Exercice 47 **
Soit P un polyndme unitaire de degré n > 1 a coefficients entiers :

P=X"4a, 1 X" 14+ .- +a;X +ag avec ag,ai,...,an_1 € Z.

On note Ai, ..., A, les racines complexes de P comptées avec multiplicité.

(a) Déterminer une matrice & coefficients entiers dont le polyndme caractéristique
est P. '

(b) En déduire que, pour ¢ € N*, le polynéme unitaire P, dont les racines sont
exactement les A{, ..., AZ est a coefficients entiers.

(c) Déterminer P lorsque P = X3 — 3X + 1.

Solution

(a) méthode
H On introduit une matrice compagnon !.

Considérons la matrice

© oy
A |l —m
.0 :

(0) 1 —0n-1

Celle-ci est a coefficients entiers et son polyndéme caractéristique est exactement P.

(b) méthode
| Les valeurs propres complexes de A9 sont les A? avec A valeur propre de A.

Les valeurs propres de A comptées avec multiplicité sont exactement les racines du
polyndéme P = x 4. Dans le cadre complexe, la matrice A est trigonalisable semblable &
une matrice triangulaire supérieure T’ ou figurent sur la diagonale ses valeurs propres

& (*)
T=
0) A,
La matrice A9 est alors semblable &
A ()
Tq P .
(1) I

1. Voir sujet 32 p. 166.
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Les valeurs propres de A? sont donc les A%,... A2, Celles-ci sont les racines comptées
avec multiplicité de son polynéme caractéristique et, ce dernier étant unitaire, il s’agit
du polynéme P,. Cependant, la matrice A est a coefficients entiers et, par produit, la
matrice A% l’est aussi. Son polynéme caractéristique P, est alors lui aussi a coefficients

entiers !,

(¢) On introduit la matrice compagnon A associée au polynéme X3 —3X + 1 puis on
calcule le polynéme caractéristique de son carré en développant directement selon une
rangée

0 0 -1 0 -1 0
A=|1 0 3], A?={0 3 -1
01 0 1 0 3

puis
Py=x4=X3-6X249X - 1.

4.7.9 Nilpotence

Exercice 48 *
Soit, A; B € M,,(K) vérifiant AB = BA avec A nilpotente. Calculer tr(AB).

Solution

méthode
Une matrice nilpotente est semblable a une matrice triangulaire stricte (Th. 26
p. 129) et est donc de trace nulle.

Puisque la matrice A est nilpotente de taille n, on sait A™ = O,,. Or les matrices A
et B commutent et I'on a donc aussi

(AB)" = A"B™ = O,.

On en déduit que la matrice AB est nilpotente. Elle est donc semblable 4 une matrice
triangulaire supérieure ou figurent uniquement des zéros sur la diagonale : on peut di-
rectement calculer sa trace

tr(AB) = 0.

Exercice 49 * ‘
Soit 7 > 2 et A = (@i ;)1<s,j<n € Mn(K) avec? a; ; = &; j4+1 pour tous ,5 € [1;n].
Existe-t-il une matrice B € M, (K) vérifiant B2 = 47

1. De manieére générale, le déterminant d’une matrice se calcule dans I'anneau de ses coefficients.
2. 85,y désigne le symbole de Kronecker, égal & 1 si x = y et 0 sinon.

-
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Solution

méthode
| L’indice de nilpotence d’une matrice est inférieur & sa taille.

Visualisons les coefficients de la matrice A

0 (0)
0 1 o

La matrice A est triangulaire inférieure stricte donc nilpotente. Pour déterminer son
indice de nilpotence, on introduit e ’endomorphisme de K™ qui lui est canoniquement
associé. En notant ey, ..., e, les vecteurs de la base canonique de K%, on a

a(ey) = ez, alez) =e3, ..., alen_1) = e, et ale,) = Ogn.

Par récurrence sur & 2 1, on obtient

7 Okn sinon.

On en déduit a™ = 0 et a1 # 0. Ainsi, ’endomorphisme a est nilpotent d’indice n
exactement. Il en est de méme pour la matrice A.

Par I'absurde, s'il existe une matrice B € M, (K) tel que B? = A, celle-ci est nilpotente
car B?" = A™ = Q,,. Son indice de nilpotence étant nécessairement inférieure 4 sa taille,
on a aussi B® = O, et donc A"} = B?"~%2 =, car 2n — 2 > n. C’est absurde.

Il n’existe donc pas! de matrice B de carré égal & A.

Exercice 50 **

Soit u et v deux endomorphismes d’un espace réel £ de dimension n 2> 1. On suppose
que u et v commutent et que v est nilpotent. Montrer det{u + v) = det{u).

o Bl larc o rern

Solution
Discutons selon que u est inversible ou non.
Cas : u est inversible. On peut factoriser det{u) dans le calcul de det{u + v) et écrire

det(u + v) = det (u o(ldg+u'o v)) = det(u)det(ldg +w) avec w=1u"'ou.

Puisque les endomorphismes u et v commutent, il en est de méme pour les endomor-
phismes ¥~ ! et ». On en déduit la nilpotence? de w car

w'=(u"ov) =) orv"=0 car v*=0.

1. Une démonstration alternative consiste a étudier les noyaux itérés (sujet 12 p. 82). Si B2 = A
alors dim Ker(Bz) = 1 donc dim Ker{B) = 1 puis dim Ker(Bk) = 1 pour tout k¥ 2 1 ce qui contredit
A" = Oy,.

2. L’espace F étant de dimension n, la nilpotence de v assure ¢v™ = 0.
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méthode
Tout endomorphisme nilpotent d’un espace de dimension finie peut étre figuré
par une matrice triangulaire supérieure stricte (Th. 25 p. 129).

Introduisons une base de E dans laquelle la matrice de w est égale & une matrice
triangulaire supérieure 7. Par représentation matricielle dans cette base, on a

! O
0)

det(ldg + w) =det(l, +T) = 1.

On en déduit det(u + v) = det(u).
Cas : u non inversible.

méthode
| Puisque u et v commutent, le noyau de u est stable?! par v.

L’endomorphisme u n’étant pas inversible, 'espace Ker(u) n’est pas réduit au vec-
teur nul. De plus cet espace est stable par v ce qui permet d’introduire I’'endomor-
phisme v’ induit par v sur Ker(u). Tout comme v, 'endomorphisme v’ est nilpotent
et 0 est son unique valeur propre. Ainsi, il existe dans Ker(x) un vecteur non nul an-
nulant v. Ce vecteur annule aussi u + v qui n’est donc pas inversible. On conclut? a
nouveau det{u + v) = 0 = det(u).

Exercice 51 ***
Soit A € M,(R). |
Montrer que A est nilpotente si, et seulement si, tr (A?’)

=0 pour tout p € [1; n].

Solution

( = ) Supposons la matrice A nilpotente. Elle est semblable & une matrice triangulaire
supérieure stricte 7' et donc tr(A) = tr(T) = 0. Aussi, pour tout p € [1;n], AP est
semblable a TP et donc tr (AP) = tr(Tp) =0.

( <= ) Supposons tr(A?) = 0 pour tout p € [1;7].
méthode
| On montre que O est la seule valeur propre complexe de A.

Notons Aj, ..., A, les valeurs propres complexes comptées avec multiplicité de la ma-
trice A. La matrice A est semblable dans M, (C) & une matrice triangulaire 7" dont les
coefficients diagonaux sont les valeurs précédentes. Pour tout p € [1;n], la matrice A?
est semblable & T? et donc

tr(AP) = tr(7P) = > M =0.
i=1

1. Voir sujet 13 p. 146.
2. Dans le cadre complexe, le sujet peut se résoudre en exploitant la commutation de u et v pour
réaliser unc trigonalisation simultanée : voir sujet 42 p. 176.
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On peut alors dire que (Ay,...,An) € C™ est solution du systéme

M4+ + A =0
M+ 4+ +22 =0
(En): .

AP 423+ +A2 =0.

L’élément (X, ..., A,) = (0,...,0) est évidemment solution de {X,). Montrons par
récurrence ! sur n € N* qu'il n’y en a pas d’autres.

Pour n = 1, 'affirmation est immédiate.

Supposons le résultat vrai au rang n — 1 2 1. Soit (Ay,...,A,) une solution de .
On introduit le polynéme P = (X — A1)...(X — A,). Les racines de P étant les A;, la
somme P(A;) + -+ P();) est nulle. Aussi, en introduisant les coefficients ax de P, on
peut écrire P = ap + a1 X + a2 X% + -+ - + a, X" et alors

O=iP(x\z) = nag + a1 Zz\¢;+ag Z/\?+---+an Z/\?.
i=1 i=1 =1 i=1

> = X

On en déduit que le coefficient constant ag est nul et donc P posséde une racine nulle.

Quitte a redéfinir I'indexation des A;, on peut supposer A, = 0 et simplifier les équations

du systéme (X,) pour affirmer que {Aq,...,An—1) est solution du systéme (2,_;). Par

I’hypothese de récurrence, on obtient alors A; = --- = A,,_; = 0 et 'on peut conclure.
La récurrence est établie.

Finalement, 0 est la seule valeur propre complexe de la matrice A. La matrice A est donc
semblable dans M, (C) & une matrice triangulaire supérieure stricte, elle est nilpotente.

4.8 Exercices d'approfondissement

L’ensemble des matrices diagonalisables de M, (R) est-il convexe?

Exercice 52 * }

Solution

Lorsque n = 1 toutes les matrices de M; (R) sont diagonalisables et I'ensemble M, (R},
qui s’identifie a4 la droite réelle, est convexe. Montrons que pour n > 2 cette propriété
n’est plus vraie en commencant par étudier le cas n = 2.

1. Présentons une démarche alternative. On suppose par ’absurde ’existence d’une solution non nulle.
On simplifie tous les A; nuls du systéme {X,) et 'on regroupe ensemble ceux qui sont égaux afin de
former des équations du type (Ey): /\’fal + -+ AE = 0 avec des A; non nuls deux & deux distincts
et a; € N*. Les équations (E1),...,(FEy) forment un systéme d’inconnues les a, . .. , &m. Or ce systéme
est de Cramer car sa matrice est liée 3 une matrice de Vandermonde. Sa seule solution est alors la solution
évidente (a1,...,am) = (0,...,0) : c’est absurde!
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méthode
On choisit une matrice non diagonalisable M et 1'on détermine deux matrices
diagonalisables A et B dont M est le milieu.

=0 o)

n’est pas diagonalisable car 0 est sa seule valeur propre alors que ce n’est pas la matrice

nulle. Les matrices
1 1 -1 1
A‘(o —1) e« B‘(o 1)

sont diagonalisables car possédent chacune deux valeurs propres distinctes. Enfin,

La matrice

M= %(A+B) € [A;B]

et donc [A; B] n’est pas entiérement inclus dans I'ensemble des matrices diagonalisables.
On peut généraliser cet exemple aux matrices de taille n > 3 en complétant les matrices
précédentes de blocs nuls :

(M 0y _ 1 ., i (A O , (B 0
M_(O 0)—2(A+B) avec A = 0 0 et B' = 0 0}

Ainsi, I’ensemble des matrices diagonalisables de M,,(R) n’est pas une partie convexe
lorsque = > 2. En revanche, il s’agit d’une partie connexe par arcs!.

 Exercice 53 *

Soits A, B-€ Ma(K). O ) de rang el quie

Solution
méthode L 0
Une matrice de rang r est équivalente & la matrice J,. = (6 0) de méme
type.

On peut introduire des matrices invérsibles P et Q de taille n telles que M = QJ,.P~L.
La relation AM = M B donne alors

CJ, =J.D avec C=Q 'AQet D =P 'BP.

On écrit les matrices C et D par blocs

— Cl,l 01‘2 _ Dl,l D1‘2
C_(Cll 02,2) et D_(D2,1 D2,2) avec  C1, D11 € M (K).

1. Voir le sujet 19 du chapitre 5 de 'ouvrage Ezercices d’analyse MP.
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En opérant des produits par blocs, I’égalité CJ, = J, D donne
Cia=Diy, Con1=0p_r; e Dyog=0pp, .,

Les matrices C' et D sont donc triangulaires avec un bloc d’indice (1,1) identique. Les
matrices A et B étant respectivement semblables a ' et D, on obtient

XA = XCc = Xcl‘l)(Cz‘z et XB = XD = XD XDy

avec Xc,, = XD,, polyndme de degré r.
On peut alors conclure que les polynémes x 4 et xg possedent un facteur commun de
degré au moins r et donc que leur PGCD est de degré au moins égal a 7.

Exercice 54 **
Une matrice A = (a;;) € Mp(R) est dite magique si les sommes de ses coefficients
par ligne et par colonne sont toutes égales. On note J la colonne de M, ;(R) dont
tous les coefficients sont égaux a 1.

(a) Montrer que la matrice A est magique si, et seulement si, J est vecteur propre
de A et de *A.

(b) Vérifier que 'ensemble MG, des matrices magiques de taille n est une sous-
algeébre de M, (R). Que dire de 'inverse d’une matrice magique inversible ?

On introduit le produit scalaire canonique! sur I’espa,ce Mo, 1(R) et les espaces
D = Vect(J) et H = D+. |

(c) Montrer qu’une matrice A de M, (R) est magique si, et seulement si, elle laisse
stable les espaces D et H. '

(d) En déduire la dimension de l'algébre des matrices magiques de M, (R).

AR s =52 ks Ly

Solution

{a) Les coeflicients de la colonne AJ sont les sommes des coefficients de A sur chaque
ligne. Les coefficients de la colonne ‘AJ sont les sommes des coefficients de A sur chaque
colonne. Si la matrice A est magique, ces différentes sommes sont toutes égales 4 une
méme constante s et donc

AJ =sJ et 'AJ=sJ avec J#O.

On en déduit que J est vecteur propre de A et de ‘A.

Inversement, si J est vecteur propre de A et de ‘A respectivement associé aux valeurs
propres A et u, on a AJ = A\J et ‘AJ = puJ. Les valeurs \ et u sont nécessairement égales

2
car
AT ="J(AD) = AT =nx et A ='(ANJT = pldJ = nu.

On en déduit que les sommes des coefficients de A sur chaque ligne et sur chaque colonne
sont toutes égales : la matrice A est magique.

1. Le produit scalaire de deux colonnes X,Y de M, ;(R) est donné par (X,Y) = ‘XY
2. Le calcul {JAJ détermine la somme de tous les coefficients de A, somme qui peut &tre organisée
par ligne ou par colonne.
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(b) L’ensemble MG, des matrices magiques de taille n est une partie de Palgebre
des matrices carrées M, (K). La matrice unité I,, est magique et, pour tous A, i € K et
tous A, B € MG, on vérifie par un simple produit que la colonne .J est vecteur propre
des matrices AA + uB et AB ainsi que de leurs transposées : MG, est une sous-algébre
de M, (K).

Soit A une matrice magique inversible. Montrons que son inverse est aussi une matrice
magique.

méthode
On introduit 'application ¢ qui & M € MG, associe AM et 'on montre qu'il
s’agit d’un isomorphisme d’espaces vectoriels .

L’application ¢ proposée est définie au départ de l'espace MG,, et 4 valeurs dans
lui-méme. Cette application est linéaire et aussi injective car, pour tout M € MG,,

AM:On — A_IAM:OR
= M =0,.

Puisque l’espace MG, est de dimension finie, I’application ¢ est un automorphisme
de MG, . Par surjectivité, il existe une matrice B € MG, telle que AB = I,. Cette
matrice B est nécessairement 'inverse de A et donc A~! € MG,,.

(¢) La droite vectorielle D est stable par A si, et seulement si, J est vecteur propre
de A. L’hyperplan H est stable par A si, et seulement si ? sa droite normale HL = D est
stable par ‘A, c’est-a-dire si, et seulement si, J est vecteur propre de ‘A. La résolution
de la premiere question assure alors que la matrice A est magique si, et seulement si, les
deux espaces D et H sont stables par A.

(d) méthode
La stabilité de deux espaces supplémentaires se lit matriciellement par une
représentation diagonale par blocs dans une base adaptée {Th. 2 p. 120).

Les espaces D et H sont supplémentaires dans M,, (R). Si l'on introduit une base
adaptée & I'écriture M, 1(R) = D @ H, P'étude au-dessus assure qu’une matrice A est
magique si, et seulement si, 'endomorphisme canoniquement associé a A est représenté
dans cette base par une matrice de la forme

0 M

Un tel endomorphisme est alors entiérement déterminé par ses restrictions aux espaces D
et H qui sont des endomorphismes. L’espace des matrices magiques est donc isomorphe
a L(D) x L(H) ce qui détermine sa dimension :

dim MG, = (dim D)? + (dim H)® =1 + (n — 1)%

(a 0) avec a€Ret MeM,_i(R).

1. On peut aussi remarquer que AJ = sJ (avec s nécessairement non nul) entraine %J = A" et
I'on a une égalité analogue pour la transposée.
2. Voir sujet 16 p. 150.
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Exercice 55 **%¥

Soit n 22 2. Déterminer les valeurs propres de la comatrice de A € M,,(C) en fonction
de celles de A. '

Solution
La matrice A est complexe, elle est admet donc n valeurs propres comptées avec mul-
tiplicité que nous notons Ay, ..., A,.

La comatrice de A est la matrice des cofacteurs de A et celle-ci vérifie :
*(Com(A)) A = det(A)l,. (+)

méthode
| On commence par étudier le cas ou la matrice A est inversible.

Supposons la matrice A inversible. On peut exprimer la comatrice de A en fonction de
son inverse

Com(A) = det{4) (A71).

Les valeurs propres de A sont nécessairement non nulles et sont les inverses des valeurs
propres de A. En effet !, A est trigonalisable et ’on peut écrire avec P inversible

1
/\1 (*) . A ( *)
PTIAP = et PTIAT'P=(PTAP) =
© © s
De plus, les valeurs propres d’une matrice sont aussi celles de sa transposée. On en déduit
que les valeurs propres de Com(A) comptées avec multiplicité sont les
det(A) det(A)

N avec det(A) = A1... Aq.

Apres simplification de ces fractions, on obtient que les valeurs propres de Com(A) sont
tous les produits possibles de n — 1 facteurs choisis parmi les n valeurs propres de A.

Supposons maintenant la matrice A non inversible. La matrice A est donc de rang
inférieur & n — 1. Si rg(A) € n — 2, tous les déterminants des matrices de taille n — 1
extraites de A sont nuls?. Les cofacteurs de A sont alors tous nuls et la comatrice de A
est nulle : 0 est son unique valeur propre et celle-ci est de multiplicité n. Il reste a étudier
le cas rg(A) =n — 1.

Lorsque rg(A) = n — 1, la matrice A posséde n — 1 valeurs propres non nulles et une
valeur propre nulle. Quitte a redéfinir I'indexation de celles-ci, on peut supposer A, = 0.

Le déterminant de A étant nul, la relation (x) devient

"(Com(A))A = O,,.

1. Une résolution par les éléments propres est aussi possible : AX = AX <= A~'Y = %Y avec
Y = AX et Y # 0 si, et seulement si, X # 0.
2. Rappelons que si 'on peut extraire d’une matrice A une matrice carrée inversible de taille p alors

rg(A) 2 p.
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L’image de A est donc incluse dans le noyau de t(Com(A)). On en déduit
dim Ker(Com(A)) = dim Ker(t(Com(A))) zrg(A) =n-1.

Lorsqu’il n’est pas réduit au vecteur nul, le noyau correspond au sous-espace propre
associé a la valeur propre 0. On en déduit que O est valeur propre de Com(A) de mul-
tiplicité au moins n — 1. Puisque la trace d’une matrice complexe est la somme de ses
valeurs propres comptées avec multiplicité, u = tr(Com(A)) détermine la derniére valeur
propre ! restant & calculer.

méthode
I On introduit la comatrice de A = A + €l,, avec € qui tend vers 0.

Soit € > 0. Les valeurs propres de la matrice A, sont les A\; +¢€,...,An_; + € et € car,
en reprenant les notations qui précedent,

bt (¥

P7lAP =P 'AP +¢l, = :
/\n—l +e€

(0) e
Pour € > 0 petit 2, aucune de ces valeurs propres n’est nulle et la matrice A, est inversible.

On en déduit que les valeurs propres de Com(A¢) sont

det(A.) det(A;) det(A.)
AM+e’ T d1+e e

avec
det{A.) = (A +¢)...(An_1 +€)e.

On peut alors calculer la trace de la comatrice de A

det Ae det Ae det( A
tr(Com(A.)) = .3:(_*-—6) et /\n_(l +)E " (E: e).

Enfin, la trace de la comatrice de A, est une fonction continue de € car polynomiale3.
On a donc par passage a la limite

det(A,) det(Ae) | det{Ae) \ _
LI + =A1...An_1-

# = tr(Com(A)) = lm

e=0t \ AL + € An—1+E€ €
[N | RN S —
-0 —0 —+A1...An—1

En résumé, dans tous les cas, les n valeurs propres de Com(A) sont tous les produits
possibles* de n — 1 facteurs choisis parmi les n valeurs propres de A.

1. Voir le sujet 41 p. 175 pour une démonstration détaillée dans un cadre analogue.

2. 11 suffit de choisir ¢ inférieur a la valeur absolue des valeurs propres réelles négatives de A, s'il y
en a.

3. La trace est la somme des coefficients diagonaux et chacun est une fonction polynomiale en ¢ car
déterminant d’une matrice extraite de A + €l .

4. Une démonstration moins directe est aussi possible et plus rapide. Lorsque deux matrices sont
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Exercice 56 *¥* (Théoréme de Perron)

Soit £ = (Z1,...,Zn) €t ¥y = (¥1,.--,¥n) deux éléments de R™. On écrit z < y pour
signifier x; < y; pour tout ¢ € [1;n].

On étudie une matrice A carrée de taille n dont tous les coeflicients sont strictement
positifs et I'on introduit le compact K = {(xl, .., Tn) €ERY | T+ o+ Ta = 1}.

(a) Pour = € K, justifier que I’on peut introduire
8(z) = max{a € R, | az < Az}. *

(b) Montrer qu’il existe y € K tel que 6(z) < 6(y) pour tout z € K. ]
(c) Montrer que y est vecteur propre de A associé & la valeur propre p = 6(y).
(d) Etablir que les valeurs propres complexes A de A vérifient |A| < p.

(e) Vérifier que les éléments de y sont tous strictement positifs puis que I’espace
propre complexe associé a la valeur propre u est de dimension 1. ;

REE. At uconer 3 T

Solution

(a) Soit z = (z1,...,2,) un élément de K. On a ax < Az si, et seulement si, pour
tout 7 € [1;n],

k2
ar; = azx]; < [Az]; = Zai,jmj~
p=1

Lorsque z; est nul, cette inégalité est assurément vérifiée car les a; ; et les z; sont
positifs. Lorsque x; n’est pas nul, cette inégalité est vérifiée si, et seulement si,
Az,
o < A%l
)
Sachant que = n’est pas le vecteur nul, au moins I'un des z; est non nul et donc

0(z) = max{a € Ry | az < Az} = min (M>

1<igkn T;
;70

{b) méthode
On montre l'existence de la borne supérieure des ¢(x) pour = parcourant K
avant d’établir que celle-ci est un max.

L’ensemble ©@ = {6(z) | z € K} est une partie non vide de R. De plus, pour tout

= (z1,...,2,) € K, si z;, désigne le plus grand élément parmi z;,...,Z,, on a
n
f(z) < [Ax]“’ = — E @iy i Tj a;
- o 1, i0,j S
0 -_ —
= 3—1
<a:,0

semblables, on peut montrer que leurs comatrices le sont aussi (voir sujet 40 p. 110). De plus, la comatrice
d’une matrice triangulaire supérieure est triangulaire inférieure. En trigonalisant la matrice A, les valeurs
propres de sa comatrice sont les cofacteurs diagonaux de la matrice triangulaire formée.
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avec

n
M = 1<ien (Z lai~j!)'
7=1
L’ensemble © est donc une partie non vide et majorée de R ce qui autorise a introduire sa
borne supérieure que nous notons g. Vérifions que celle-ci est un max. Par la réalisation
séquentielle ! d’une borne supérieure, on peut introduire une suite (zx) d’éléments de K
telle que 6(xy) converge vers p. La partie K étant compacte, on peut extraire de la
suite (zx) une suite convergeant dans K. Quitte & ne conserver de la suite (zx) que les
termes déterminant une suite convergente, on peut supposer que {xj) converge vers un
élément y de K.
Pour tout & € N, on a #(zx)zr < Azk. Par passage a la limite des inégalités larges
coordonnées par coordonnées, on obtient uy < Ay. On en déduit u < 6(y) puis I'éga-
lité u = 6(y) car u est la borne supérieure des valeurs prises par 6.

(c) Posons z = Ay — py. Par construction, les éléments du vecteur z sont tous positifs.

méthode
| Par I'absurde, on suppose z non nul et I'on étudie ¥’ € K colinéaire & Ay.

Si z n’est pas nul, tous les éléments du vecteur Az sont strictement positifs car les
coefficients de la matrice A sont strictement positifs et les éléments du vecteur z sont
positifs avec au moins 'un d’eux non nul. On peut alors introduire € > 0 assez petit tel
que Ay < Az ce qui se relit

(u+e)Ay < A(Ay).
Enfin, on choisit A € R* tel que ¥’ = AAy soit élément de K. Ceci est possible car Ay est
un vecteur non nul dont tous les éléments sont positifs ce qui permet de prendre A égal a
Pinverse de la somme de ceux-ci. On a alors (u+ ).y’ < Ay’ et donc 8(y') 2 p+¢ > p.
C'est absurde car contredit la définition de y comme borne supérieure des §(z) pour z
parcourant K.
On en déduit que z est le vecteur nul et donc Ay = py avec y # Ogn.

(d) Soit A une valeur propre complexe de A et = (21,...,Z») € C™* un vecteur
propre associé. Sans perte de généralité, on peut supposer |z} + -+ + |z,| = 1 quitte
a considérer un vecteur colinéaire & x. Introduisons aussi z+ = (|z1],...,|za|} qui est

élément de K. Pour tout i € [1;n],

<
j

n
E ai,jTj

=1

|Al 2] = [Az;| = a;,; |z;| - (*)

1

[£3

Ceci donne |Az7 < Az* et donc [A] < 9(z*) < p.
De plus, si |A| est égal & g, il y a égalité? dans chacune des inégalités précédemment
écrites. En particulier, 8(z%) = u ce qui entraine que z est vecteur propre associé a

1. Voir Th 15 du chapitre 6 de 'ouvrage Erercices d’analyse MPSI.
2. Voir sujet 32 du chapitre 3 de 'ouvrage Ezercices d’analyse MPSI.

-
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la valeur propre u comme on 'a démontré pour le vecteur y précédemment. De plus, il
y a aussi égalité dans I'inégalité triangulaire (*) ce qui signifie que les complexes a; ;z;
figurent sur une méme demi-droite issue de I'origine. Les a, ; étant positifs, ceci revient
a dire qu’il existe ¢ € R tel que z; = |z;| €% pour tout j € [1;n]. Le vecteur z est alors
colinéaire & z+ et est donc associé & la méme valeur propre p.

En résumé, les valeurs propres complexes de A vérifient |A| < u et seule la valeur A =
satisfait I'égalité. '

(e) Le vecteur y est non nul et ses éléments ¥, ...,y sont tous positifs. De plus, la
matrice A est & coeflicients strictement positifs et donc les éléments de Ay sont strictement
positifs. Ceux de y le sont alors aussi.

Soit z = (z1,...,2Zn) € C™ un vecteur propre associé a la valeur propre pu.

méthode
On montre que z et y sont colinéaires en formant un vecteur combinaison
linéaire de = et ¥ dont tous les coefficients sont des réels positifs sauf un qui
est nul.

Par ’étude du cas d’égalité dans la question précédente, on peut affirmer que x est co-
linéaire au vecteur z+ = (|x1| e |:z:n|) . Sans perte de généralité, on peut donc supposer
les éléments z; du vecteur = tous réels positifs. Considérons ensuite le vecteur

Z2=2iY — Y X

avec ¢ € [1;n] déterminé de sorte que

Ty Zy
— = max | —= .
Yi ISisn \ Y5
Les éléments du vecteur z sont positifs et celui d’indice 7 est nul par construction. Or,
par combinaison linéaire de vecteurs propres, Az = pz. Si z n’est pas le vecteur nul,

tous les éléments de Az sont strictement positifs, notamment celui d’indice ¢ ce qui est
absurde. On en déduit que le vecteur 2 est nul et donc z et y sont colinéaires.

Finalement, ’espace propre associé & la valeur propre u est de dimension! 1.

1. Cette étude généralise celle déja menée dans le sujet 28 p. 162.



CHAPITRE B

Réduction Algébrique

K désigne un sous-corps de C, » un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimen-
sion quelconque et n désigne un entier naturel non nul.

5.1 Polynémes d’'un endomorphisme

5.1.1 Valeur d’un polynéme en un endomorphisme

Soit P un polynéme de K[X] :

N
P=) aX =00 +a X+ - +anX" avec N > deg(P).
k=0

Définition
On appelle valeur du polynéme P en u I'endomorphisme ! de E donné par

N
&f
P(‘U,) d=e § akuk = gqoldg + a1u + - -- +GN’UN.
k=0

La valeur de P = X3 —2X + 1 en u est P(u) = u® — 2u+ Idg.
La valeur de ’endomorphisme P(u) en un vecteur x de E se note? P{u)(x).

1. Les puissances de u se comprennent comme des itérés de composition : u* = uo---ou (k facteurs).
2. Il ne faut pas écrire P(u(:c)) : les puissances de u{z) n’ont a priori aucun sens.
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Théoréme 1
L’application
5. - {K[X] — L(E)
* P~ P(u)

est un morphisme de K-algebres.

Par le morphisme ®,, une factorisation
XP-2X+1=(X-1(X*+X-1)

donne 'identité
wd— 2+ 1dg = (u—1Idg)o (u2 +u - IdE).

Plus généralement, toute identité polynomiale se transpose aux endomorphismes.

5.1.2 Polynéme en un endomorphisme

Définition

On dit qu’un endomorphisme v de E est un polyndme en u lorsqu'il existe P € K[X]
tel que v = P(u).

Pour A€ Ket a € N, (u — Aldg)® est un polyndéme en 'endomorphisme .

Définition
On appelle algébre engendrée par ’endomorphisme u 'ensemble K[u| des polynémes
en u

deéf

K[u] = {P(u) | P € K[X]} = Vect{u" | n € N}.

"Théoréme 2 )
K]u] est une sous-algébre commutative de L{E). Celle-ci contient ’endomorphisme u
et est incluse dans toute sous-algebre de £L(E) contenant w.

En particulier, les polynémes en % commutent avec u.

5.1.3 Polynémes annulateurs
Définition
| On appelle polynéme annulateur de u tout polynéme P € K[X] vérifiant P{u) = 0.

Le polyndme nul annule tout endomorphisme.
Le polyndme X? — X est annulateur des projections vectorielles.

Théoréme 3

L’ensemble des polynémes annulateurs de 'endomorphisme u est un sous-espace
vectoriel et un idéal de K[X].

Si un polyndéme P annule u, les polynémes multiples de P annulent aussi u.

-



5.1 Polynémes d'un endomorphisme 199

Si A est valeur propre de u alors, pour tout polyndme P de K[X], le scalaire P(A) est
valeur propre ! de P(u) associé aux mémes vecteurs propres. On en déduit le résultat qui
suit :

Théoreme 4
Les valeurs propres de u figurent parmi les racines de ses polynémes annulateurs.

Cependant, un polyndéme annulatcur de u peut admettre des racines qui ne sont pas
valeurs propres de u.

5.1.4 Polyn6mes annulateurs en dimension finie

On suppose ’espace £ de dimension finie.

Théoréme 5 (Théoréme de Cayley-Hamilton)
Le polyndéme caractéristique x, est annulateur de u.

L’ensemble des polynémes annulateurs de I’endomorphisme « est alors un idéal de K[X]
non réduit au polynéme nul. Il existe donc un unique polynéme unitaire II, tel que les
polyndémes annulateurs de u sont exactement les multiples de II,,.
Définition

I Ce polynéme I, est appelé polynéme minimal de 'endomorphisme u.
Le polynome I1,, est annulateur de u et diviseur du polyndme caractéristique x,,. C’est par
conséquent un polynéme de degré d inférieur & n dont les racines dans K sont exactement
les valeurs propres de u.

Si P est un polynome de K[X] et si R est le reste de la division euclidienne de P par le
polyndéme minimal IT,, on vérifie P(u) = R(u) avec deg(R) < deg(Il,). On en déduit :

Théoréme 6 RO TR P
Si d est le degré du polyndme minimal II,,, la famille {Idg, u, . .., u? 1} est une base
Palgébre K[u] des polynodmes en u.

5.1.5 Polynémes d'une matrice carrée

Soit A une matrice de M, (K) et P un polynéme de K[X] :

N
P=Y axX*=a+aX+---+ayX" avec N >deg(P).
k=0

1. Voir sujet 1 p. 202.
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Définition
On appelle valeur du polynéme P en A la matrice de M,,(K) donnée par

N
P(A)E Y arA* = aol, + a1 A+ +ay AV
k=0

Si la matrice A est triangulaire, les coeflicients diagonaux de P{A) sont remarquables :

v POD (4
Pour A = , P(A)=
(0) An (0) P(An)

Si A est la matrice dans une base e d’'un endomorphisme u d'un espace E de dimension
finie, P(A) figure I’endomorphisme P(u) dans la méme base.

Les résultats qui précédent se transposent aux matrices :

Théoréeme 7
L’application ' R '
By { K[X] - Ma(K)

A}y Pr P(A)

est un morphisme de K-algébres.

—

L’image K[A] du morphisme ® 4 est une sous-algébre commutative de M, (K). Ses élé-
ments sont les polynémes en A. Celle-ci est incluse dans toute sous-algébre de M,(K)
contenant A.

Le noyau du morphisme &4 est un sous-espace vectoriel et un idéal de K[X]. Celui-ci
regroupe les polynémes vérifiant P(A) = O,,. Ces derniers sont les polyndmes annulateurs
de A.

Théoréeme 8

Les valeurs propres de A figurent parmi les raeines de ses polyndmes annulateurs. J

Encore une fois, il est possible qu’une racine d’un polynéme annulateur ne soit pas valeur
propre de la matrice qu’il annule.

Théoréme 9 (Théoréeme de Cayley-Hamilton)
Le polyndéme caractéristique x 4 est annulateur de A.

Enfin, on peut introduire le polynéme minimal de A : celui-ci est unitaire, annulateur et
tout polynéme annulateur de A en est multiple, notamment le polyndme caractéristique.

Comme pour le polynéme caractéristique, ses racines sont exactement les valeurs propres
de A.
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5.2 Reéduction et polynémes annulateurs

5.2.1 Lemme de décomposition des noyaux

—

Théoréeme 10 (Lemme de décomposition des noyaux)
Si Py,..., Py sont des éléments de K[X] deux & deux premiers entre eux de produit
égal a P,

Ker(P(u)) = ]§1 Ker(Pe(u)).

7/

En particulier, si A1,..., A, sont des valeurs propres deux a deux distinctes de u, on
retrouve que les sous-espaces propres associés sont en somme directe puisque les poly-
némes X — Ax sont deux a deux premiers entre eux.

5.2.2 Diagonalisabilité

Dans la suite, ’espace E est supposé de dimension finie.

Théoréme 11
On a équivalence entre :
(i) w est diagonalisable;

(ii) w antiule un polyndme scindé sur K & racites sirples;
(iif) le polynéme minimal de u est scindé sur K & racines simples.

7

Le polynéme minimal de u est alors le produit des (X — A) avec A parcourant les valeurs
propres de u.

Ce résultat se transpose aux matrices carrées :

Théeréme 12
Une matrice A de M, (K) est diagonalisable si, et Seulement si, elle a,nmrlee un poly-
ndme scmde sur K 3 racines simples.

5.2.3 Trigonalisabilité

Théoréme 13
On a équivalence enire :
(i) w est trigonalisable ;
{(ii) u annule un polyndme scindé swr K
(iif} le polynéme minimal de u sst scindé sur K.
De pius; I’e&paee Eest &Eorsia sotime ditecte de sous-espaces stables par u sur chacun
| desquels u induit la somme d’usie homothétie et d’un endomorplnsme nilpotent.

—_—

-
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Ce résultat se transpose aux matrices carrées. En particulier, lorsque A € M, (K} est
trigonalisable, celle-ct est semblable 4 une matrice diagonale par blocs ou chaque bloc
diagonal est de la forme Al, + N avec A valeur propre de A, o sa multiplicité et N une
matrice nilpotente de taille a.

5.2.4 Réduction d’'un endomorphisme induit

Si F' est un sous-espace vectoriel stable par 'endomorphisme u, on peut introduire ’endo-
morphisme induit ug. Le polyndme minimal de celui-ci est alors un diviseur du polyntéme
minimal de .

Théoreme 14
Soit F' un sous-espace vectoriel stable par un endomorphisme wu.

a) Siu est diagonalisable, ’endomorphisme induit ur 1’est aussi;
b} Si u est trigonalisable, '’endomorphisme induit ux 'est aussi.

Lorsqu'un endomorphisme est diagonalisable, ses sous-espaces stables sont exactement
ceux admettant une base de vecteurs propres .

5.3 Exercices d'apprentissage

5.3.1 Polynomes d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

Exercice 1
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et P un polynéme de K[X].
" Montrer que si A € K est une valeur propre de u, P(A) est une valeur propre de P(u).

EE T T e oy B Lok TR YR e AT T

Solution
Soit A € K une valeur propre de u et £ # Og un vecteur propre associé.

méthode
| On montre P(u)(z) = P(\)z en commencant par le cas P = X%,

Vérifions 1'égalité? u*(z) = A\*.x par récurrence sur k € N.

Pour k = 0, 'application u° est I'endomorphisme Idg puisqu’il s’agit du neutre pour
le produit de composition. Sachant de plus A° = 1, I’égalité u’(z) = Az est vraie.

Supposons la propriété établie au rang £ > 0. Au rang suivant, on obtient par linéarité

Wz) = (wou®)(2) = u(u(z)) = u(\z) = Mou(z) = Aotz

La récurrence est établie.

1. Voir sujet 8 p. 207.

2. Il importe d’interpréter correctement P(u){z) lorsque P = X*. Ce n’est pas P(u(z)) = (u(:c))k ce
qui signifierait une puissance pour une multiplication qui n’est pas introduite. 11 faut plutdt comprendre
uk(z) = (uo---ou)(z) (composition & k facteurs).
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Poursuivons en décrivant le polyndéme P par l'introduction de ses coeflicients
P=ag+a X+ +anX" avec ag,...,any € Ket N > deg(P).

L’endomorphisme P(u) est alors P = apgldg + ayu + - - + ayu’ ¢t donc

N N N
P(u)(z) = Z(akuk(a:)) = Z(ak)\ka:) = (Z ak/\k) r = P(A)x.
k=0 k=0

k=0

Sachant le vecteur z non nul, on peut affirmer que P(A) est valeur propre de P(u) associée
au vecteur propre .

Finalement, lorsque A est valeur propre de u, P(}\) est valeur propre de P(u) associée
aux mémes vecteurs propres.

Exercice 2
Montrer qu’un endomorphisme nilpotent d’un espace non réduit au vecteur nul ad-
met une et une seule valeur propre qui est 0.

Solution

Ce résultat est déja connu en dimension finie (Th. 25 p. 129). 11 s’agit ici de le retrouver
sans hypothése de dimension. Soit 4 un endomorphisme nilpotent d’un espace £ non
réduit au vecteur nul. Introduisons p € N* tel que «? = 0.

méthode
| Les valeurs propres sont racines des polynémes annulateurs {Th. 4 p. 199).

L'égalité u? = 0 signifie que le polynéme X? est annulateur de 'endomorphisme u. Les
valeurs propres de u figurent donc parmi ses racines. On en déduit que seul 0 peut étre
valeur propre de u. Inversement, vérifions que 0 est valeur propre de u.

meéthode

0 est valeur propre d’un endomorphisme si, et seulement si, celui-ci n’est pas
injectif.

Par I'absurde, si ’endomorphisme u est injectif, les compositions vou, uouowu, etc. sont
toutes injectives car la composition de deux injections définit une injection. Cependant,
'application u? n’est pas injective car c’est I’application nulle. C’est absurde.

On en déduit que u n’est pas injectif, c’est-a-dire que 0 est valeur propre de u.

Exercice 3
Soit u un endomorphisme bijectif d’un espace de dimension finie n > 1. Montrer que
son inverse u~! est un polyndme en u.

T R A T T
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Solution

meéthode

Le théoréme de Cayley-Hamilton (Th. 5 p. 199) détermine! un polyndéme

annulateur de u permettant d’exprimer u=!.

Le polyndme caractéristique de v« peut s’écrire
Xe=X"+an 1 X" P4+ 4+ a1 X +ag avec ag={—1)"det(u) #0.
L’égalité x.(u) = 0 donne alors
Ut + w4+ -+ aju+agldg = 0.
En réorganisant les membres, on obtient
U 4 Gpru™ o ayu = —agldg.

En composant par 'application u~! & gauche (ou & droite), il vient

w4 an_lun_z + -+ aldg = *agu_l
puis
1 _
u = —a—(u”_l +an1u" 2+ aldg) € Ky
0

Exercice 4

(a) Déterminer le polyndme minimal de chacune des matrices réelles suivantes.

| 31 -1
___A:_G ‘f), B=G ‘31) et C=[13 -1
_' 11 1,

(b) Exploiter ces polym“)mes minimaux pour exprimer A", B" et C™ pour n € N.

Solution

(a) méthode
Le polynéme minimal d’une matrice (resp. d'un endomorphisme) est un divi-
seur du polyndme caractéristique qui a les mémes racines.

Le polyndme caractéristique de A est x4 = X2 —5X +6 = (X —2)(X —3). Le polynéme
minimal I14 le divise et ses racines sont 2 et 3 : on en déduit 14 = (X — 2)(X - 3).

Le polyndme caractéristique de B est xg = X? — 4X + 4 = (X — 2)°. Le polynéme
minimal IIg le divise et 2 est sa seule racine. Le polynéme IIg peut donc étre égal
a X — 2 ou (X — 2)%. Cependant, le polynéme X — 2 n’annule pas B car B # 2.I,. On
en déduit IIg = (X - 2)2.

1. On peut aussi introduire le polynéme minimal de u sachant que 0 n'en est pas racine.

-
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Apres quelques calculs, le polynéme caractéristique de C est xo = (X — 2)%(X — 3).
Le polynéme minimal II¢ le divise et ses racines sont 2 et 3. Le polyndéme Il peut donc
atre égal & (X — 2H{X — 3) ou {X — 2)%(X — 3). En évaluant (X — 2)(X — 3) en C, on
constate que ce polynéme est annulateur et done I = (X — 2)(X — 3).

(b) Soit n € N.

méthode
On détermine le reste de la division euclidienne de X™ par le polynéme mini-
mal.

Pour calculer A™, on pose la division euclidienne de X™ par le polyndéme I14. Celle-ci
s’écrit

X" =(X-2)(X -3)Qn + R, avec @n, R, € R[X]et deg(R,) < 2.
En notant a, et b, les coefficients du polynome R,,, 'égalité ci-dessus devient
X" = (X =2)(X = 3)Qn +anX + by. (*)

Pour déterminer a,, et b,,, on évalue (*) en les racines 2 et 3 afin d’éliminer le facteur Q.
Ceci produit le systeme

20y, + by = 27
3a, + b, = 3™
Apres résolution, (*) devient
X"=(X-2)(X -3)Qn+ (3" - 2") X + (3.2" - 2.3"). (%)

On évalue alors (#%) en la matrice A pour obtenir
A" = (A - 2)(A-33)Qn(A) + (3" —2")A + (3.2" —2.3")],
=3"(A-2I3)+2"(3l, — A) car (A-2I)(A-3l3) =114(A) = 0O,.

Pour calculer B™, on opere de facon semblable en réalisant la division euclidienne
de X™ par (X — 2)?

X" =(X-2%Qn+ap, X +b, avec an b, € RetQ, e R[X]. (A)

Pour déterminer a, et b,,, on évalue (A) en la racine 2 et 'on dérive (A) avant d’évaluer
a nouveau en 2. On forme ainsi le systéme

2a, + b'n = 2"
an =n2" 1

Apres résolution, (A) devient

X" =(X -2)%Q, +n2""'X - (n-1)2". (AA)
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Pour terminer, on évalue (AA) en la matrice B pour obtenir
B =n2" 1B — (n - 1)2"1,.
Enfin, le polynéme minimal de C étant celui de A, le calcul de C™ se résout cn éva-

luant (x*) en C :
C" =3"(C - 2Ip) + 2™(31, — C).

5.3.2 Réduction et polynémes annulateurs

Exercice 5
Soit 1 un endomorphisme d’un espace réel K vérifiant u® = Idg. Justifier que les
espaces Ker{u — Idg) et Ker(u2 +u+1d E) sont supplémentaires.

T TETTY:
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Solution

méthode
L’application du lemme des noyaux (Th. 10 p. 201) avec un polyndéme annu-
lateur permet de réaliser une décomposition en somme directe d’un espace.

Le polyndme X? - 1= (X —1){X?+ X +1) est annulateur de u et les facteurs X — 1
et X? + X + 1 sont premiers entre eux!. On peut appliquer le lemme des noyaux et
conclure '

E = Ker(u® — Idg) = Ker(u — Idg) ® Ker(u® + u + Idg).

Exercice 6

Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur un espace £ de dimension finie, @ un vecteur
de F et f endomorphisme de £ déterminé par

f(z) = pla)x — p(z)a pour tout z € E.
Calculer fo f et former une condition nécessaire et suffisante portant sur a et ¢ pour

que f soit diagonalisable.

T T R T

Solution
Pour x € E, on obtient

(f o )z) = f(f(z)) = f{w(a)z — o(z)a)
= () f(z) — ¢(z) fla) = p(a)f(z).

~—

=0g

Par conséquent, fo f = (a)f.

1. Pour que deux polynémes de K[X] soient premiers entre eux, il faut et il suffit qu’ils n’aient pas
de racines complexes en commun.
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méthode
Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si, il annule un polynoéme
scindé a racines simples (Th. 11 p. 201).

Le polynéme P = X? — p(a)X = X (X — p(a)) est annulateur de f.

Cas : p(a) # 0. Le polyndme P est scindé sur K et & racines simples : I’endomor-
phisme f est diagonalisable!.

Cas : p(a) = 0. Le polynéme P est égal & X? ce qui ne permet plus de conclure aussi
immédiatement. Cependant, 0 est la seule racine de ce polynéme et donc la seule valeur
propre possible (Th. 4 p. 199) de f. On en déduit que f est diagonalisable si, et seulement
si?, f est Pendomorphisme nul. Sachant que 'expression de f se simplifie en f(z) = ¢(z)a
lorsque @{a) = 0 et sachant que la forme linéaire ¢ est non nulle, ’endomorphisme f est
diagonalisable si, et seulement si, a est le vecteur nul.

En résumé, f est diagonalisable si, et seulement si, @(a) # 0 ou a = Og.

Exercice 7
Soit A une matrice de M, (R) vérifiant A3+ A%+ A = O,,. Montrer que le rang de A
est pair et que sa trace est un entier.

Solution
Le polynéme X3 + X? + X = X (X% + X + 1) est annulateur de A. Il n’est pas scindé

sur R mais peut s’écrire X (X — j)(X ~ j?) dans C[X] avec j = ¢*"/3.

méthode
La matrice A est diagonalisable dans M,{(C) car annule un polyndme scindé
sur C a racines simples (Th. 12 p. 201).

Dans M, (C), la matrice A est semblable & une matrice diagonale D on, sur la dia-
gonale, figurent ses valeurs propres comptées avec muitiplicité. Les valeurs propres de A
sont racines du polynéme annulateur X(X — 7)(X — j2), ce ne peut donc qu’étre 0, j
et j2 = j. Notons p, ¢ et r les multiplicités de chacune, quitte & ce que celles-ci soient
nulles si les valeurs associées ne sont pas valeurs propres. La matrice A étant réelle, les
multiplicités des valeurs propres conjuguées sont égales et donc g = r. Le rang et la trace
de la matrice A étant égaux au rang et & la trace de D, on conclut

rg(A)=2¢€2N et tr{(A)=px0+gqj+gj’=—-qeZ

Exercice 8

Soit 2 un endomorphisme diagonalisable d’un espace E de dimension finie n.22 1.
Montrer qu’un sous-espace vectoriel de E est stable ‘par- u si, et seulement si, il
posséde une base formée de vecteurs propres de u.

1. L'étude des éléments propres de f montre que ¢(a) est valeur propre d’espace propre Ker{y) tandis
que 0 est valeur propre d'espace propre Vect{a).
2. Un endomorphisme diagonalisable dont A est la seule valeur propre est Aldg (voir sujet 5 p. 134).
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Solution

( <= ) Soit F' un sous-espace vectoriel possédant une base (e, ..., e,) formée de vec-
teurs propres de u. Pour tout j € [1;p], on peut écrire u(e;) = Aje; € F en introdui-
sant A; la valeur propre associée au vecteur propre e;. Par combinaison linéaire, on a
alors u{x) € F pour tout x € F. Ainsi, un sous-espace vectoriel possédant une base de
vecteurs propres est stable.

( = } Soit F' un sous-espace vectoriel stable par u. On peut introduire ' I’endomor-
phisme induit par u sur F.

méthode
Les endomorphismes induits par un endomorphisme diagonalisable sont dia-
gonalisables (Th. 14 p. 202).

Puisque u est diagonalisable, I’'endomorphisme induit «’ I’est aussi et il existe une base
de F formée de vecteurs propres de u'. Or les vecteurs propres de u’ sont des vecteurs
propres de u et ['on peut conclure.

5.4 Exercices d’entrainement

5.4.1 Polynémes d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

Exercice 9 *

Soit % un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension n > 1.

On suppose qu’il existe un vecteur zg € F tel que la famille (mg, u(zo),- - -, u""l(mo))

est libre. Montrer que les polynémes en u sont les seuls endomorphismes qui com-
| mutent avec u. S

Solution ,
On sait déja que les polyndmes en u commutent avec u. Inversement, considérons v
un endomorphisme commutant avec u. La famille (zp, u(zo),...,u" '(zo)) étant libre

et formée de n = dim F vecteurs de F, c’est une base de . On peut alors écrire
'U(.T,g) = qoxg + alu(:co) + -4 an_lu"_l(mo) avec Qg,Q1,-..,0n_1 € K.

Ceci invite a introduire ’endomorphisme w = agldg + a1u + -+ + an—1u™ "1 qui est un
polynéme en u et a vérifier v = w.

méthode
On peut montrer que deux applications linéaires sont égales en observant
qu’elles prennent les mémes valeurs sur les vecteurs d’une base.

Par construction, les applications v et w sont égales en le vecteur xg. Plus généralement,
pour k € [0;n — 1], on peut écrire en exploitant la commutation de v et w avec u*

v(uF(z0)) = w*(v(z0)) = uF (w(xp)) = w(w(zo)).
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Les applications linéaires v et w sont donc égales sur chacun des vecteurs de la base
(zo,u(z0), ..., u" *(z0)), elles sont done égales sur E. Finalement !, v € K[u].

— - \

Exercice 10 *
Soit A, B € M,(K). On suppose qu’il existe un polynéme P € K[X] vérifiant

AB = P(A) et P(0)#0.

L Montrer que A est inversible et que A et B commutent.

Solution
méthode
On transforme 1’égalité AB = P(A) afin de déterminer une matrice C telle
que AC = 1,.

Le polynéme P peut s’écrire
P=P0)+a X+ - -+anX"N avec a1,...,an € K.
L’égalité AB = P(A) donne alors
AB = PO, +a1A+---+anAY

et donc
A(B-(aln+azd+---+anANT)) = P(O)L,.
——

On en déduit que A est inversible et son inverse est #0

o L g N1
A -W(B (01ln + 4z A + - + ay AV 7))

En reprenant les calculs en sens inverse, 'égalité A=A = 1,, donne BA = P(A) et 'on
peut conclure que A et B commutent.

5.4.2 Polynomes annulateurs

Exercice 11 *

Soit u un endomorphisme éii’ eegaee ‘veetoriel réel. On suppose qu’il existe un
polynome P annulatem' de U, dmst ﬂesi; racme sxmp}e Montrer Ker{u) = Ker(u?).

1. La liberté de la famille {xq,u(zq),... ,u"_l(zo)) entraine que le polyndéme minimal de u est de
degré au moins égal a n et donc égal & n. L'espace K[u| des endomorphismes qui commutent avec u
est donc de dimension n (voir sujet 19 du chapitre 8 de ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités
MPSI).
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/

Solution
L’inclusion Ker{u) C Ker(uz) est toujours vrale. Il s’agit d’établir l'inclusion réci-

proque. Soit z € Ker(u?).

méthode
| Le polynéme annulateur P s'écrit P = aX + X2Q avec a # 0 et Q € K[X].

L’égalité P(u)(x) = 0g donne
au(z) + (v® o Q(u))(z) = Op. ()
Les endomorphismes u? et Q{u) commutent et donc
(u? 0 Q(u)) (z) = (Q(u) o u?)(z) = Q(u){(v*(z)) = Q(u)(0g) = Of.

L’égalité (*) devient au(z) = Og et donc u(z) = 0g car a # 0. Ainsi, z € Ker(u) et 'on
peut conclure Ker(u) = Ker{u?) par double inclusion.

Exercice 12 **

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel £. On suppose qu’il existe deux
polyndmes P, @ € K[X] premiers entre eux vérifiant (PQ)(u) = 0.

(a) On suppose V’espace E de dimension finie. Montrer
Ker(P(u)) @ Im(P(u)) = E.

(b) On ne suppose plus I’espace F de dimension fini. Le résultat précédent est-il
| encore vrai?

LN e o AR S AR o TY T R T 2 T Y A T T S AT T TR T IO TR T

Solution

(a) Les polyndmes P et Q étant premiers entre eux, le lemme de décomposition des
noyaux (Th. 10 p. 201) assure que les espaces Ker(P(u)) et Ker(Q(u)) sont en somme
directe. Or D'égalité Q(u) o P(u) = (PQ)(u) = 0 donne Im(P(u)) C Ker(Q(u)) et les
espaces Ker(P(u)) et Im{P(v)) sont donc aussi en somme directe. De plus, la formule
du rang appliquée a ’endomorphisme P(u) donne

dim Ker(P(u)) + dimIm(P(u)) = dim E

et donc

Ker(P(u)) & Im(P(u)) = E.

(b) Vérifions que le résultat précédent demeure en dimension quelconque. Comme ci-
dessus, on sait déja que les espaces Ker(P(u)) et Im{P(u)) sont en somme directe. I}
reste a établir que leur somme est égale & E. Soit z un élément de E.

méthode
Les polynomes P et ) étant premiers entre eux, on peut introduire des poly-
nomes V et W vérifiant PV + QW = 1 et produire une démonstration proche
de celle du lemme de décomposition des noyaux (Th. 10 p. 201).

-
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En évaluant la relation PV + QW =1 en u, on obtient I'identité
Idg = P(u)o V{u) + Q(u) o W{u).
En calculant en le vecteur z, il vient alors
r=a+b avec a=Plu)oV(u)z) et b= Q(u)oWu)z).

On a immédiatement a € Im(P(u)) car a = P(u)(y) avec y = V(u)(z). On a aussi b
élément de Ker(P(u)) puisque

P(u)(b) = (PQ)(u) o W(u)(@) = 0p car PQ(u) =0,

Ainsi, tout vecteur de E s'écrit comme la somme d'un vecteur de Im(P(u)) et d’un
vecteur de Ker(P(u)) et 'on peut conclure a I’égalité

Ker(P(u)) & Im(P(u)) = E.

—

Exercice 13 ** U
Soit A, u € R et p, g, f trois endomorphismes d’un espace vectoriel réel £ vérifiant

f= Apt+tpug . L
f2=Xp+ pPq i
f2=Xp+pq. |

Exprimer f™ en fonction de A, u, p et ¢ pour tout n € N*.

Solution

méthode
On détermine un polynéme annulateur de f & partir duquel on calcule f™ par
une division euclidienne.

Par élimination de p, a l'aide de la premiere et de la deuxieme équation d’une part, et
de la deuxiéme et troisieme équation d’autre part, on a

FP=Af=pu—Ng et F2—Af2=p’(u— A
En combinant ces deux équations, on élimine ¢ et 1’on parvient &
(£ =22 = u(f2 = 2f) = P = A+ ) f? + duf = 0.

Ainsi, le polynéme P = X3 — (A+p) X2+ ApX = X(X — A)(X — p) est annulateur de f.
Soit n € N*. On réalise la division euclidienne de X™~! par (X — A\)(X — u) :

X" ' =(X - M(X - p)Qn+ R, avec R, =anX +by, et an, b, €R.
En multipliant cette relation par X, on obtient

X" = X(X = M(X ~ 5)Qn + an X2 + b, X. (%)
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En évaluant en f, il vient
P =anf? + bof = (@nd? + buA)p + (anp® + bop)g.
Or en évaluant {(*) en A et yu, on obtient aussi
A X2+ b A= A" et anpp® +bop = "
On peut donc conclure

ff=X"p+u"q pour tout n > 1.

5.4.3 Réduction et polynomes annulateurs

Exercice 14 *
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel I2 de dimension 3.

On suppose que 1 et —1 sont valeurs propres de f et que f”‘ = f2 Montrer que f
est diagonalisable.

Solution

méthode
| La relation f* = f? détermine un polynéme annulateur de f.

Le polynéme X4 — X% = X2(X — 1)(X + 1) est annulateur de f. Ce polynéme est
scindé mais n’est pas & racines simples.. On étudie! les valeurs propres de f. Celles-ci
sont racines du polynéme annulateur X* — X2 et donc Sp(f) C {0,1,—1}. Aussi, 1 et —1
sont par hypotheése valeurs propres. Deux cas sont alors possibles.

Cas : Sp(f) = {0,1, —1}. L’endomorphisme f est diagonalisable car posséde 3 valeurs
propres en dimension 3.

Cas : Sp(f) = {1, —1}. L’endomorphisme f est inversible car 0 n’en est pas valeur
propre. On peut alors simplifier la relation f¢ = f2 en composant par f~1 et affir-
mer f2 = Idg. Le polynéme X? - 1 = (X — 1)(X + 1) est donc annulateur de f, il est
aussi scindé a racines simples et, par conséquent, f est diagonalisable (Th. 11 p. 201).

e . 'W
Exercice 15 ¥ '

Soit A € M3(R) vérifiant A> =13 et A # 5.
(a) Déterminer les valeurs propres réelles de A.

(b) Déterminer les valeurs propres complexes de A.

1. On peut aussi étudier le polynéme minimal de f : celui-ci est de degré inférieur & 3, divise X* — X2
ct 1, —1 cn sont racines, il est nécessairement scindé a racines simples.
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Solution

(a) méthode
| Les valeurs propres sont racines des polynémes annulateurs (Th. 8 p. 200).

Le polynéme X2 — 1 annule A et 1 est sa seule racine réelle donc la seule valeur propre
réelle possible de A. Cependant, la matrice A est réelle et de taille impaire, elle posséde !
donc au moins une valeur propre. On en déduit que 1 est I'unique valeur propre réelle
de A.

(b) Dans C, le polynéme X* — 1 posséde trois racines complexes qui sont les racines
troisitme ? de I'unité 1, j et j2. Le spectre complexe de A est donc inclus dans {1, ,52}.
De plus, comme on I’a vu au-dessus, 1 est valeur propre de A. Aussi, la matrice A étant
réelle, ses valeurs propres sont deux & deux conjuguées et donc

7 € Spc(A) <= j* € Spc(A).

Ainsi, le spectre complexe de A est égal & {1} ou a {1, 7 jz}. Cependant, la matrice A
est diagonalisable dans M3(C) car annule X3 ~1 = (X — 1}{(X — 5}(X — j2) qui est un
polyndme complexe scindé A racines simples (Th. 12 p. 201). Par I’absurde, si 1 est la
seule valeur propre de A, la matrice A est semblable a la matrice I3 et donc égale a I3.
Le sujet exclut cette possibilité et I’on peut conclure

Spc(A) = {1,4,5°} -

Exercice 16 * o B o |
Soit M € Mn(R) vérifiant M? — *M = I,. Montrer que M est diagonalisable.

Solution

méthode ,
| On détermine un polynéme annulateur scindé & racines simples (Th. 12 p. 201).

On réorganise les membres afin de séparer M et ‘M
"M = M? —1,.
On éléve au carré chaque membre
(M)* = (M? - 1,)" = M* ~ 2M2 + 1,..

Or
(tM)2 — t(Mz) - t(tM_,_In) — M'f‘In

et donc
M+1, =M —-2M?+1,.

1. Le polyndme caractéristique de A est réel et de degré impair, il posséde au moins une racine réelle.
2. Rappelons j = e%7/3 et j = j2.
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On en déduit que le polynéme X? — 2X? — X est annulateur de M. Or

X' -2X? - X=X(X+1)(X —a}X -8) avec a= 1“+2ﬁ ot 3 = 1”2\/5_.

v

=X2-X-1

La matrice M annule un polynéme réel scindé a racines simples, elle est donc diago-
nalisable dans M,,(R).

Exercice 17 **

(a) Déterminer toutes les matrices de M,,(C) vérifiant
M*=1, et tr(M)=n.

(b) Déterminer toutes les matrices de M, (C) vérifiant

MM ~1,)2=0, et tr(M)=0.

T T Yo g TR T T TR T

Solution

{a) Soit M une matrice solution.

méthode

La trace de la matrice complexe M est la somme de ses valeurs propres comp-
tées avec multiplicité.

La matrice M annule le polynéme X™ — 1. Les valeurs propres de M figurent donc
parmi les racines de ce polyndéme : ce sont des racines n-iémes de 'unité. Or toutes les
racines n-iémes ont une partie réelle inférieure a 1 et seule la racine 1 est de partie réelle
égale a 1. Par I’absurde, si 'une des valeurs propres de M est différente de 1, la partie
réelle de tr(Af) est strictement inférieure & n ce qui contredit ’hypotheése tr(M) = n. On
en déduit que seul 1 est valeur propre de M et celle-ci est de multiplicité n.

Enfin, M est diagonalisable car annule le polynéme X™ — 1 qui est scindé sur C et a
racines simples. On peut alors conclure M = I, car 1 est son unique® valeur propre.

La réciproque est immédiate.

{(b) Soit M une matrice solution. Celle-ci annule le polynéme X (X — 1)3. Les valeurs
propres de M ne peuvent donc qu’étre 0 ou 1. Or la trace de M est nulle et celle-ci
est la somme des valeurs propres de M comptées avec multiplicité. On en déduit que
seule 0 est valeur propre de M et celle-ci est de multiplicité n. Cependant, on ne peut
pas conclure aussi rapidement que dans ’étude précédente car on ignore si la matrice M
est diagonalisable.

méthode
| Si ) n’est pas valeur propre de M, la matricce M — AL, est inversible.

1. Voir sujet 5 p. 134.
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Puisque 1 n’est pas valeur propre de M, la matrice M —1I,, est inversible. En multipliant
par son inverse, on peut simplifier la relation M(M — 1,)® = O,, pour obtenir M = O,,.
La réciproque est immédiate.

-

Exercice 18 **
Soit A, B € M,(R) vérifiant AB = BA et M la matrice de Ms,(R) donnée par

A B
M= (0 A)'
(a) Montrer que pour tout polynéme P de R[X]

 (P(4) P'(A)B
P(M)*( 0 P(A))'

(b) Enoncer une condition nécessaire et suffisante portant sur A et B pour que M
soit diagonalisable.

sact
Solution
(a) Montrons par récurrence ! 'égalité
AF EA*1B
k__
M" = (0 Ak
pour tout? k € N*.
Pour k = 1, Pégalité est vérifiée. Supposons celle-ci vraie au rang k 2> 1.
A B\ [A* EAFB A¥tt EA*B 4+ BAF
k+1 k_ _
M _MM—(O A)(O Ak )“(0 Akl '
Or A et B commutent et donc BA* = A*B puis
AR (Ak“ (k+ I)AkB)
o 0 Ak+1 ‘
La récurrence est établie.
Considérons ensuite P = ag + a1 X + -+ + axy X" un polynéme réel. On a
P(M) = aglpn + a; M + - + ay MY
y P k—1
apA kap,A* B y
_ & & (7 P
N N - 0 P(A ’
0 3" apAF (4)
k=0
1. On peut aussi appliquer la formule du binéme en écrivant M = 6‘ g ) + (8 g ) ou les deux matrices

introduites commutent et la seconde est nilpotente d’indice 2.
2. On considére séparément k = 0 afin de ne pas écrire A~! puisque I'on ignore si A est inversible.

-
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(b) méthode
| On analyse la diagonalisabilité de M & I’aide d’un polynoéme annulateur.

Supposons que M est diagonalisable. La matrice M annule un polyndme réel P scindé
a racines simples. Les calculs qui précédent montrent que A annule alors ce polyndéme et
donc A est nécessairement diagonalisable. Au surplus, on a P/(A4)B = O,.

méthode
On montre que la matrice B est nulle en vérifiant que la matrice P'(A) est
inversible.

En notant Ay, ..., A, les valeurs propres de A comptées avec multiplicité, les matrices A
et P/(A) sont respectivement semblables 3

v POY ()
D= . et P’(D)=
@ (0) P'(\n)
Or les valeurs propres de A sont racines de P et ce polyndme n’admet que des racines
simples. On en déduit que les coefficients P'(A1),..., P’(A,) sont tous non nuls et la

matrice P'(A) est inversible. L’identité P'(A)B = O,, donne'® alors B = O,,.
En résumé, si M est diagonalisable, A est diagonalisable et B est nulle.

Inversement, si A est diagonalisable et B nulle la matrice M est diagonalisable car un
polynéme annulateur de A scindé sur R A racines simples annule aussi? M.

[ Exercice 19 **
Soit A € My(R). A quelle condition la matrice M de Ma,(R) suivante est-elle

diagonalisable ?
0 A
M= (sz BA) t
Solution
méthode 0 1
On exploite une diagonalisation de la matrice (_ 9 3) afin de diagonaliser M
par blocs.

Apres études des éléments propres, on peut écrire

0 1y _ /{1 0\ - (1 1 1 _ (2 -1
(_2 3)—}3(0 2)P avec P—(l 2) et P —(_1 1).

1. Une variante élégante est la suivante. Les polynémes P et P’ sont premiers entre eux car sans
racines complexes en commun. On peut écrire une relation de Bézout 1 = UP + VP’. En évaluant
celle-ci en A et en multipliant par B, on conclut B = U(A)P(A)B + V(A)P'(A)B = Oy. En fait, P'(A)
est inversible d’inverse V(A). _

2. Aussi, si P est une matrice inversible diagonalisant A, la matrice Q = (‘g }03) diagonalise M.
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Réalisons une extension par blocs de la matrice P en considérant

ITL In
@= (I,,, 21,,,) '

Par le calcul d’un produit par blocs, on vérifie que @ est inversible d’inverse

1 {2, =1y
@7 = (—In I, /'
Toujours par produit par blocs, on obtient
A 0
i D | _
M =Q MQ—(O QA)'

Soit II un polynéme réel. On vérifie !

(M) = (H%A) H(gA)) .

Les polynémes annulateurs de M (qui sont aussi annulateurs de M’} annulent la ma-
trice A : si M est diagonalisable, M annule un polyndéme scindé sur R 3 racines simples
et la matrice A 'annule aussi, elle est diagonalisable 2.

Inversement, si A est diagonalisable, on peut introduire une matrice R € GL,(R)
telle que A = RDR™! avec D matrice diagonale de taille n. En considérant la matrice
inversible

_ (R O 3 ~1 R} 0
S-—(O R) d’inverse S —(0 R‘l)

(QS)" MQS = ("3 2?9)

et donc M est diagonalisable.
Finalement, la matrice M est diagonalisable si, et seulement si, la matrice A ['est.

on a

1. La démarche est semblable & celle déja détaillée dans le sujet 18 p. 215 : on vérifie par récurrence
I'identité lorsque le polyndéme est X™ avant de généraliser & tout polynéme par combinaison linéaire.

2. La matrice A est la matrice d’'un endomorphisme induit par un endomorphisme figuré par M,
celui-ci est donc diagonalisable lorsque M I'est.
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Solution
(a) Supposons f diagonalisable et introduisons e = (e1,...,e,) une base de E formée
de vecteurs propres de f. La matrice de f dans cette base est
M)
D = .
()
avec Aq, ..., A les valeurs propres de f respectivement associées aux vecteurs ey, ..., e,.
La matrice de f* dans la base e est alors
2
M ()
D? = .
0  x

et donc f? est diagonalisable!. De plus, les matrices D et D? ont le méme rang car les
éventuels zéros figurant sur la diagonale d’une matrice figurent aux mémes places sur la
diagonale de I'autre. Ainsi, rg(f) = rg{f?) et, puisque V'inclusion de Ker(f) dans Ker (2}
est connue, on peut conclure ? Ker(f) = Ker(f?).

(b) L’endomorphisme de C? canoniquement associé & la matrice suivante convient 3

A=<g (1))

Celui-ci n’est pas diagonalisable car 0 est sa seule valeur propre alors que ce n’est pas
Pendomorphisme nul. Cependant, son carré est ’endomorphisme nul qui est diagonali-
sable.

(c) Supposons f? diagonalisable.

méthode
| On forme un polynéme annulateur de f 3 partir du polynéme minimal de f2.

Soit P le polynéme minimal de f2. Celui-ci est scindé sur C et a racines simples car f2
est diagonalisable. De plus, 0 n’est pas racine de P car 0 n’est pas valeur propre de f2
puisque f, et donc aussi f?, est inversible. On peut alors écrire

P=]](x-x)
k=1

1. Pius généralement, une base diagonalisant un endomorphisme f diagonalise aussi les polyndomes
en f.

2. Cette étude reprend dans le cadre vectoriel celle du sujet 7 p. 136.

3. La matrice A est choisie triangulaire non diagonale avec des coefficients diagonaux identiques afin
qu’elle ne soit pas diagonalisable. Au surplus, cette matrice est choisie non inversible car les questions
de la suite du sujet soulignent que si f est inversible, la diagonalisabilité de f2 entraine celle de f.
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avec Aq, ..., Am des complexes deux & deux distincts et non nuls. L’égalité P(f?) = 0
donne

T

[1(f* = Mldg) =0

k=1

Q= H 2= )

est un polyndéme annulateur de f. Montrons que celui-ci est & racines simples.

Soit k& € {1;m]. Le complexe non nul A\x possédent ' deux racines carrées distinctes &x
et —0r permettant d’écrire la factorisation

— A = (X —0)(X +6) avec I #0.

et donc

On a alors -
H (X — 8)(X + 6x).

Le polynéme @ est & racines simples? car les &1, ...,5,, et les —8;,..., —6,, sont deux 2
deux distincts puisque, s'ils ne sont pas opposés, ils sont de carrés distincts.

Finalement, f est diagonalisable.

(d) Supposons f? diagonalisable et Ker(f) = Ker(f?). Introduisons de nouveau P
le polyndéme minimal de f2. Celui-ci est toujours & racines simples mais 0 peut en étre
racine. Si ce n’est pas le cas, on retrouve 'étude précédente ou f est inversible. Sinon,

on écrit .
H (X — )
avec Ay, ..., Am les valeurs propres non nulles de f2. I’égalité P(f?) = 0 donne alors
m ' m
Pol[(f2—Mlde) = fPoQ(f) =0 avec Q= TT(x? - xe).
k= k=1

Ainsi, on a Im{Q(f)) C Ker(f?). Or, par hypothese, les noyaux de f et f2 sont égaux
et donc Im{Q(f)) C Ker(f). Ceci donne la relation simplifiée f o Q(f) =

Enfin, comme au-dessus, on introduit un complexe d; de carré A; et 'on peut affirmer
que f est diagonalisable car annule le polynéme scindé sur C & racines simples suivant :

R=X ﬁ(x — 5 (X +6,).
k=1

1. SiVon écrit A = |\ e'?, les racines carrées complexes de ) sont § = \/[A[ei®/2 et —4.

2. L'argumentation suivante est aussi possible. Par dérivation d’un produit @’ est la somme des
2X T1k; (X? — ;) pour j allant de 1 & m. Une racine de Q annule I'un des facteurs X2 — X, et donc
tous les termes de la somme donnant @’ sauf un : les polyndmes @Q et @’ sont sans racines communes et
les racines de @ sont donc simples.
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5.4.4 Théoreme de Cayley-Hamilton

Exercice 21 * (Endomorphisme unipotent)

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe F de dimension n > 1. On
suppose que f posséde 1 pour seule valeur propre.

Justifier que Vendomorphisme f — Idg est nilpotent.

Solution

méthode
On calcule! le polynéme caractéristique de f que ’on sait annulateur (Th. 5
p. 199).

Puisque 1 est la seule valeur propre de I’endomorphisme f, ¢’est aussi la seule racine
de son polyndéme caractéristique dans C. Or celui-ci est unitaire de degré n et est scindé
sur C, il s’écrit xy = (X —1)™. Le théoréme de Cayley-Hamilton assure que ce polynéme
annule f et donc (f — Idg)™ = 0. L’endomorphisme f — Idg est nilpotent.

s =
Exercice 22 **

Soit A, B, M trois matrices de M,,(C) telles que AM = MB avec M # O,
(a) Montrer que pour tout P € C[X], on a P(A}M = M P(B).

(b) Montrer que A et B ont au moins une valeur propre en commun.

Solution

(a) méthode
On vérifie I'identité pour P = X* avec k¥ € N avant de généraliser & tout
polynéme.

Montrons par récurrence A*M = M B* pour tout k£ € N.
Lorsque k = 0, la relation A°M = M BP se relit simplement A = M. Supposons la
propriété vraie au rang &k > 0. Au rang suivant, on a

AFIM = A(A*M) = A(MB*) = (AM)B* = (MB)B* = MB**!,

La récurrence est établie.

Considérons ensuite P un polynéme de C[X]. En introduisant ses coefficients on peut
écrire

N
P=ag+a; X+ - +anXV =ZakX'°
k=0

et alors

N N
P(AYM =) axA*M =) " ayMB* = MP(B).
k=0 k=0

1. On peut aussi trigonaliser I'endomorphisme f et observer que f — Idg est alors figuré par une
matrice triangulaire supéricure stricte.

-
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(b) méthode
| On considére le polynéme P = xp qui est annulateur de B (Th. 9 p. 200).

Pour P = xpg, la relation P(A)M = M P(B) entraine P(A)M = O,,. La matrice P(A)

ne peut étre inversible car sinon M = (P(A))—IP(A)M = 0, ce que le sujet exclut.
On en déduit la nullité du déterminant de P{A). Or I'étude est menée dans le cadre des
nombres complexes et le polynéme caractéristique de B peut donc s’écrire

n

P =[x -x)

=1

avec \; les valeurs propres de B comptées avec multiplicité. L’égalité det(P(A)} = 0

donne alors
det (H(A - /\,-In)) = | [ det(4 — A1,) =0.
i=1 i=1

Par conséquent, il existe i € [1;n] tel que det(A — \;1,) = 0. Le scalaire A; est alors
valeur propre de A : les matrices A et B ont une valeur propre commune !.

7

Exeftice 23 *** -
Soit f un endomorphism

orlel complexe B de dimetision finien > 1

Montrer que f diag_dn_ isaple. . -

Solution
Soit Ay,..., Am les valeurs propres de f de multiplicités respectives aq,...,@mn. On
peut écrire

xr = [J(X =)
k=1

car f est un endomorphisme d’un espace complexe et son polynéme caractéristique est
donc scindé? sur C. Ce polynéme est annulateur de f et les facteurs (X — Ag)®* sont
deux a deux premiers entre eux. Le lemme de décomposition des noyaux donne alors

E = Ker(x;(f) = © Ker(f - Mldg)™. (+)

méthode
En dimension finie, un endomorphisme u tel que rg(u) = rg(u?) vérifie®
aussi Ker(u) = Ker(u?) et donc Ker{u) = Ker(u?) = Ker(u3) = ---.

1. Le résultat du sujet 53 p. 189 permet de proposer une alternative a la démarche suivie ici.
2. Le polynéme x5 est unitaire, scindé et ses racines sont les Ay, ..., Ay de multiplicités aa,...,am.
3. Voir sujet 9 p. 79 et sujet 12 p. 82.
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Soit k£ € [1;m] et u = f — AyIdg. L’hypothése d’étude donne rg(u) = rg(u®) ce qui
permet d’affirmer Ker(u) = Ker(u?) = Ker{(u®*). L'égalité () devient alors

E= @ Ker(f — \ldg)
k=1

qui signifie que 'espace E est la somme directe des espaces propres de f : I'endomor-
phisme f est diagonalisable.

5.4.5 Polynéme minimal

-

Exercice 24 *
Soit @ un réel et L I’endomorphisme de M, (R) (avec n > 2} défini par

L{M) = aM + tr(M)I1,,.

(a) Déterminer les éléments propres de L.

(b) En déduire le polyn6me minimal de L.

.

Solution

(a) Si la matrice M est de trace nulle, on a L(M) = aM et inversement. Le réel a est
donc valeur propre de L et le sous-espace propre associé est ’hyperplan! des matrices
de trace nulle.

Aussi, L(I,) = (a + n)l, et donc a + n est valeur propre de L associée au vecteur
propre L,. Puisque la somme des dimensions des espaces propres est inférieure & la di-
mension de 1’espace, il ne peut y avoir d’autres valeurs propres et 1'espace propre associé
a la valeur propre a + n est la droite vectorielle engendrée par I,,.

(b) méthode
Lorsqu’un endomorphisme est diagonalisable, son polynéme minimal est le
produit des X — X avec A parcourant ses valeurs propres.

L’endomorphisme L est diagonalisable car la somme des dimensions de ses sous-espaces
propres est égale & la dimension de M,,(R). Le polyndéme minimal de L est donc

I = (X —a)(X — (a+n)).

Exercice 25 **
Montrer que le polyndéme minimal et le polyndme caractéristique d’une matrice réelle
ont les mémes facteurs irréductibles.

B e T T T — T D P - ——yrery?

1. L’ensemble des matrices de trace nuile est un hyperplan car il s’agit du noyau de la trace qui est
une forme linéaire non nulle.
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Solution

Soit A € M,(R). Puisque le polyndéme II4 divise le polyndéme caractéristique x4,
les facteurs irréductibles de Il 4 se retrouvent dans x 4. Inversement, considérons P un
facteur irréductible de x 4.

méthode
Les polynoémes irréductibles réels sont les polyndmes de degré 1 et ceux de
degré 2 sans racines réelles.

Quitte a considérer un polyndéme associé, on peut supposer le polynéme P unitaire.

Si le polynéme P est de degré 1, il s’écrit X — A auquel cas A est une racine de x4
donc une valeur propre de A. Celle-ci est alors racine du polynéme minimal car celui-ci
est annulateur de A. Ainsi, P = X — X est un facteur irréductible de I14.

Si le polynoéme P est de degré 2 sans racines réelles, il s’écrit (X — A} X — X) avec A
un nombre complexe non réel. Le nombre A est alors une valeur propre complexe de A
et c’est donc une racine complexe du polynéme annulateur Il 4. Dans la décomposition
en facteurs irréductibles réels de 14, il existe un facteur irréductible @ € R[X] dont A
est une racine complexe non réelle. Celui est nécessairement de degré 2 et X en est aussi
racine. Ce facteur @ est donc associé a P et 'on peut affirmer que P divise I14.

'4

Exercice 26 **
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie n >1.

Montrer que la multiplicité de A € K en tant que racine du polynome mlmmal H
est le plus petit entier naturel p vérifiant

Ker(u - }\Idg)p = Ker(u — )‘IdE).’P'Hn. o '? CR ,

Solution
Notons « la multiplicité de A en tant que racine du polynéme minimal II,,. On peut
écrire I1,, = (X — A\)*Q avec @ un polynéme de K[X] vérifiant Q(A) # 0.
Montrons par double inclusion 1'égalité Ker(u — Aldg)® = Ker(u — AIdg)**!, c’est-a-
dire Ker(v*) = Ker(v**!) en introduisant I'endomorphisme v = u — Aldg.
L’inclusion Ker (vo‘) C Ker(v"‘“) est bien connue. Etudions l’inclusion réciproque.
méthode

On introduit ! une relation de Bézout exprimant que les polynémes X — X et Q
sont premiers entre eux.

Les polynomes X — A et () sont premiers entre eux car X n'est pas racine de Q. On
peut donc introduire deux polyndémes V et W de K[X] vérifiant

=V(X -2 +WQ.
On multiplie cette relation par (X — A)* pour écrire
(X = N)* = V(X - ))* + WII,.

1. Il est aussi possible d’écrire @ = Q(X) + a1(X — A} + a2(X — A)? + --- et montrer l'inclusion en
adaptant 1'étude du sujet 11 p. 208.
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En évaluant cette identité en 'endomorphisme u, il vient

v = (u~ Adg)* = V(u) o (u — Mdg)*+! + W(n) o, (u) = V(u) o v®+L.

0

Par conséquent ', Ker(v**1) C Ker(v?).

En résumé, le plus petit entier p qui vérifie Ker(u — Aldg)? = Ker(u — Aldg)?*! est
inférieur a a car o vérifie ce type d’identité. Inversement, considérons le plus petit entier p
tel que Ker(u—Aldg)? = Ker(u—Aldg)?*!, autrement dit, tel que Ker(v?) = Ker(vP+').

méthode
Lorsque Ker(vp“) . Ker(vp), on a aussi? Ker ('vp"'k) = Ker (vp) pour tout
keN.

En particulier, Ker(v?) = Ker(v®). Montrons alors que (X —))?Q est annulateur de u.
L’égalité
I, (u) = (u— Aldg)* o Q(u) = 0g

donne Im (Q(u)) C Ker(u — Aldz)* et donc Im(Q{u)) C Ker{u — Aldg)?. On en déduit
(u— Aldg)? o Qu) = Op.

Le polyndme (X — A)PQ est donc annulateur de u et le polynéme minimal IT,, le divise.
On conclut p 2 o puis p = a.

Exercice 27 **

Soit « un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension finie n 2> 1.
On note Ap,..., A, les valeurs propres sans répétitions de u et «q,...,a, leurs
multiplicités respectives. Montrer que, pour tout & € [1;m],

dim Ker(u - /\kldg)a* = k.

Solution
Avec les notations introduites, le polynéme caractéristique de u s’écrit

m

Xu = [J(X = Ae)>.

k=1

Par le théoreme de Cayley-Hamilton, le polyndme caractéristique de u est annulateur
de u. Les facteurs (X — Ag)** étant deux & deux premiers entre eux, on peut appliquer
le lemme des noyaux et écrire 3

E = Ker(x.(u)) = k%} Ker{u — ApIdg )™ .

1. Avec des notations entendues, si f = go h, on a Ker(h) C Ker(f).
2. Voir sujet 12 p. 82.
3. Les espaces Ker(u — A Idg)®* se nomment les sous-espaces caractéristiques de u.
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méthode
Le polyndéme caractéristique de u peut étre calculé par la matrice diagonale
par blocs que 'on obtient lorsque 'on figure u dans une base adaptée a la
décomposition en somme directe précédente.

Chaque espace Ker(u — Axldg)®* est stable par u car u et (u — AgIdg)®* commutent.
Dans une base adaptée 3 la décomposition en somme directe précédente, la matrice de u
est diagonale par blocs et ses blocs diagonaux figurent les endomorphismes uy induits
par u sur les espaces Ker(u — A ldg)“*. Autrement dit, la matrice de u dans cette base
adaptée est de la forme

()

©0) 4

avec Ay, matrice représentant u,. On peut alors calculer le polynéme caractéristique de u
a Paide des polyndmes caractéristiques des endomorphismes induits u

m m
Xu:XM:HXAk:HXUk'
k=1 k=1

Fixons ensuite un indice &k € [1;m]. Le polynéme (X — Ag)** annule 'endomorphisme
induit u; et donc Ax est sa seule valeur propre. Le polynéme caractéristique de 'en-
domorphisme u; est scindé sur C et s’écrit donc (X — Ax)?* avec Bi la dimension de
Pespace Ker(u — Agldg)@*.

Finalement,

M =

m

Xu = H(X - Ak)ﬁk

k=1
Par unicité de la décomposition d’un polyndéme complexe en facteurs irréductibles, on
conclut, pour tout k € [1;m],

dim Ker(u — A Idg)** = B = 0.

Moutze l’emgenee d’un vecteur z @ E tecI que Pz (X )\)
(d) Conclure qu'il existe un vecteur z de E tel que P, = Ti,.
R A AU IR A —"
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Solution

(a) Commencgons par établir 'unicité du polynéme P,. Supposons P et (J; deux
polyndmes solutions. Puisque P, se divise lui-méme, on a P.(u)(z) = 0g et donc @,
divise P,. Un raisonnement symétrique donne que P, divise (), et donc P, = @, car ces
+ deux polyndmes sont unitaires. Montrons maintenant 'existence du polynéme F,.

méthode
On vérifie que 1’ensemble des polyndmes P tels que P(u){z) = Og est un idéal
de C[X] non réduit au polynéme nul.

Posons
I = {P e C[X]| P(u)(z) = 0g}.

La partie I, est non vide et non réduite a I’élément nul car le polynéme minimal II,
lui appartient. Si P et  sont deux éléments de I, le polyndme P + @ appartient & I,
car

(P + Q)(u)(z) = P(u)(z) + Qu)(z) = 0z

De plus, si R est un polynoéme quelconque de C[X], le polynéme PR appartient aussi
a Iy car

(PR)(w) = (R(u) o P(w)() = R(w)(P(u)(x)) = R(u)(05) = 0.

Ainsi, I, est un idéal de C{X] et il existe un polynéme P, € C[X] tel que I, = P,C[X]
(Th. 7 p. 39). Ce polyndme P, n’est pas nul car I, n’est pas réduit au polynéme nul et,
quitte a le multiplier par une constante bien choisie, on peut supposer P, unitaire.

{b) Montrons par double divisibilité que Py, est le produit P P,.
D’une part, par linéarité

(P Py)(u)(z + ) = (PePy)(u)(z) + (P Fy)(u)(y)
= (Py(u) o Po(w))(z) + (Px(u) o Py(u))(y)
= P,(w)(P2(u)(®)) + Pu(u) (B, (@)(®)) = O
—— e

=0g =0g

et donc Ppy, divise P, P,.

D’autre part, en écrivant x = x +y — y, on a P, diviseur de P, P, avec P_, = P,.
Or P, est premier avec P, et le lemme de Gauss assure que P, divise P;4,. Un raison-
nement symétrique donne que P, divise aussi Pr,. Enfin, les polynomes P, et P, sont
premiers entre eux et I'on peut affirmer que leur produit P, P, divise encore P,,,,.

On peut alors conclure Py, = P;P, car ces deux polyndmes sont unitaires et se
divisent mutuellement.

(c) Par définition de «, le polynome minimal II, s’écrit (X — A)*Q avec Q(A) # 0.
Un vecteur tel que voulu est & chercher dans Ker(u — Aldg)®. Soit 2 un vecteur
de Ker(u — Aldg)“. Le polynéme P = (X — A)* vérifie P(u)(z) = Op et donc P, le
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divise. Ainsi, le polynéme P, s’écrit (X — X)?= avec 8, < a (I’entier 3, dépendant du
choix de ).

méthode

Par I'absurde, s’il n’existe pas de vecteurs z tels que 3, = «, on contredit la
minimalité ! du polyndme II,,.

Supposons que pour tout vecteur z de Ker(u — Mldg)® la valeur de 3, est strictement
inférieure a . On a donc B; € @ — 1 et par conséquent (u — AIdg)*~1(z) = 0g. On
dispose alors de 'inclusion 2

Ker(u — AIdg)® C Ker(u — Aldg)® L.

Or I, (u) = 0 donne Im(Q(u)) C Ker(u—Aldg)* et donc Im(Q(u)) C Ker(u—Aldg)*~!.
Ainsi, (X — A)*~1Q est annulateur de u. C’est absurde car le polynéme minimal I, ne
le divise pas!

Finalement, il existe un vecteur = dans E tel que P, = (X — A)*.

(d) Le polyndéme minimal de u s’écrit dans C[X]
= H (_X - Ak)ak '
k=1

avec Aj, ..., Am les racines sans répétitions de I, (ce sont aussi les valeurs propres de u)
et aq,...,aqn, leur multiplicités respectives. L’étude qui précede assure l’existence pour
tout k € [1;m] d’un vecteur zx pour lequel P, = (X —Ag)**. Ces polyndmes étant deux
a deux premiers entre eux, P’application répétée du résultat de la question (b) assure que
le vecteur £ = xy + - - - + Z,, convient.

5.4.6 Applications

; : . ]
Exercice-29 * e

Soit A ]Ja matrice donnée par

On. etudle l-;edilatlon JM(2 M A & mconnue M € MQ(R)

(b)“' ust"' er que les solmlons de cétte equa.tmn sont diagonalisables et déterminer
les valeur: pf@prés p0551bles de celles-(n

(c) Determmer les matnces M solutlons par Pintroduction d’un polynéme annula-
teur.

¥ A . N . - - - e T

1. Cette étude entre en résonance avec celle du sujet 26 p. 223.
2. On a méme 'égalité car Uinclusion en sens inverse est toujours vraie.
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Solution

(a) Le polyndéme minimal [14 divise le polynéme caractéristique y4 = X (X — 2), il
posséde les mémes racines et est unitaire : [Ty = X% — 2X.

(b) Soit M € M2(R) une matrice solution. L’égalité A% — 24 = A(A - 2I3) = O,
donne {M? — M)(M? — M — 2I;) = O et donc

P=(X’-X)(X*-X-2)=X(X - 1)}(X +1)(X -2

est annulateur de M. Celui-ci est scindé sur R et a racines simples et la matrice M est
donc diagonalisable. De plus, les valeurs propres possibles de M sont les racines de P, a
savoir les nombres 0,1, —1 et 2.

(c) Soit M € M3y(R) une matrice solution. Celle-ci est diagonalisable et ses deux
valeurs propres ne peuvent étre égales. En effet, si la matrice diagonalisable M ne posséde
qu'une seule valeur propre A, celle-ci est semblable & Al,;, donc égale & Alp, or cette
derniére n’est pas solution de 1’équation.

méthode

Si A et i sont les deux valeurs propres de M alors (M — Ao} (M — uls) = O2
car M est diagonalisable.

Cas : Sp(M) = {0,2}. On a conjointement M2 —2M = Oy et ’équation M? — M = A.
On en déduit M = A en faisant la différence de ces deux relations.

Cas : Sp(M) = {0,—1}. Ona M2+ M =05 et M2 — M = Adonc M = —3A.

Cas : Sp(M) = {0,1}. Ona M2 — M = Oy et M2 — M = A ce qui est incompatlblel.

Les cas Sp(M) = {1,—1}, Sp(M)} = {1,2} et Sp{M) = {—1,2} sont analogues et
conduisent respectivement & M =1, — A, M = ;A + I et une incompatibilité.

Inversement, les matrices proposées sont solutions. On peut le vérifier par le calcul ou
en reprenant le raisonnement en sens inverse : on détermine pour chaque cas les valeurs
propres de M en fonction de celles de A ce qui propose un polynéme annulateur de M a
partir duquel on retrouve 'équation M? — M = A.

( N

Exercice 30 **
Soit (uy,) une suite réelle vérifiant, pour tout; ne N | |

Un+3 + Uit + SUps1 + 2u, = 0

Pour tout n € N, on pose X, € M3, I(R) la colonne de coefficients tn, tn41, un+2
(a) Déterminer une matnce Ac Ms(R) telle que Xt = AXp.

(b) Exprimer u,, en fonctlon de ug, Uy, up et n € N.

1. Si Sp(M) = {0, 1}, les valeurs propres de M2 — M sont toutes deux égales 3 0 : on ne retrouve pas
les deux valeurs propres de A. Ceci explique pourquoi cette situation conduit & une incompatibilité.

-~
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Solution

(a) Pour tout neN

Up+1 0 1 0 Un 0 1 0
Xng1=lUns2| =1 0 0 1 Unt1 | = AX, avec A={ 0 0 1
Un+3 -2 -5 -4 Un+2 -2 -5 —4

(b) Par récurrence, il vient X, = A™ Xy pour tout n € N. Ceci invite au calcul de A™.

méthode
” On calcule A™ & partir d’un polynéme annulateur et d’une division euclidienne.

Aprés quelques calculs !, on obtient x4 = (X + 1)?(X + 2) et ’on sait par le théoréme
de Cayley-Hamilton que ce polynéme est annulateur? de A. Soit n € N. La division
euclidienne de X™ par x4 s'écrit

X" =xaQ+R avec R=aX?+bX +cetabceR.

Pour rendre les calculs qui suivent plus simples, on exprime plutot le reste R dans la base
de Taylor formée des polyndmes 1, (X + 1) et (X +1)?

R=o(X+12+8(X+1)+~ avec «,B,7€R.
On détermine ensuite «, 8 et v en évaluant I'identité
X" =xaQ+a(X +1)" + B(X +1) +7 (%)

en —2, en —1 et en dérivant (%) avant d’évaluer a nouveau en —1. On forme ainsi le
systéme
a-B+y= (=2)*
v= (=D
B =n(-1)""L

On en déduit
R=(-1)"(2" —n— 1)(X +1)* + (~1)" 'n(X + 1) + (-1)".
Enfin, en évaluant (%), en la matrice A
A = (-1)*(2" - n— 1) (A+ )% + (-1)* In(A + I3} + (-1)"s.

It suffit alors de calculer la premiére ligne de A + I3 et de (A + I3)? pour pouvoir expri-
mer u, en fonction de ug, u; et ug :

up = (—1)*({2" — 2n)up + (2" - 3n — 2)uy + (2" — n — 1)ug).

1. On pourra initier le calcul du polyndme caractéristique par la transformation C) + C) — C2 + (3.
2. Il s’agit méme de son polyndme minimal car la matrice A n’est pas diagonalisable {voir sujet 35
p. 169).
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Exercice 31 **

Soit u et v deux endomorphismes diagonalisables d’un espace vectoriel £ de dimen-
sion finie non nulle. Montrer que u et v commutent si, et seulement si, u et v sont
simultanément ! diagonalisables.

¥ TR T % ST T A T T A T YR T T T T AR T T RN T TR

Solution

( <= ) Supposons qu'il existe une base e de ’espace F dans laquelle les endomor-
phismes u et v sont figurés par des matrices diagonales D, et D,. Les matrices diagonales
commutent entre elles et donc D, D, = D, D, puis uov = vou : les endomorphismes u
et v commutent.

( = ) Supposons que les endomorphismes u et v commutent.

méthode

Lorsque deux endomorphismes commutent, les sous-espaces propres de l'un
sont stables? pour 'autre.

Notons A1, ..., Ay les valeurs propres deux & deux distinctes de ’endomorphisme u.
Celui-ci étant diagonalisable, on sait

E=Ey(ua- & B, (u).

Pour tout k& € [1;m], I'espace propre E,,(u) est stable par v. L’endomorphisme v étant
diagonalisable, I'endomorphisme qu'il induit sur Pespace E), (u) est aussi diagonalisable
(Th. 14 p. 202). On peut donc former unc base e* = (e¥,... ek ) de 'espace Ej, (u)
(avec oy la dimension de E), (u)) constituée de vecteurs propres de v. Celle-ci est aussi
constituée de vecteurs propres de u puisque les vecteurs non nuls de E, (u) sont vecteurs
propres associés & la valeur propre Ax. Enfin, en considérant la famille obtenue en accolant
les différentes bases e!,...,e™, on constitue une base de F car F est la somme directe
des espaces E), (u). Cette base est formée de vecteurs propres communs & u et v, c’est

une base de diagonalisation commune 3.

-

Exercice 32 *¥

Soit % un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel complexe E de di-
mension finie » > 1. On étudie 1’équation v? = u d'inconnue v € L(E).

(a) Montrer qu’il existe au moins un endomorphisme v de E solution.

\

(b) Justifier que ’on peut déterminer une solution vy qui soit un polynéme en .

TS T R R Y

1. Ceci signifie ’existence d’une base de diagonalisation commune aux endomorphismes u et v.

2. Voir sujet 13 p. 146.

3. Une conséquence de ce résultat est que les endomorphismes combinaisons linéaires de « et v sont
diagonalisables.
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Solution
(a) Soit e = {ey, ..., e,) une base de vecteurs propres de u. La matrice de u dans cette
base est de la forme
A (0)
D= .
0) A,
avec A1,...,An les valeurs propres de u comptées avec multiplicité.

méthode

On détermine une solution en introduisant des racines carrées des nombres
complexes Aj,..., Ap,.

Soit j € [1;n]. Le complexe )\; peut s’écrire A; = |A;| €% avec un argument 8; € R.
Posons alors p; = /[ A, lei®3/2 de sorte que [.L? = A;. Enfin, considérons 'endomorphisme v
figuré dans la base e par la matrice suivante

231 (0)
A= .

©

2

Par construction, A vérifie A2 = D et I'on a donc v? = u. L’endomorphisme v est solution

de Péquation étudiée.

(b) méthode

On définit un polynéme interpolateur qui envoie les valeurs propres de u sur
des racines carrées complexes de celles-ci.

Introduisons de nouveau Ay, .. ., A, les valeurs propres de u, mais cette fois-ci sans répé-
titions, quitte a introduire leurs multiplicités oy, ..., a,,. Comme au-dessus, en considé-
rant les modules et arguments des A, on peut définir des u; complexes vérifiant p2 = Ag.
Par interpolation! de Lagrange, on peut introduire un polynéme P tel que P{A¢) = ux
pour tout k € [1;m]. Considérons enfin I’endomorphisme vy = P(u). Dans une base
adaptée 4 la supplémentarité de ses sous-espaces propres, ’endomorphisme u est figuré
par la matrice D suivante

A1lg, (O)
D= |
(0) Amla,.
1. Pour réaliser cette interpolation, il importe que les points Aq,...,Am ou Pon impose les valeurs

du polynéme soient deux a deux distincts : ¢’est pour cette raison que l’on ne considére plus les valeurs
propres comptées avec multiplicité de peur que, pour deux valeurs propres identiques, on impose des
racines carrées complexes différentes a cause du choix arbitraire de l'argument.
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L’endomorphisme vy est alors représenté dans cette base par la matrice

P(A)]a, (0) pila, (0)
A=P(D)= =
(0) PO, (0) fimle.,
Comme au-dessus, on a par construction A? = D et donc v§ = wu. Ainsi, vy est une

solution de I'équation qui a la particularité d’étre un polynéme en u.
p poly

Exercice 33 ***

Soit « un endomorphisme d’un espace vectoriel réel £ de dimension finie non nulle.
Montrer qu’il existe une droite vectorielle ou un plan vectoriel stable par .

=3 N

Solution

méthode .
On détermine un polynome irréductible réel P tel que Ker(P(u)) n’est pas
réduit au vecteur nul.

Le polynome caractéristique de u peut s’écrire x, = PP ... Py, avec P, P, ..., Py
une liste pouvant comporter des répétitions de polynémes irréductibles unitaires de R[X].
Puisque x,{u) = Pi(u)o-- -0 Py, (u) = 0, les endomorphismes P (u) ne peuvent étre tous
injectifs. Il existe donc au moins un indice k € [1;m] tel que Ker(Py(u)) n’est pas réduit
au vecteur nul. Introduisons alors z un vecteur non nul de ce noyau et discutons selon le
degré du polynome irréductible Fx.

Si le polynéme Py est de degré 1, il s’écrit P, = X — A Dans ce cas, x est vecteur
propre de u associé a la valeur propre A et la droite D = Vect(x) est stable par u.

Si le polynéme Pj est de degré 2, il s’écrit P, = X2 + uX + v avec u? — 4v < 0. Le
vecteur z vérifie alors u?(x) + pu(z) + vz = Op et donc u?(z) appartient au sous-espace
vectoriel P = Vect (acu(:z:)) Ce dernier est alors stable par u car I'image par « d’une
combinaison linéaire de z et u(z) est une combinaison linéaire de u(z) et ©?(z), c’est donc
un élément de P. Enfin, la dimension de P est inférieure! & 2 et cela suffit & affirmer
Pexistence d’une droite ou d’un plan stable par w.

5.5 Exercices d’approfondissement

Exercice 34 *

Soit A une matrice carrée de taille 2 a coefficients entiers. On suppose que A™ = I,
pour une certaine valeur de n € N*. Montrer que A'? = 1,.

1. En fait, P est un plan car x n’est pas vecteur propre de u puisque P est un polyndéme sans racines
réelles annulateur de I’endomorphisme induit par u sur Ker(P(u)).
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Solution

méthode

Les valeurs propres de A sont des racines de ['unité dont la somme est un
entier.

La matrice A est diagonalisable dans M3(C) car annule le polynéme X™ — 1 qui est
scindé sur C & racines simples. De plus, les valeurs propres de A sont racines de ce
polyndme, ce sont des racines de P'unité.

Si les deux valeurs propres de A sont réelles, ce ne peuvent étre que 1 et —1. Les
spectres de A possibles sont alors

{1}, {-1} et {1,-1}. (*)

Si A posséde une valeur propre A complexe non réelle, X est aussi valeur propre de A
car la matrice A est & coefficients réels. La trace de A vaut alors A + A = 2Re A et clest
un entier car A est a coefficients entiers. Puisque A est une racine de 1'unité non réelle,
on a {Re()\)| < 1 et donc tr(A) € [~1;1]. Aussi, le déterminant de A vaut A = |/\|2 =1
et, selon la valeur de la trace de A, les polyndmes caractéristiques! de A possibles sont

X2—X+1, X2+1, et X2+ X +1.
Les spectres de A respectifs sont alors
{-3-7}, {iL-i}, et {5,5%}. (%)

Dans tous les cas listés dans (x) et (x*), les valeurs propres A vérifient? A2 = 1. Il
suffit alors de diagonaliser la matrice A dans M3(C) pour vérifier A'* = I,.

Exercice 35 %
Soit. E un espa.ce vectorxel compl

(a) Montrer qu’ll exxste un pol-'__:___ 3 = Po{z) + O(z™)
quand le reel z tend vers 0 B

(b) Etabhr que X " lelSG alers;_l :

(c) Soit f un endomorphlsme de E mlp,qtém Mcmtrer qu'il existe un endomor-
phisme g de E vérifiant ¢°> = Idg + f.

(d) Soit. maintenant. f un endomorphlsme de E ne possédant qu’une seule valeur
propre A non nulle ®. g Montrer qu’il mste un, endomorphmme g de E vérifiant g° = f.

1. Le polynéme caractéristique d’une matrice carrée A de taille 2 est X2 — tr(A4)X + det{A).
2. La valeur 12 correspond au PPCM des ordres dans (U, x) des valeurs propres possibles.
3. Lorsque A = 0, ’équation étudiée peut ne pas avoir de solutions, voir sujet 49 p. 185.
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Solution

(a) méthode
| On écrit un développement limité de /T + = quand « tend vers 0.

La fonction x — /1 + z est de classe C* sur l'intervalie |—1; +00] contenant 0. Elle
admet donc un développement limité & tout ordre en 0. En particulier, un développement
limité & Pordre n donne lécriture !

V1 +xr: agt+az+ - Fap_127 +aa" + 0(;1:”).

—0 - -’ -
=P“(J;) :O(In}

Ceci détermine un polyndme réel P, de degré inférieur & n — 1 convenable.

(b) Par élévation au carrée

Pi(z) = (VI+2+0(z")’ =1+2+2/T+z x 0(z") + 0(=")’"
=0(z")
et donc
P3z) -z~ lx:OO(x"’).
méthode

| On introduit o la multiplicité de 0 en tant que racine de P? — X — 1.

On peut écrire P2 - X — 1 = X*Q avec Q(0) # 0 et donc

z%Q(z) o O(z™) puis z°7"Q(z) = O(1).
30

Nécessairement o — n 2> 0 car sinon la fonction en premier membre n’est pas bornée au
voisinage de (. On peut alors affirmer que 0 est racine de multiplicité au moins n du
polynéme P2 — X — 1 et donc que X™ divise celui-ci.

(¢) Puisque f est un endomorphisme nilpotent d'un espace de dimension n, on sait
que f* = 0. Le polynéme X™ annule alors f et donc annule aussi P? — X — 1 qui est un
multiple de X™. L’endomorphisme g = P, {f) vérifie alors

92=P3(f):f+ld5-

(d) Puisque E est un espace vectoriel complexe, on peut affirmer que le polynéme
caractéristique de f est scindé. Or A est sa seule racine et donc xy = (X — A)™. En vertu
du théoreme de Cayley-Hamilton, on a alors

(f — Aldg)™ = 0.

1. Pour la suite de I’étude, il n’est pas nécessaire d’exprimer exactement les coefficients ag.




5.5 Exercices d’approfondissement 235

Introduisons ensuite un complexe ! p € C* vérifiant ;? = A et 'endomorphisme
1 1
g=uPy(h) avec h= E(f — Aldg) = ;L_?f — 1dg.

Puisque 'endomorphisme h est nilpotent, les calculs de la question précédente permettent
de conclure

9> = p?P2(h) = p*(h+1dg) = f.

”

Exercice 36 **

Soit G un sous-groupe de {GLn(R), x} tel que M? =1,, pour tout M € G.
(a) Montrer que le.groupe G est commutatif.
(b) Etablir" que les éléments de G sont simultanément ? diagonalisables.
(c) En déduire Card(G) < 2".

(d) Applic'é,tidn : .M_bntrer que (GL.(R), x) et {(GL,,(R), x) sont isomorphes si, et
seulement si, n =m. -

Solution

(a) Pour tout élément A de G, ona A~! = A4 car A2 =1, Pour tous A et B dans G,
on a AB € (G donc

AB = (AB)' =B !A™' = BA.

Le groupe G est commutatif.

(b) Les éléments de G annulent le polynéme X? — 1 = (X — 1)(X + 1) qui est scindé
a racines simples. Les matrices appartenant a G sont donc diagonalisables et seules 1
et —1 peuvent en étre valeurs propres.
Montrons par récurrence forte sur la taille n > 1 des matrices I'existence d’une méme
matrice P inversible de taille n les diagonalisant toutes.

Pour n = 1, il n’y a rien a démontrer.

Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 > 1. Soit G un sous-groupe de GL,(R)
dont tous les éléments M vérifient M? = I,. S’il n'existe pas d’autres éléments dans G
que I,, et —I,, la propriété est acquise. Sinon, il existe un élément A € G différent de I,
et de —1,,. Pour cette matrice 1 et —1 sont valeurs propres.

méthode

On traduit matriciellement que les sous-espaces propres associés aux valeurs
propres 1 et —1 de A sont stables par tous les éléments de G.

1. En écrivant A = || e, le nombre u = /|A\[e*%/2 convient.
2. Autrement dit, il existe une matrice P € GLn(R) telle que P~'MP est diagonale pour toute
matrice M de G.
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Puisque A% = I,,, la matrice A est semblable & une matrice diagonale ol figurent sur
la diagonale ses valeurs propres 1 et —1. Il existe donc une matrice inversible P vérifiant

L. 0

-1 .
P AP_(O 1

) avec r € [1;n—1].

Soit M un élément de G. On peut écrire par blocs

—1 _ My M,
P MP_(M3 ¥

avec M; et M, des matrices carrées de tailles respectives r et n — 7.

Puisque A et M commutent, les matrices P7AP et P~'MP commutent ce qui en-
traine la nullité des blocs M, et Mj. De plus, sachant M? = I, on a aussi M? = I,
et M2 =1,_,. Les ensembles G’ et G" constitués respectivement des matrices M, et M,
obtenues lorsque M parcourt G sont alors des sous-groupes® de respectivement GL,(R)
et GL,_-(R), dont les éléments sont de carrés égaux a la matrice identité. Par hypotheése
de récurrence, il existe Q' matrice inversible de taille r telle que Q' M’Q’ est diagonale
pour toute matrice M’ dans G’. 1l existe aussi Q" matrice inversible de taille n — r telle
que 'on dispose d’une propriété analogue pour les matrices M” de G”. Posons alors

/ ] oy
Q= (QO c?”) inversible et d’inverse Q7! = (QO Q/(/)_l) ‘

Pour tout M € G, un calcul par blocs assure que (PQ) 'M{PQ) est diagonale : les
matrices de G sont toutes diagonalisables par la matrice de passage PQ.

La récurrence est établie.

(¢) Par une méme matrice de passage, les matrices appartenant & G sont semblables
a des matrices diagonales dont les coefficients diagonaux ne peuvent étre que 1 et —1. Il
n’existe que 2™ matrices de ce type dans M, (R), on en déduit Card(G) < 2™.

(d) Supposons qu’il existe un isomorphisme de {GL,(R), x) vers (GLm(]R), x }. Consi-
dérons I’ensemble G formé des matrices diagonales M de M, (R) vérifiant M? = I,.
L’ensemble G est un sous-groupe de GL,({R) de cardinal exactement 2™. Par l'isomor-
phisme ¢, 'ensemble G’ = ¢(G) est un sous-groupe de GL,,(R) dont tous les éléments
sont de carrés égaux a l'identité car, pour tout M € G,

e(M)? = p(M?) = p(1,,) = L,

Par I'étude qui précede, on peut affirmer 2™ = Card(G’) < 2™. On en déduit n < m.
Un raisonnement symétrique donne l'inégalité complémentaire et donc n = m.
Réciproquement, si n = m, les deux groupes sont évidemment isomorphes.

1. Un calcul par blocs assure que Uapplication M — M est un morphisme du groupe (G, x) vers le
groupe (GLr(K), x) et G’ est 'image de ce morphisme donc un sous-groupe. 1l en est de méme pour G”’.
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Exercice 37 ***
Seit u un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension n 2 1.
On note Ai,..., Am lés valeurs propres sans répétitions de u et ay,...,om, leurs
multiplicités respectlves On suppose que les sous-espaces prapres de u sont tous de
dimension 1.

(a) Soit k< [1; m]. Montrer que, pour tout p € {1;ax], le noyau de (u — Atldg)?
est de- dlmensmn p.

N (b) 01t' F. un. sous-espace vectoriel de E stable par u. Montrer qu’il existe un
._.umta;re Q de !C{X ] tel que F = Ker(Q(u)).

(c) C‘omblen l’endomorphlsme u possede-t- il de sous-espaces vectoriels stables 7

Solution

(a) méthode
Si u et v sont deux endomorphismes de E, on sait

dim Ker(z o v) £ dim Ker(u) + dim Ker(v).

Par la propriété ci-dessus, on montre pour tout p € N

dim Ker(u — A\eIdg)?*! < dim Ker{u — AgIdg)? + dim Ker(u — Acldg). (x)

=1

Une récurrence facile donne alors
dim Ker{u — A(Idg)? < p.

Le polyndme caractéristique de u est scindé sur C et s’écrit

= ﬁ(X = Ak)*
k=1

Par le théoréme de Cayley-Hamilton, ce polyndme est annulateur de u. Les facteurs
(X — Ap)®* étant deux & deux premiers entre eux, on peut appliquer le lemme des noyaux
et écrire o

E = @ Ker(u— AJIdg)**

k=1
On a donc
m
dim E = ) dim Ker(u — Acldg)®*
k=1 S:k
mais aussi

dim E = deg(xu) = Y  ox.

1M

1. Voir sujet 15 p. 85.
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On en déduit! que, pour tout k € [1;m],
dim Ker(u — At ldg)®* = .
De plus, la comparaison (*)} entraine alors
dimKer(u — At ldg)” =p pour tout p € J1;ax].
(b) Soit ' un sous-espace vectoriel stable par u. On peut introduirec u’ ’endomor-
phisme induit par u sur F. Le polyndme caractéristique Q de »’ divise x,, et peut donc
s’écrire

m
Q= H (X = X)P* avec By e [0; ax] pour tout k € [1;m].
k=1

De plus, le théoréme de Cayley-Hamilton assure que le polynéme ¢ annule v’ et donc
F C Ker(Q(u)).
Or le lemme de décomposition des noyaux donne

Ker(Q(u)) = /§1 Ker(u — A\pIdg)P*

et I’étude de la question précédente assure alors
m
dim Ker(Q(u)) = )~ B = deg(Q) = dim F.
k=1

Par inclusion et égalité des dimensions, on conclut Ker(Q(u)) = F.

(c) L’étude qui précede assure que les sous-espaces stables par u sont de la forme
m
F= @ Ker(u - )\kIdE)B"
k=1

avec, pour tout k € [1;m], Bx € [0;0k] qui s’identifiec & la multiplicité de Ay pour
Pendomorphisme induit par w sur F. Inversement, un tel espace est stable par u et 'on
peut définir une correspondance bijective entre les sous-espaces vectoriels F stables par u
et les éléments

(B, Bm) € [05c1] x -+~ x [0; ]

Il y a donc exactement (a; + 1}... (e, + 1) sous-espaces vectoriels stables par u.

1. Cette propriété est aussi établie de facon générale dans le sujet 27 p. 224.
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[ Exercice 38 *** (Décomposition de Dunford)

Seit % un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie non nulle dont le
polyndme caractéristique est scindé. On souhaite établir 'existence et I'unicité d’un
couple (d,n) d’endomorphismes de E avec d diagonalisable et n nilpotent vérifiant

u=d+n et don=nod.

On note Aq,...,An les valeurs prOpres.sa:ms répétitions de v et ay,...,qn, leurs
multiplicités respectives. :
(a) Justifier

B = § Kerfu— helds)®.

Etablir que les projecteurs® pg associés & cette é_critui‘e'sont- des polyndmes en u.

(b) On pose d = A1p1 + - - + AmPm €t 0 =0 —d. Vérifier que le couple (d,n) est
solution du probléme posé. ; _

(c) Montrer que c’est le seul couple possible.

Solution

(a) Le polynéme caractéristique de u s’écrit
m
Xu = JJ(X = Xe).
k=1

Par le théoréme de Cayley-Hamilton, x, est annulateur de u et les facteurs (X — Ax)®*
étant deux a deux premiers entre eux, on peut appliquer le lemme des noyaux pour écrire
la décomposition en somme directe

F = Fk avee Fk = Ker(u - )\kIdE)Qk.

1

Téps

Etudions la projection py, sur Pespace? F parallélement & I’espace Gy égal & la somme
directe des Fj pour j # k.
E=F.®G, avec Gr= @ Ker(u— A;ldg)™.

1gjsm
i#k
Par le lemme de décomposition des noyaux, on a aussi
Gr =Ker(Q(u)) avec Q= [ (X—X)™.

1<5<m
7#k

1. L’endomorphisme py est la projection sur Ker{u — A\ Idg)** parallélement & la somme directe des
autres noyaux.
2. Les espaces £y correspondent aux sous-espaces caractéristiques de u.
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méthode

On exprime que @ et (X — Ax)** sont premiers entre eux par une relation de
Bézout.

Puisque Ax n’est pas racine de Q, les polynémes @ et (X — Ay )®* sont premiers entre
eux. On peut alors introduire deux polynémes V et W tels que

1=VQ+WI(X — )%
En évaluant cette identité en u, on obtient

ldp = V() 0 QW) + W(w) o (u— Melds)™

-

=p =9
Pour z € E, posons a = p(z) et b = ¢g(z) de sorte que z = a + b. Les vecteurs a et b sont
respectivement éléments de Fj, et de G car

(1 — A ddg)™ (@) = (V(w) o xu(w) (z) = 0 et Q(u)(b) = (W(w) 0 xu(w))(z) = 0.
o -y

Ainsi, p est la projection sur Fj parallelement & G, c’est donc I'endomorphisme pg.
Enfin, par construction, celui-ci se révele étre un polyndme en w.

(b) L’endomorphisme d est diagonalisable car toute base de F adaptée a la décompo-
sition E = F1 @ - - @ Fy, est formée de vecteurs propres! de d. L’endomorphisme d est un
polynéme en u car combinaison linéaire de polyndmes en u. Par conséquent, d commute
avec u et aussi avec n = u — d qui encore un polynéme en u. On a évidemment u = n+d
et il ne reste plus qu’a vérifier que ’endomorphisme n est nilpotent.

Soit k € [1;m]. L’espace F} est stable par n car c’est le noyau d’un endomorphisme
qui commute avec n. Or pour tout x € Fj

n(z) = u(zr) — d(r) = u(z) — Mgz = (u — Aeldg)(z)

et donc
nk(x) = p&t ((u - )\kIdE)(x)) = na‘“_Q((u - )\kIdE)Q(:z:))
E}r:'k E?k
_— .. = ('h‘, — )\kIdE)ak(ﬂ',') = 0}3.
En posant a = max(aj,...,n), on a alors n®(z) = 0g pour tous les vecteurs z des

espaces F} et donc, par linéarité, pour tout z € F : 'endomorphisme n est nilpotent.

(c) Soit, (d’,n') un autre couple solution du probléme posé.

méthode
| On montre que I’endomorphisme d — d’ est diagonalisable et nilpotent.

1. Les espaces F}, correspondent aux sous-espaces propres de d.
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L’endomorphisme d' commute avec n’ donc avec u = d’ + n' et encore avec d qui est
un polynéme en u. Or les endomorphismes d et d' sont diagonalisables, ils sont donc
simultanément diagonalisables!. En particulier, d ~ d’ est diagonalisable.

Parallélement, ’endomorphisme n’ commute avec v et donc aussi avec n qui est un
polyndme en u. Or ces deux endomorphismes sont nilpotents. En posant a et o les
indices de nilpotence de n et n’, la formule du binéme donne

f a+a’ Ehas (a + > tat+a’'—k_k
(n' —n) = Z n n
(0% a+a
Z (a—l—a) ra+ao’ —k k+ Z ( 1 (O‘“i—a)n/a—i-a'—k ,nk

k=0 5 k=a+1 \_6’

I

fl
i

Ainsi, n’ — n est nilpotent.
Finalement, I’endomorphisme d — d’, qui est aussi n’ —n, est a la fois diagonalisable et
nilpotent : ¢’est ’endomorphisme nul. On conclut 1'unicité (d',n’) = (d, n).

1. Voir sujet 31 p. 230.



CHAPITRE 6

Compléments sur les espaces préhilbertiens

FE désigne un espace vectoriel réel quelconque et n un entier naturel non nul.

6.1 Quelques rappels

Un produit scalaire! sur un espace vectoriel réel E est une forme bilinéaire symétrique
définie positive communément notée (- | - ou (-, - ).

Avec des notations entendues, le produit scalaire canonique sur R™ est défini par
(x|ly) =11+ + Taln
et le produit scalaire canonique sur M, ; (R) par la relation

(X7Y> =t.XY=.’E1y1 +"'+xnyn-

Plus généralement, on définit le produit scalaire canonique sur M., ,(R) en posant ?

(A, B> = tr(tAB) = zn: zp: ai,jbi’j

i=1 j=1

1. On renvoie le lecteur & l'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI pour le détails des
notions qui suivent.
2. Voir sujet 2 du chapitre 11 de 'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI.



m Chapitre 6. Compléments sur les espaces préhilbertiens

Lorsque I'on convient qu’un espace £ est muni d’un produit scalaire (- | - ), on dit qu’il
s’agit d’un espace préhilbertien réel. Celui-ci est alors normé par la norme euclidienne

donnée par
|zl = V(z|z) pour tout z € E.

Rappelons 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
l(a|b)| < |lall |16l pour tous a et b vecteurs de E

avec égalité si, et seulement si, a et b sont colinéaires.

Des vecteurs z et y d’un espace préhilbertien réel sont dits orthogonauz lorsque (z|y) = 0.
Une famille de vecteurs est qualifiée d’orthogonale si elle est constituée de vecteurs deux
a deux orthogonaux. Elle est dite orthonormale si les vecteurs sont de plus unitaires. Une
telle famille est assurément libre ®.

Le théoréme de Pythagore affirme que si € = (ey,..., e, ) est une famille orthogonale de

vecteurs de F,
n

D e

=1

2 n
2
=> Jlell®.
i=1

Si A désigne une partie d’un espace préhilbertien E, I'espace A~ réunit les vecteurs de £
qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de A :

At ={z e E|Vac€ A, (a|z) =0}.

Un espace euclidien est un espace préhilbertien de dimension finie. Un tel espace pos-
sede une base orthonormale. Les coordonnées z,...,z, d'un vecteur z dans une base
orthonormale (es,...,e,) sont données par

zx = (ex|z) pour tout k € [1;n].

Sizy,...,Tn et ¥1,...,Yn sont les coordonnées de vecteurs z et y dans une base ortho-
normale, on a

2
(zly) =z + - + Tayn et |a|f® =22+ + 22,
Si X et Y sont les colonnes des coordonnées des vecteurs z et y, on a aussi

(zly) =*XY et [z®='XX.

6.2 Compléments

6.2.1 Représentation d’'une forme linéaire

Soit F un espace euclidien. Pour tout vecteur a de E, I'application ¢,: E — R définie
par ¢, () = (a|z) est une forme linéaire sur E. Le résultat qui suit assure que les formes
linéaires sur & sont toutes de ce type :

1. Plus généralement, une famille orthogonale ne comportant pas le vecteur nul est libre.
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Théoréme 1
Si p est une forme linéaire sur un espace euclidien F, il existe un unique vecteur a
de E vérifiant ¢ = @,, c’est-a-dire p(z) = (a|z) pour tout z € E.

Sie=(ey,...,e,) désigne une base orthonormale de E, le vecteur a est déterminé par
n
a=) (exla)er = Zso ex)e
k=1

Lorsque ¢ n’est pas nulle, a est vecteur normal a ’hyperplan H = Ker(yp).

6.2.2 Somme directe orthogonale

Soit E un espace préhilbertien.
Définition .
On dit que deux sous-espaces F' et G de E sont orthogoneuz lorsqu’ils sont formés

de vecteurs deux a deux orthogonaux, ¢’est-a-dire si (z|y) = 0 pour tout =z € F et
tout z € G.

I’orthogonalité des sous-espaces vectoriels F et G signifie I'inclusion! F C G+.

Théoréme 2 _
Si Fi,...,F, sont des sous-espaces vectorlels de E d

sont en somme directe. TR e

Définition
Lorsque les sous-espaces vectoriels F1, ..., F, sont deux & deux orthogonaux, on dit
que leur somme F} + - - - + F,,, est directe orthogonale. Celle-ci peut étre notée
FRet-.-etF,.

Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E, F* est un supplémentaire de F'
dans E. En particulier,

dimF* =dim E —dim F.

Plus généralement :

Théoréme 3

Si F est un sous-espace vectoriel de dxmenswn ﬁme d’un espace préhllbertlen E,
Pespace FL- est un supplémentaire de F da.ns E :

On dit alors que F'* est le supplémentaire orthogonal de F.

1. Ou, et c’est équivalent, G C FL.
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6.2.3 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien E de dimen-
sion quelconque . On peut écrire F @+ F+ = E.
Définition

| On appelle projection orthogonale sur F la projection pg sur F parallelement & FL.
Si x est un vecteur de E, pp(z) se nomme le projeté orthogonal de x sur F

Théoréme 4
Soit z un vecteur de E. Pour tout vecteur y de F

|z =yl 2 [l — pr()]]

avec égalité si, et seulement si, y = pp(x).

En particulier, z
déf . / T
d(z, F) = inf[|lz —y|| = ||z ~ pr()]| i ld(z, F)
La détermination du projeté orthogonal d’un vec- O pr(z)
teur permet de calculer sa distance au sous-espace “ 7
vectoriel.

.
Théoréme 5
Si (e1,...,e,) est une base orthonormale de F,

T
pr(z) = Z(ek |z)ex pour tout z € E.
k=1

\ /

Le théoreme de Pythagore donne alors :

' 2

Théoreme 6 (Inégalité de Bessel)
Si (ey,...,e,) est une famille orthonormale de vecteurs de E,

r
Z(ek |z)? < ||z|* pour tout 7 € E.
k=1

4

Si (en)nen est une famille orthonormale de vecteurs d’un espace préhilbertien E de
dimension infinie alors, pour tout z € F, la série numérique 3 (e, |z)* converge et

+ o0

> (ealz)® < lzif”.

n=0

1. La notion de projection arthogonale a déja été présentée en premiére année dans les espaces eucli-
diens. On I'étend ici aux espaces préhilbertiens de dimensions infinies.
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La suite {(ey, | x))neN est donc de carré sommable.

6.2.4 Suite orthonormale totale de vecteurs

Soit £ un espace préhilbertien de dimension infinie.

Définition
On dit qu’une suite (e, )nen de vecteurs de E est totale si I'espace vectoriel qu’elle
engendre est une partie dense de E, autrement dit, si

Vect{e, |n € N} = E.
Lorsque 1'on introduit les espaces F,, = Vect(ep,...,e,), on a alors, pour tout z de E,

d(z, F,) —— 0.
13400

—

Théoréme 7 , o
Si (en)nen une suite totale d’éléments de E alors, pour tout z € E,

Pn(®) T @ Clestdndire on(z) — z|} —— 0

| avec pn la projection orthogonale sur Tespace F, = Vect(eo,...,en).

v

Si {en)nen est une suite orthonormale totale d’éléments de F alors ', pour tout z € E,
+o0

Tz = Z(en{x)en.

n=0

6.3 Exercices d'apprentissage

p

Exercice 1
On note E = R[X] et 'on considére Papplication ¢: E x E — R donnée par

(P, Q) l?f(i);Q(t)ef‘ dt.

0
(a) Montrer que ¢ définit un produit scalaﬁre sur F.
(b) Pour p,q € N, calculer ¢(X?, X9).
(¢) Orthonormaliser par le procédé de Schmidt la famille (1, X, X 2).
(d) Calculer ’

400 )
i 3 _ (42 2
(a,bl,gfena _/; (t* — (at” + bt +¢))" dt.

TR

1. La convergence de la série a lieu pour la norme euclidienne.



Chapitre 6. Compléments sur les espaces préhilbertiens

Solution

(a) méthode
On vérifie que 'application ¢ est bien définie en constatant la convergence de
Pintégrale donnant ¢(P, Q).

Soit P,@ € E. La fonction f:t — P(t)Q(t)e™! est définie et continue par morceaux
sur [0; +oo[. Elle est négligeable devant 1/#?> quand ¢ tend vers 400 car

t2f(t) = t*P(t)Q(t)e™t ——— 0

t—4oco

puisqu’une fonction polynomiale est négligeable devant t +— e~! en +o00. La fonction f

est donc intégrable sur [0;+oo[ et U'intégrale définissant (P, Q) est convergente. L’ap-
plication ¢ est donc bien définie de E' x F vers R.

méthode
| On vérifie que la forme ¢ est bilinéaire, symétrique et définie positive.

Soit A,y e Ret P,Q,R€ E.

On vérifie sans peine la symétrie (P, Q) = @(Q, P). Avec convergence de chacune des
intégrales écrites, on a aussi

+oo +o0 :

+oo
P)(AQ(t) + pR(1))dt = A P)Q(t) dt + u/ P(t)R(¢) dt
0 0 0
et donc @(P,AQ + puR) = Ap(P,Q) + pp(P, R). On en déduit que ¢ est linéaire en sa
deuxiéme variable et donc bilinéaire par symétrie.
Il reste & montrer qu’elle est définie positive. Par positivité de U'intégrale, on a

+oo
(P, P) = / P(t)%e*dt > 0.
0 \—;/—/0

De plus, si ¢{P, P) = 0, on obtient une intégrale nulle d’une fonction continue et positive
qui est donc la fonction nulle : P(t)%2e~t = 0 pour tout ¢ € [0; 4+o0[. On en déduit que le
polynéme P admet une infinité de racines, c’est le polynéme nul.

Finalement, ¢ est un produit scalaire sur F.

(b) Pour n € N, posons
+o0
I, ——-/ et dt
0

de sorte que p{XP, X%} = I,.,. Par une intégration par parties généralisée !, on a pour

tout n 2 1
+oo +co +oco
/ the tdt = [ = t"e‘t] + n/ tn et dt.
0 0 0

1. Les calculs sont détaillés dans le sujet 17 du chapitre 2 de ouvrage Ezercices d’analyse MP.



6.3 Exercices d’apprentissage

Ainsi, I, = nl,_ et, sachant Iy = 1, on conclut I,, = n! puis

p(XP,X9) = (p+q)!

(c) La famille (1, X, X?) est libre, il est donc licite de I'orthonormaliser par le procédé
de Schmidt!.

On pose Fy = 1 puis P, = X + AP, avec A tel que (P | P;) = 0. On résout 1’équa-
tion 1 + A = 0 et donc P, = X — 1. On pose ensuite P, = X2 + APy + uP; avec A et o
tels que (P | P2} = 0 et (P | P2) = 0. On résout alors les deux équations 2+ A = 0
et 4+ ¢ = 0 ce qui donne P, = X? — 4X + 2. Enfin, on divise chaque polyndme par sa
norme ? pour former la famille orthonormale (Qg, @1, @2) cherchée :

Qo=1, Qh=X-1 et szé(x2-4x+2).
(d) méthode

La borne inférieure cherchée est liée a la distance de X3 & I’espace Ro[X] pour
la norme euclidienne associée au produit scalaire ¢.

Pour (a,b,c) € R3, on remarque

+o0
/ (8 = (af? + bt + )2 dt = [|X° — (aX? + X + o)
0

et donc?®
+o0
: 3 (42 24, 3 pli? _ 3 2
(a’bl’il)fe " / (t° — (at® + bt + ¢)) dt_Peﬁf[X]”X P||” = d(X®,Ra[X])".

Cette distance se calcule & partir du projeté orthogonal de X2 sur F = Rp[X].
d(X3,F) = ||X* - pr(X?)].

On peut calculer ce projeté a I'aide de la base orthonormale (Qo, @1, @2) de F (Th. 5
p. 246) :

pr(X®) = 0(Qo, X*) Qo + (Q1, X®) Q1 + (@2, X®) Q2 = 9X* — 18X + 6.

| R — | R — —
=6 =18 =18 X3
Il est inutilement fastidieux de calculer directe- /I

ment la norme de X> — pp(X?)... Par le théoréme
de Pythagore, on peut écrire :

X2 = a(x, F)? + [lor (x°)] TR

Ly "‘p,F (X3) ~

1. La démarche est présentée dans le sujet 3 du chapitre 11 de 'ouvrage Ezercices d’algébre et de
probabilités MPSI.

2. Pour calculer la norme de Qg, il est intéressant de remarquer (Qz2|Q2) = (Q2]X?) ce qui allége
considérablement les calculs.

3. L'élévation au carrée est une bijection croissante sur R, : dans la deuxiéme égalité, la borne
inférieure du carré est le carré de la borne inférieure car les quantités engagées sont positives.
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avec
pr (X)||° = 6% + 182 + 18 = 684

car 6, 18 et 18 sont les coordonnées du projeté dans une base orthonormale.

Finalement,

420
. 3 (42 2 312 _ —
. fo (85 (at® + bt + )2 dt = || X3|* - 684 = 36.

[ Exercice 2
Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien £ muni d’une base orthonormale
e = (e1,...,e,). Montrer

tr(f) = Y (x| flex))-
k=1

ey T O X 4 e s T T e A A E e P PO
Solution
méthode
Les coordonnées zy,...,z, d'un vecteur z de F dans unc base orthonormale
e ={e1,...,e,) sont données par zy = (ex|x).

La trace de f est égale a la trace de sa matrice représentative A = (a; ;) dans la base e.
La j-eme colonne de la matrice A est constituée des coordonnées dans e du vecteur f(e;).
Le coefficient a; ; correspond donc & la i-éme coordonnée de f(e;). On I'obtient par le
calcul a; ; = (e;| f{e;)). On en déduit

tr(f) =te(A) = > are = > (e flex))-
k=1 k=1

Exercice 3
Soit ¢ une forme linéaire sur £ = M,(R). Montrer qu’il existe une matrice A
dans M, (R) vérifiant (M) = tr(AM) pour tout M € M, (R).

Solution

méthode
Dans un espace euchdlen E, les formes linéaires correspondent aux produits
scalaires avec les vecteurs de £ (Th. 1 p. 245).

On introduit le produit scalaire canonique sur M,,(R) donné par
(A,B) = tr(*AB).

Puisque ¢ est une forme linéaire sur I’espace euclidien M, (R), il existe A’ € M,(R)
telle que
w(M) =(A",M) pour tout M € M,(R).

-
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En posant 4 = *A’, on obtient !

@(M) = tr(AM) pour tout M € M,{(R).

Exercice 4
On munit espace E = C{[a;b],R) du produit scalaire

b
o) = [ foraae
Pour n € N, on note f, la fonction de F deﬁme par fn (t) = t” et 77 I’ensemble des
fonctions polynomiales sur [a;b).

(a) Justifier que la famille (p,)nen est totale.
(b) Déterminer I'orthogonal de P.

Solution

(a) L’espace vectoriel engendré par les fonctions f,, est P. Il s’agit done d’établir que
I'espace P = Vect(pp )nen est dense dans £ pour la norme euclidienne.

méthode

Par le théoréme de Weierstrass 2, toute fonction continue sur un segment peut
étre uniformément approchée par une fonction polynéme.

Soit f une fonction élément de F et € > 0. Il existe une fonction polynomiale ¢ € P
vérifiant | f(t) — ¢(t)) < € pour tout t € [a;b). On a alors

b 1/2
17 -l = ([ g -vt)’at) < vi=ae.

<e?

Par conséquent, la partie P est dense® dans E et I’on peut affirmer que la famille (fr)nen
est totale.

(b) Soit f une fonction de 'orthogonal de P. Par la densité qui précede, il existe une
suite (py,) de fonctions polynomiales qui converge vers f pour la norme euclidienne. On
a alors

A2 = (f1F) = (fIf —¢n) + (flwa) car fePL
N —

=0

1. On peut aussi justifier I'existence de la matrice A de fagon plus élémentaire comme dans le sujet 32
du chapitre 9 de I'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI.

2. Voir Th 7 du chapitre 7 de I'ouvrage Ezercices d’onalyse MP.

3. La norme euclidienne est dominée par la norme uniforme sur [a;b] et le théoréme de Weierstrass
assure que la partie P est dense dans E pour la norme uniforme : elle I'est donc aussi pour la norme
euclidienne.
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Par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz

LA < NFN IS = @nl o700 done f=0.
e ——

—0

Ainsi !, seule la fonction nulle appartient & P et I'on peut conclure? que P+ = {0}.

6.4 Exercices d’entrainement

6.4.1 Généralités sur les espaces préhilbertiens

Exercice 5 *
Soit E un espace préhilbertien réel et f,g: E — E deux applications vérifiant

(f(z),y) = {z,9(y)) pour tout (z,y) € E>.

Montrer que les applications f et g sont linéaires.

\

Solution
méthode

On peut montrer que deux vecteurs z et y de E sont égaux en observant 3

(z,z) = {y,z) pourtout z€ E.
Soit A, € R et x,y € E. Pour tout vecteur z € E, I'nypothése d’étude donne
(F(Az + py), 2) = Az + py, 9(2)).

On développe le second membre par linéarité du produit scalaire en la premiére variable

(FAz + py), 2) = Mz, 9(2)) + u(y, 9(2))-

On poursuit le calcul en exploitant & nouveau ’hypothése

(FOz + py), 2) = Mf(2), 2) + p{f (), 2) = (Af(z) + pf(y), 2).

Par différence de membres, on obtient

(FOe + py) — (M (@) + 1f()),2) = 0.

Le vecteur f(Ax + py) — (Af(z) + uf(y)) est orthogonal & tout vecteur de E, il est
donc nul. Ainsi, on obtient que 'application f est linéaire. Le raisonnement est identique

pour g.

1. On peut comparer cette étude & celle menée avec la norme uniforme dans le sujet 12 du chapitre 7
de I'ouvrage Ezercices d’analyse MP.

2. En particulier, (P1)" # P. Pour F sous-espace vectoriel, 1a formule (FL1)}* = F est valable dans
un espace euclidien, ou plus généralement lorsque F est de dimension finie. Elle n’est pas vraie en général.

3. I1 ne s’agit pas de simplifier directement par z mais d’exploiter que =z — y est orthogonal a tout
vecteur de E.
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Exercice 6 *
Soit A une partie d’un espace préhilbertien . Montrer

At = ((aHh™

Solution

méthode
Pour A et B deux parties de E, on sait

Ac(AYY et AcB = Bt cat

Par la premiére propriété utilisée avec AL au lieu de A, on obtient une premiére
inclusion A1 C ((A'L)l)'L.

Par la deuxidme propriété utilisée avec (A+)" au lieu de B, on obtient I'inclusion
réciproque ((A-L)‘L)'L C At

Par double inclusion, on peut affirmer Végalité.

~ — T T AL et — T ™

Exercice 7 * R
Soit A une partie d’un espace préhilb

(a) Montrer que 'I’Orthoéml: d b

(b) Montrer que A et A ont le méme. opt;l;gg@na;;l; N e
Sy — m

Solution

(a) méthode
| On vérifie que A contient les limites de ses suites convergentes.

Considérons (z,) une suite d’éléments de Al convergeant vers un vecteur z de E. Mon-
trons que x appartient & AL. Soit @ un élément de A. Pour tout n € N, on sait {a|z,) = 0.
Vérifions que ceci entraine (a|z) = 0. Par P'inégalité de Cauchy-Schwarz?!, on a

(al2) — (alz)| = |(elz — 22)] < llal] lz = zal] ——— 0
——
—0

et donc

(alz) = nli)r_iloo(amn} =0.

Ainsi, z est orthogonal & tout élément de A et donc = € AL. La partie A+ contient les
limites de ses suites convergentes, c’est une partie fermée.

(b) On sait A C 4 et 'on a donc une premiére inclusion A C A+,

1. On peut montrer que le produit scalaire est une application continue lorsque F est muni de la
norme euclidienne car [(z|y) — (o |yo)| < {f& — ol liyll + lizoll ly — voll-
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Inversement, soit a un élément de A1 et r un élément de A. Il existe une suite (x,)
d’éléments de A convergeant vers z. Pour tout n € N, on a (a|z,) = 0 et, comme
au-dessus, on obtient & la limite (a|z) = 0. Ainsi, a est orthogonal a tout élément de A
et P'on peut affirmer la seconde inclusion A+ ¢ At

Finalement !, AL = A+,

Exercice 8 **
On note £ = £%(N,R) 'ensemble des suites réelles (u,,) telles que la série > u2
converge.

(a) Montrer que E est un espace vectoriel réel.

Pour u,v € £, on pose
+oco
{(u,v) = E Uy Ups -
n=0

(b) Montrer que { -, - ) définit un produit scalaire sur E.

On note F' le sous-espace vectoriel de E constitué des suites nulles a partir d’un
certain rang et v une suite élément de E qui n’appartient pas a F.

(c) Déterminer F1. Les espaces F' et F'L sont-ils supplémentaires ?
(d) On pose G = Vect(v). Comparer F1 + GL et (FNG)L.

T TR T T T T T TR TN N

Solution

(a) méthode
On vérifie que £ = ¢?(N,R) est un sous-espace vectoriel de ’espace RN des
suites réelles.

L’ensemble £ contient la suite nulle, c’est donc une partie non vide de I’espace RN.
Pour A € R et u € E, on a immédiatement la convergence de > (Auy,)? et donc du € E.
Soit u,v € F. Etudions la suite u+v qui est de terme général u,, +v,,. Pour tout naturel n

(un + vn)2 = u2 + 2unv, + V2.

méthode
| On exploite I'inégalité 2ab < a” + b* valable pour tous a et b réels.

On en déduit
2
(un +vn)” < 2(ul +v2).
Par comparaison de séries a termes positifs, on obtient la convergence de > (u, + vy)?
et I’on peut affirmer que u + v appartient & E.

Finalement, £ = ¢?(N,R) est un sous-espace vectoriel de RN, ¢’est donc un espace
vectoriel réel.

1. Par ce résultat, on retrouve rapidement celui de la deuxiéme question du sujet 4 p. 251 : sachant
que P est dense dans E, P1 est réduit & la fonction nulle.



6.4 Exercices d'entrainement

(b) Commencons par vérifier que P'application (-, - ) est bien définie en étudiant la
convergence de la série définissant (u,v). Soit u,v € £2(N,R). En exploitant de nouveau
I'inégalité 2ab < a? + b2, on obtient
(u2 +v2).

|unvn| = |tn||vn] < (lun|2 + Ivnlz) =

N | —
N ==

Par comparaison de séries & termes positifs, on peut affirmer que la série > unv, est
absolument convergente et donc convergente. Ainsi, I'application (-, -} est bien définie
de E x F vers R.

Vérifions ensuite que (-, - ) est une forme bilinéaire symétrique définie positive. On
introduit u,v,w € F et A, 4 € R. Par commutativité de la multiplication réelle, on obtient
la propriété de symétrie

+co +00o
(v,u) = Zvnun = Zunvn = (u,v).
n=0 n=0

Aussi, on peut écrire avec convergence des séries introduites

400 +o0 +oo
{(u, AU + pw) = Z Up (AUp + pwn) = A Z UnUn + H Z UnWn, = AU, v) + plu, w).

n=0 =0 n=0

L’application {-, -) est donc linéaire en sa deuxiéme variable et par conséquent bilinéaire.
Enfin, par sommation de termes positifs, on obtient

+0o0
{u,u) = Zui 20

n=0

et, si (u,u) = 0, on conclut que la suite « est nulle par nullité d'une somme de termes
tous positifs.

Finalement, (-, - ) définit un produit scalaire sur E = £2(N,R).

(c) Soit u € FL,

méthode
La suite u est orthogonale aux suites élémentaires e? (avec p € N) déterminées
par

1 sin=
p pour tout n € N.

e’(n) = Onp = {

0 sinon

Pour tout p € N, la suite P est élément de F' et donc

+o0
(u,e?) = Z Unlnp = Up = 0.
n=0
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On en déduit que la suite u est nulle ce qui donne F+ C {0}. Inversement, la suite nulle
appartient a 'orthogonal de F et donc F+ = {0}.

1

Les sous-espaces vectoriels F et F'* ne sont pas supplémentaires® car

FOF-=Fa{0}=F+#E.

(d) D’une part, F+ + GL = {0} + G+ = G*. D’autre part, (FNG)L = {0}" = E.
On a donc l'inclusion? F+ + G+ C (FNG)* et celle-ci est stricte car G+ # E puisque v
est une suite non nulle : elle appartient &4 G C E sans appartenir 3 G*.

[ Exercice 9 **
Soit S I’ensemble des vecteurs de norme 1 d’un espace préhilbertien réel E.
Montrer que si z et ¥ sont deux éléments distincts de S alors, pour tout A € R,

A#OetA#1 = (1-Az+Ay¢S.

Solution

méthode

On observe que la fonction f: A € R~ [|(1 ~ M)z + )\.y”2 est une fonction
polynomiale de degré 2.

Par I'identité remarquable
la+8l* = llai® + 2(a, b) + [Ib]]
on développe la norme exprimant f(A)

FOY= (1= N2 llzfl* +2M(1 = M), 9) + 3 [lgll°.

1 1

L’expression f(A) est donc polynomiale de degré inférieur & 2. Le coefficient de A\? dans
celle-ci est 2(1 — (z,y)). Par Pabsurde, si {z,y) = 1, on a égalité dans I'inégalité de
Cauchy-Schwarz

(z,9) = [(z,9)| = =l lyl -

Les vecteurs x et y sont donc colinéaires. Or ils sont aussi de méme norme et distincts.

1. Aussi linclusion de F dans (F-)® est stricte.

2. Lorsque F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, on a les propriétés (F + G)L = FL NGt et
FL 4+ G+ c (FNG)L. Cette derniére inclusion devient une égalité dans un espace euclidien (voir sujet 6
du chapitre 11 de 'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI).
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Ils sont donc opposés mais alors {z,y) = —1. C’est absurde.
Ainsi, f(A) est une expression polynomiale du second degré

exactement. Puisque celle-ci prend la valeur 1 en A = 0 et

en A = 1, elle ne peut reprendre la valeur 1 pour aucun autre A.
Géométriquement, ce résultat signifie que la droite affine

D={(1-Nz+Xy|)eR}

passant par x et y ne recoupe pas la sphére unité S. Ceci est
évident si 'on figure la situation dans un plan contenant z et y.

6.4.2 Espaces euclidiens

Exercme 10 *
Montrer que la norme euclidienne associée au prodmt sw.lanre canomque sur My, (R)

"verlﬁe
|ABi| < Al | B}l pour tous A et B de Mn(R).

Solution
Soit A = (a; ;) et B = (b; ;) deux matrices de M,,(R). Le produit scalaire canonique
sur M, (R) est donné par (4, B) = tr(*AB) et la norme euclidienne par

n o on 1/2
a1 ) = (3-3a8, )

Etudions la matrice C = AB = (¢; ;). Pour tous i et j de [1;n], le coefficient d'in-
dice (%, 7) de la matrice C est

c J=Zai‘kbk,j donc |[IC}? ZZ(Zaikbk’])
k=1 =1 j=1

méthode
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on sait

(Em) < (£4) (824

pour tous Z1,...,%n €t y1,...,Yn réels.

Par cette inégalité

o <3S (fa?,k) (kX_jl bi,j)

=1 j=1
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On réorganise ensuite le calcul des sommes

ICIF < (z) z(zbz,j) =z(zaz,k) IBI? = A B
=1 k=1 7=1 \k=1 j=1 k=1

. s -

-~

o 2
=||B||? =l Al

Par croissance de la fonction racine carrée, on conclut | AB| = ||C|| < || Al | B]|-

Exercice 11 *¥*

Soit a et b deux vecteurs unitaires d'un espace euclidien £. On étudie ['endomor-
phisme f de E donné par

flz) =z — (a|x)b.

(a) A quelle condition ’endomorphisme f est-il bijectif?

(b) A quelle condition 1'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

SRR AT

Solution

(a) L’application f est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, il suffit
d’étudier son noyau pour savoir s’il est bijectif. Soit z élément de E. On a

z € Ker(f) <= z = (a|z)b.
Dans cette équation, 'inconnue x apparaft sous deux écritures : z et (a|z).

méthode

On étudie le produit scalaire avec a des deux membres de I’équation afin de
déterminer (a|zx).

Si z est solution de I'équation = = (a|x)b, on a (a|z) = {a]z)(a|b). Ceci conduit a
discuter selon que (a|b) = 1 ou non.

Cas : (a|b) # 1. On obtient (a{z) = 0 puis 2 = 0.b = 0g. Le noyau de f se réduit au
vecteur nul, 'endomorphisme est bijectif.

Cas : (a|b) = 1. L’équation précédente n’apporte rien mais on observe f(b) = 0g et le
noyau de f n’est donc pas réduit au vecteur nul : ’endomorphisme f n’est pas bijectif.

En résumé, f est bijectif si, et seulement si, (a|b) # 1. Cette condition peut cependant
étre exprimée plus simplement. Les vecteurs a et b étant unitaires, lorsque (a|b) = 1 on
a égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz

|(alb)| = llall [1B]] -

On en déduit que a et b sont colinéaires et méme égaux car unitaires et de produit scalaire
positif. La réciproque étant immédiate, on peut affirmer que {(a|b) = 1 si, et seulement
si, les vecteurs a et b sont égaux.

Finalement, I’endomorphisme est bijectif ! si, et seulement si, a # .

1. Lorsque a = b, I’endomorphisme f est la projection orthogonale sur 'hyperplan de vecteur normal a.

-
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(b) méthode
On peut résoudre cette question en étudiant ’équation aux éléments propres
f(x) = Az ce qui conduit & des calculs semblables aux précédents. On peut
aussi rechercher un polynéme annulateur® de f.

Nous privilégions cette derniére méthode. Pour z € F

F(f@) = f(z) = (al f(@)b = f(=) — (1 - (ab)) (a]z)b
N’
= (2 - (a]9) f(=) + ((a]) - 1)z, =z- /()

Le polynéme X2 + {(a|b) — 2)X + (1 — (a| b)) est annulateur de f et posséde deux
racines : 1 et 1 — (a|b). On poursuit en discutant selon que ces racines sont distinctes ou
non.

Cas : (a|b) # 0. Le polynéme annulateur est scindé sur R et & racines simples, 1’endo-
morphisme f est diagonalisable.

Cas : (a|b) = 0. Le polynéme annulateur posséde une seule racine 1 et c¢’est donc la
seule valeur propre possible pour f. L’endomorphisme est alors diagonalisable si, et seule-
ment si, f = Idg. Or ceci n’est pas le cas car f(a) =a —b # a.

En résumé, I'endomorphisme f est diagonalisable? si, et seulement si, (a|b) # 0.

~ - — - - ™

Exercice 12 **
Smt E= Rn[X ] avec n €. N

(a) Monfyrer I exlstence et 1’ummte d’un pely’nome A de E tél que

P(0) / A(t)P(t) dt pour tout P € E.

(b). Eta.bhr que le polynome A est de degre n exactement

Solution

(a) méthode
L’application P — P(0) est une forme linéaire sur l'espace euclidien R,,[X],
elle peut donc é&tre représentée par un produit scalaire (Th. 1 p. 245).

On définit un produit scalaire® sur R[X], et donc a fortiori sur E = R,[X], en posant

(P,Q) = /O P(H)Q(t) dt

1. L’endomorphisme g: 2 — (a | z)b est de rang 1 et peut donc étre annulé par un polyndme de
degré 2, il en est alors de méme de f =Idg ~ g.

2. En étudiant les éléments propres, on obtient que ’espace propre associé a la valeur propre 1 est
Phyperplan {a}J‘ tandis que I'espace propre associé a la valeur propre 1 — (a|b} est la droite Vect(b).

3. Voir sujet 1 du chapitre 11 de 'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI.
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Puisque I'application P +— P(0) est une forme linéaire sur R[X], il existe un unique
polynéme A dans R, [X] tel que cette forme linéaire corresponde au produit scalaire
avec A. Autrement dit, il existe un unique polyndéme A € E vérifiant

P(0)=(A,P) = /: A(t)P{t)dt pour tout P € E.

{(b) Par I’absurde, si le degré de A est strictement inférieur & n, le polynéme P = X A
est élément de R, [X] et donc

/1 tA(t)* dt = (4, P) = P(0) = 0.
0

Cependant, la fonction ¢ — tA(¢)? est continue et positive sur {0; 1], la nullité de I'inté-
grale entraine alors que £A(t)2 = 0 pour tout t € [0;1]. On en déduit que le polynéme A
est nul puisqu’il posséde une infinité de racines. Ceci est absurde!.

Exercice 13 ** (Inégalité d’'Hadamard)
Soit E' un espace euclidien orienté de dimension n > 1.

(a) Montrer que, pour toute famille (z1,...,z,) de vecteurs? de E,

|[o1,- . @a]| < sl ol

(b) Dans quels cas y a-t-il égalité?

\
IR s

Solution

(a) méthode
| On orthonormalise la famille {(z,...,z,) par le procédé de Schmidt.

Si la famille (z1,...,z,) est liée, son produit mixte est nul et 'inégalité est vraie.

Si la famille (z,,...,2y,) est libre, on peut 'orthonormaliser par le procédé de Schmids
ce qui forme une base orthonormale e = (e;,...,e,) de 'espace euclidien E qui est de
dimension 7. .

Si la base e est directe, le produit mixte correspond au déterminant dans cette base.
Sinon, le produit mixte est opposé a ce déterminant. Dans les deux cas

][xl,...,:rn] = }dete(xl’...’xn)
avec dete(z1,...,Z,) qui est le déterminant de la matrice A = (a; ;) figurant la fa-
mille (z1,...,7,) dans la base orthonormale e. Pour tout indice (7, j), le coefficient a; ;

1. Le méme raisonnement peut étre repris pour établir que la propriété de la premiére question est
fausse lorsque E = R[X]. En substance, on peut souligner que le théoréme de représentation des formes
linéaires peut ne pas étre valable en dimension infinie.

2. [:cl yes ,:cn] désigne le produit mixte de la famille {z,,...,2n), c’est-a-dire le déterminant de cette
famille dans n’importe quelle base orthonormale directe de E.
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est la i-eme coordonnée dans e du vecteur x; et donc

ai; = (€5 2;5).

Par le procédé de Schmidt, z; € Vect(ey,...,¢;) et la matrice A est triangulaire supé-
rieure de la forme

<elazl) <61,$2> Tt (81,xn>

(€2, x2)
. (en—l’mn)
(0) (€nyTn)

On a donc

‘[xl,...,xn] = |(e1,21) ... {en, Tn)|.

Enfin, la base e étant constituée de vecteurs unitaires, I'inégalité de Cauchy-Schwarz
donne

Hesnz5)| < llesll sl = [l

ce qui permet de conclure
(1, a] | < Nl flzall

b) Si la famille est liée, il y a égalité si, et seulement si, I’'un des vecteurs x; est nul. -
& 3

Si la famille est libre, on reprend les notations qui précedent et 'on peut affirmer qu’il
y a égalité si, et seulement si,

5]l = |(ej,xj)| pour tout 7 € [1;n].

Par égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz, cela revient a dire que x; est colinéaire
a e; pour tout j € [1;n]. La famille (z1,...,2,) est alors orthogonale. Inversement, si
la famille (z;,...,Z,) est orthogonale, il y a égalité ®.

dien E de dimeﬁsion n>2"

o @ w {a}x)(bl ) définie sur
la sphéf Eisiige
Solution

La sphére unité fermée S est une partie compacte de F et 'application f y est continue
car produit de deux formes linéaires? : la fonction f admet donc un minimum et un
maximum sur la boule unité fermée.

1. Le produit mixte mesure le volume algébrique d'un parallélépipéde en dimension n, il y a égalité
dans I'inégalité lorsque celui-ci est « droit » ou « plat ».

2. Rappelons qu’en dimension finie les parties compactes sont les parties fermées et bornées tandis
que les applications linéaires au départ d’un espace de dimension finie sont assurément continues.
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méthode
On exprime le vecteur x par ses coordonnées dans une base orthonormale
adaptée a la situation.

On commence par isoler les cas ou Vect(a, b) ne serait pas un plan.

Cas:a=>. On a f(z) = {a|z)?. Le maximum cherché vaut 1, il est atteint en z = a.
Le minimum vaut ) et est atteint en tout vecteur unitaire orthogonal a a.

Cas:a=~b. Ona f(z) = —(a|z)? Le maximum vaut 0 et le minimum —1.

Dans les cas restants, les vecteurs a + b et a — b constituent une famille orthogonale car

(a+bla—b) = [la]|* - ||b]|* = 0.

e
Posons alors 2

1 1 a
e = TR (a+b) et ey= lo— bl (a —b). l
€1
Les vecteurs e et ez forment une famille orthonormale que 'on peut  0g ‘
compléter en une base orthonormale e = (e1,€2,...,e,). Soit  un ‘
vecteur de la sphere unité fermée S et z1,...,x, ses coordonnées b

dans la base e

T =1x1€1 + Toeqg + -+ xTphe, avec xf+x§+---+xi:1.

On a
1+ (a]b) N 1 —(alb)

4]
lla -+ bl lla—b]
et une écriture analogue pour {b|z) permettant d’exprimer f(z) :

1+ @by  o/1-@bY _1+(alb) , 1-(alb)
la + & ) 2( la — o )

(a]z) ==

= 5 T 5 3.
——— ———r
>0 >0

fa) =23

Sachant z? + 22 + --- + z° = 1, cette expression est maximale lorsque z; vaut 1 et les
autres valeurs z; sont nulles. Elle est minimale pour z, = 1 et les autres valeurs nulles.
Finalement, :

mer S0 = 50 o s = SR

On notera que ces formules conviennent aussi pour les cas initialement isolés.

Exercice 15 *** (Famille obtusangle ')

Soit 1, 2, ..., Tny2 des vecteurs d’un espace euclidien  de dimension n > 1. Montrer
qu’il est impossible que (z; | z;) < 0 pour tous les indices i et j distincts compris
entre 1 et n + 2.

1. Selon que (x| y) est positif, nul ou négatif, on dit que les deux vecteurs z et y forment un angle
atgu, droit ou obtus.



6.4 Exercices d'entrainement

Solution

méthode
| On commence par étudier les cas n =1 et n = 2.

Cas : n = 1. Par I’absurde, supposons disposer d’une famille (zy,x2,z3) de vecteurs
d’une droite E telle que

(x1]x2) <0, (z2|z3) <0 et (z3z|z) <0

L’espace E étant de dimension 1, les vecteurs z;,zo et x3 sont deux & deux colinéaires.
En particulier, on peut écrire 1 = A1z3 et o = Asz3 car z3 est non nul. On a alors

2 2
(z1lzs) = A flzsll” et (z2|z3) = Az [lz3]|
avec A1 < 0 et Ay < 0. Ceci entraine
2
(z1|z2) = MAz|lzs]|” > 0
>0

ce qui contredit I’hypothese (z; |z3) < 0.
Cas : n = 2. Par ’absurde, supposons disposer d’une famille de vecteurs (x1, z2,Z3,%4)
telle que .
V(i,5) € [L;4]°, i#7 = (zle;) <0

En décomposant les vecteurs z,, 2, 3 selon les droites Vect(z4) et {z4}", on peut écrire
T1 =y +Ai%s, T2=y2+AT4 €t Tz =y3+ A3Za
avec y1,¥2,Y3 € {a:4}l. L’inégalité (z;|z4) < 0 donne A; < 0 pour tout ¢ € J1;3].
On a alors, pour ¢ # j dans [1;3],
(z:]25) = AaXg feall® + (wily;) et (mi]z;) <O.

Or A;A; > 0 et done (y;|y;) < 0. Les vecteurs y1, Y2, ¥s appartenant a la droite {a:4}J',
I’étude du cas n = 1 permet de conclure & une absurdité.
Cas général :

méthode
On raisonne par récurrence en projetant la famille de vecteurs sur Phyperplan
de vecteur normal égal au dernier vecteur de la famille.

Montrons par récurrence sur n 2> 1 qu'il ne peut exister dans un espace euclidien de
dimension n 2 1 de famille (z;,...,zp42) de vecteurs vérifiant (z;|z;) < 0 pour tous les
indices ¢ # j.

Les cas n = 1 et n = 2 ont été résolus ci-dessus.

Supposons la propriété établie au rang n — 1 > 1 et supposons par absurde que
(x1,...,2Zn+2) soit une famille de vecteurs d’un espace euclidien de dimension n vérifiant
I'hypothese (z;|z;) < 0 pour i # j. On introduit les vecteurs y,...,Yn+1 Obtenus par

projection orthogonale de z,, ..., %, sur 'hyperplan H = {mn+2}l.
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Pour tout ¢ € [1;7 + 1], on peut écrire
Ti = Yi + AiTnt2

avec A; < 0 car (€; | Tny2) = Ai [[Zns2||* < 0. On a alors,
pour ¢ # j dans [1;n + 1],

(zilz;) = Ay |Znrall® + (v ly;) <O.
—

>0

Les vecteurs yq, ..., Yn+1 constituent alors une famiile d’un
espace euclidien de dimension n—1 vérifiant ! (y;]y;) < 0
pour tous les indices ¢ # j. L’hypothese de récurrence
assure que ceci est absurde.

La récurrence est établie.

6.4.3 Projection orthogonale et distance

Exercice 16 * : :
On munit M,(R) de son produit scalaire canonique (4, B) = tr(*AB).

(a) Montrer que les espaces Sp{R) et A,(R) des matrices symétriques et antisymé-
triques sont supplémentaires et orthogonaux. .

(b) Calculer la distance & S3(R) de la matrice

M=

—_ b=
S CIIY
W o W

Solution

(a) méthode
En montrant que des espaces sont orthogonaux, on peut immédiatement affir-
mer qu’ils sont en somme directe (Th. 2 p. 245).

Soit S € S,(R) et A€ A, {R). Ona S =5 et ‘A= —A. On en déduit
(S, A) =tr(*SA) = tr(SA) et (S, A4)=(A,S)=tr(*AS) = tr(~AS) = — tr(AS).

Or tr(AS) = tr(SA) et donc (A, S) = 0. Ainsi, les espaces S, (R) et A,(R) sont orthogo-

1. Les vecteurs y; et y; se situant d’un méme c6té de I'hyperplan sur lequel on projette, la propriété
de former un angle obtus est conservée par la projection.
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naux et donc en somme directe. Aussi, pour tout M € M, (R), on peut écrire !

M= (M+tM)+%(M—‘M) (*)

DO

avec
1

%(M +M) €Sa(R) et (M -'M) € Au(R).

La somme des espaces S, (R) et A,(R) est donc égale & M, (R) et 'on peut affirmer que

ceux-ci sont supplémentaires et orthogona.ux?

(b) méthode
La distance de M a l'espace S3(R) est égale a la distance de M a son projeté
orthogonal sur S3(R).

Pour calculer le projeté orthogonal de M sur S3(R), il suffit de décomposer la matrice M
en la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique. La formule (x)
réalise cette décomposition :

1 2 3 11 2 0 1 1
0 2 4)={12 4]+[-1 0 0
1 4 3 2 4 3 -1 0 0

La distance de M & S3(R) correspond alors a la norme de la matrice antisymétrique de
I’écriture ci-dessus.

méthode
Le produit scalaire (A, B) = tr(*AB) correspond simplement au calcul

(A,BY =" aibi;.

i=1 j=1

La distance de M & S3(R) est donc d{M, S3(R)) = \/12 12+ (—1)2 + (-1)? = 2.

-

Exercice 17 **

Soit £ un espace euclidien de dlmensmn n muni d’une base orthonormale e et p
~ la projection orthogonale sur un souﬂ-espace vectoriel Fmuni d’une base orthonor-
male (z1,...,Z,,). Montrer que la matnce A de P dans la base e est

A= ZX‘,JX,C
k=1

avec X1,...,Xn les colonnes des coordonnées des vecteurs zy,...,Z,, dans e.
m

_ n{nt+1)
2

1. En peut aussi affirmer la supplémentarité par un argument de dimension car dim S, (R) =
et dim A, (R} = 2(312_—1) de somme égale 3 n? = dim M, (R).
2. Chacun est alors Porthogonal de ’autre.

-
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Solution

méthode
On sait exprimer le projeté orthogonal d’un vecteur dans une base orthonor-
male de I'espace sur lequel on projette (Th. 5 p. 246).

Pour tout z € £, on a
m

p(z) = Y (x| z)zs.

k=1
En notant X la colonne des coordonnées du vecteur  dans la base orthonormale e, on
peut exprimer le produit scalaire de xz et z par le calcul matriciel suivant :

(.’Bk |33) = thX,

La colonne des coordonnées du vecteur image p(x) est alors

m

AX =) ("X X)X
k=1

Or ‘X X est un réel et donc (thX)Xk = X (thX) ce qui permet d’écrire
P P
AX =) X' XX = (Z Xk"Xk)X.
k=1 k=1

On identifie ! alors la matrice A ce qui valide la formule proposée.

Exercice 18 ** : ST
Soit p un projecteur d’un espace euclidien E vérifiant (p(x),z) > 0 pour tout = de E.
Montrer que p est un projecteur orthogonal. Sl

B v -_

Solution

méthode
Un projecteur p projette sur Im(p) parallélement a Ker(p). Il est orthogonal
si, et seulement si, Im(p) et Ker(p) sont des sous-espaces orthogonaux.

Soit z € Im(p) et y € Ker(p). Considérons? z = z + Ay avec A € R. On a par hypothése
{(plx+ Ay),z + Ay) = 0.
Sachant p(z) = z et p(y) = 0, ceci donne

|| + Mz,y) 20 pour tout A € R.

1. La matrice A d'une application linéaire u est I'unique matrice qui caractérise le calcul vectoriel
y = u{z) par le produit matriciel Y = AX avec X et Y les colonnes des coordonnées de r et y dans
des bases préalablement introduites. On peut aussi considérer X une colonne élémentaire et employer
I’égalité pour vérifier que les matrices sont identiques colonne par colonne.

2. On peut aussi introduire 2 = Az +y ce qui conduit & A% jjz||® + Az, y) 2 0. Si (z,y) # 0 on obtient
une absurdité en considérant un équivalent quand X tend vers 0.
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Par I'absurde, si {z,y) # 0, la fonction affine A — {|z||” + A{z,y) change de signe ce qui
contredit la propriété au-dessus. On en déduit {z,y) = 0 et les espaces Im(p) et Ker(p)
sont orthogonaux.

-

Exercice 19 ***

On munit 1'espace E = C! ([—1 : 1],]R) du produit scalaire { -, -} donné par
1
(u,v) = / (ut)v(t) + o' (t)v'(2)) dt
-1
et I’on introduit les sous-espé.ces vectoriels
F={feE|f(-1)=f(1)=0} et G={ge€ E|gestdeclasse C’ et g’ = g}.

(a) Montrer que les espaces F et G sont supplémentaires et orthogonaux.

Soit a et b deux réels et
Fop={uek ; u(—1) = a et u(l) = b}.

(b) Calculer
1

inf .

uch.b ._.1

(ult)® + o/ (t)%) de.

Solution
(a) Soit f € F' et g € G. En écrivant g”{t) au lieu de g(¢) dans le calcul intégral, on a

1

1
o= | (g0 + I 09 ©) de = 107 0] =0

-1

Les espaces F' et G sont donc orthogonaux et a fortiori en somme directe. Montrons que
leur somme est égale & E.

Soit # une fonction de E. Déterminons des fonctions f dans F' et g dans G telles
que v = f 4+ g.

Analyse : Supposons que (f,g) désigne un couple de fonctions convenables. La fonc-
tion g étant solution de P’équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients
constants ¥ — y = 0, il existe deux réels a et 3 tels que’

g(t) = acht+ gsht pour tout ¢ € [-1;1).

Les conditions f(—1) = f(1) = 0 définissent alors un systéme permettant de déterminer
les réels « et B

{ach(l) = Bsh(l) =u(-1) ,_ [o= zaqm () +u(-1)
ach(1) + 8sh(1) = u(1) B = gaqy (w(1) — u(-1)).
1. La solution générale de P’équation y” — y = 0 s’exprime indifféremment y(t) = Xe* + e~ ! avec

M € Rouy(t) =acht + Bsht avec o, 8 € R : on privilégie cette derniére écriture afin d’exploiter la
symétrie de 'intervaile d’étude.

t
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On en déduit la fonction g puis la fonction f =u — g.
Synthése : Posons f et g les fonctions déterminées sur [~1; 1] par

~u(l) +u(~1) u{l) — u(-1)
9(t) = 2ch(1) chi+ 2sh(1)

La fonction g appartient & G et u = f 4+ g. On vérifie par le calcul que la fonction f
satisfait f(1) = f(—1) = 0 et appartient donc a F.
Finalement, les espaces F' et GG sont supplémentaires et orthogonaux dans F.

sht et f{t) =ut) — g(¢).

(b) La borne inférieure étudiée revient & chercher la distance du vecteur nul & F, .

méthode

Fep est un espace affine obtenu par translation du sous-espace vectoriel F : la
distance du vecteur nul a celui se déduit de l'intersection de Fy 4 et de G.

A D’aide des calculs qui précédent, on peut déterminer 'unique G
fonction g, 5 appartenant & F, ; NG u Fyp
ga,b“ f >
a+b a—2b :
a t)=m ————— ht ht. >
926(8) = 5o M 2 ° T F

Les fonctions de F; , sont de la forme u = g, 4 + f avec f parcourant F. Par orthogo-
nalité de f et gqp

1
2 2 2
[ (02 4w 0) de =l = 171+ lgaal
~1
Cette quantité est minimale lorsque f est la fonction nulle. On en déduit

! 2 2 N
inf [ (0 ' (0?) dt = fgasl? = & +b3hc(1;()2> 2ab

UeE Fa‘b —1
Les derniers calculs sont résolus en observant que les fonctions ch et sh sont orthogonales
et

1
l|chj|? = [|sh|)® = /1 ch?(t) + sh2(t)d_t = l% sh(2t)i| =sh?2.

—1 N —

—

=ch(2t)

6.4.4 Produit scalaire et transposition matricielle

L’espace M, 1(R) des colonnes de taille n est muni du produit scalaire
(X,Y)y='XY

et de la norme euclidienne associée.

Exercice 20 * ‘
Soit A € M, (R). Vérifier Im(*4) = (Ker(4))™.

-
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Solution

méthode
” On vérifie que les espaces Ker(A) et Im (tA) sont orthogonaux.

Soit X € Ker(A) et Y € Im(*4). On a AX = 0 et I'on peut écrire Y = *AX’ avec X’
une colonne. On a alors

(X,Y) ='XY ='X'AX' ="(AX)X'=0 car AX =0.
Les espaces Ker(A) et Im(°A) sont donc orthogonaux ce qui permet d’écrire !
Im(*A) C (Ker(A))l.
De plus, le rang d’une matrice est le rang de sa transposée et la formule du rang donne

rg(*A) = rg(A) = n — dim Ker(A4) = dim(Ker(A4))"

Par inclusion et égalité des dimensions, on peut conclure? Im(*4) = (Ker(A))J'

[ E';ééféféé“z:[' % T LRI
SOlt Ae Mqu(R).
(@) Compaa:er les espaces Ker(A) et Ker(‘AA)

(b) Compa.rer les eSpaces Im(A) et Im(A ‘A)

"

Solution

(2) On a immédiatement Ker(A) C Ker(*AA) car, si X € Ker(A), on a AX = 0 et
donc aussi ‘AAX = 0.

méthode
| On établit inclusion réciproque en étudiant ||AX|)°.
Soit X € Ker (tAA). On a YAAX = 0. En considérant la norme euclidienne sur 1’espace

des colonnes,
[AX|? = H{AX)AX =X (PAAX) = 0.

Ainsi, AX = 0 ce qui établit I'inclusion réciproque Ker(tAA) C Ker(A) et, finalement,
Ker(*AA) = Ker(A).

(b) L’inclusion Im(A A} C Im(A) est immédiate car, si une colonne Y s'écrit A‘AX,
on peut aussi I’écrire Y = AX' avec X' ='AX.

1. Ou, et c’est équivalent, 'inclusion Ker(A) C (lm(‘A))l. L’orthogonalité des espaces ne suffit
cependant pas & affirmer leur égalité.

2. Lorsque la matrice A est symétrique (ou antisymétrique), on obtient Im{A) = (Ker(A4}) +
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méthode
On montre U'égalité par un argument de dimension et de conservation du rang
par transposition.

Par I'étude de la question précédente et la formule du rang, on peut écrire
rg(*AA) = n — dimKer(‘A4) = n — dim Ker(A4) = rg(A).
En appliquant cette formule & la matrice *A au lieu de A, il vient

rg(A°A) =1g(*A) donc rg(A’A) =rg(A).

Finalement, par inclusion et égalité des dimensions, on conclut Im (A tA) = Im(A).

f Exercice 22 *¥
Soit A une matrice de M, (R) vérifiant A% = O,,.

(a) Etablir Ker(‘A + A) = Ker(A4) N Ker(*A).
(b) En déduire

vy

‘A+ A € GL,(R) <= Im(A) = Ker(4).

\
TR T W e DL B G M Do

Solution

(a) On a immédiatement
Ker(A) N Ker(*A) C Ker(*A + A)

car une colonne X annulant A et 4 annule aussi 4 + A.

Inversement, soit X € Ker(*A 4+ A). On sait *AX + AX = 0. Afin d’exploiter ’hypo-
theése A? = O, on multiplie & gauche par A ce qui donne

AAX + A%X = ATAX = 0.

méthode
| On fait apparaitre une norme euclidienne en multipliant a gauche par *X.

On obtient
‘X A'MX ="(AX)AX = |tax]|.
N
=0
On en déduit ‘AX = 0. La relation initiale *AX + AX = 0 donne alors AX = 0. Ainsi, la
colonne X appartient & Ker(A) et Ker(*A).

Finalement, on a obtenu I'égalité demandée par double inclusion.

{(b) ( = ) On suppose la matrice 4 + A inversible. On a alors

Ker(A) N Ker(*A) = Ker(*A + 4) = {0}.
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Les espaces Ker(A) et Ker(‘A) sont, donc en somme directe ce qui entraine
dim Ker(A) + dimKer(*4) < n
Par la formule du rang, il vient alors
dim Ker(A) € n — dimKer(*4) =rg(*4) = rg(4).

Cependant, I’hypothése A? = O, entraine Im(A) C Ker(A). Les espaces Im(A) et Ker{A)
sont donc égaux.

( <= Supposons Im(A) = Ker(A). Etudions le noyau de ‘A4 + A. Soit X une colonne
élément de ce noyau. La colonne X appartient alors & Ker(A) N Ker(*A). En particu-
lier, X appartient & Ker(A4) donc & Im(A). On peut alors introduire un colonne X’ telle
que X = AX’. De plus, X appartient a Ker(tA) et alors

'AX ="AAX" = 0.
En multipliant 3 gauche par la ligne *X’, on obtient

X117 = [AX'||" = X *AAX" = 0
=0
et donc X est la colonne nulle. Ainsi, le noyau de ‘A + A est réduit & Pélément nul et ’on
peut affirmer que la matrice *A + A est inversible.

4

Exercu:e 23 ** : .
5011; A € M, (R) vérifiant JAX] < [|X H pour toute coloﬁne X de My, 1(]R)

(a) Montrer fAX|l < || X} pour toute colonmne. X de M,,, 1(R)
(b) Sort Xe My, 1(R) vérifiant AX = X. Montrer f‘AX X

Solution

(a) méthode
| On emploie I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Soit X € M, 1(R). On peut écrire
IPAX])" = F(PAX)AX =X A'AX = (X, A'AX).
Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
l'ax|* = (x, a'Ax) < || X]|}latAx].
L’hypothése vérifiée par la matrice A permet d’écrire ||A*AX|| < ||*AX || et donc
lax|” < Ix|llax|.

On peut alors affirmer ||°AX|| < || X|| que la colonne “AX soit nulle ou non.
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(b) méthode
| On étudie |'AX — X||*.

On développe le calcul de la norme euclidienne par identité remarquable
[fAx - X|)* = ['AX || - 204X, X) + | X|1%.
Par la définition du produit scalaire, on remarque
(CAX, X) ="("AX)X = ' XAX = XX = | X}’

et donc ) \ ,
[‘AX — X||” = |IfAx|]” = 1 X1 < X )° - X112 =

On peut alors conclure ‘AX = X.

6.4.5 Polynoémes orthogonaux

[ Exercice 24 ** (Polyndmes orthogonaux de Legendre)
Dans ce sujet, on identifie polyndme et fonction polynomiale associée sur {—1;1}.
On munit 'espace E = C([—1;1],R} du produit scalaire

(flg) = /_ @)t

Pour n € N, on introduit le polynéme P, = Uy, ) avec U, = (X - 1)™(X +1)™

(a) Montrer que P, est un polynéme de degré n orthogonal & tout polynome de
degré inférieur a n — 1.

(b) Etablir que, pour toute fonction f de 'espace préhilbertien E,

Solution

(a) Le polynéme U, est de degré 2n et donc, par dérivation a l'ordre n, le degré de P,
vaut deg(U,) — n = n.
Soit Q un polyndéme de degré inférieur a n — 1. Calculons (P, | Q).

méthode
| On procede par intégration par parties ol 'on dérive le polyndme Q.

On réalise une premiére intégration par parties o 'on intégre P, = U™ en U .

1
i@ = [ P =[urrwew)] - [ reoea

1



6.4 Exercices d’entrainement 273

Les valeurs 1 et —1 sont racines de multiplicité n du polynéme U, elles sont donc aussi

racines des polynémes U/, ..., 1), L’égalité précédente devient alors

1
(Pal@Q)=— f Ul ()Q' (1) de.

On répete ces intégrations par parties jusqu’a disparition par dérivation du polynéme ¢

(P Q) = /_11 UrAmQ (¢ dt = - = (—1)" /: U, (0)QM(t)dt =0 car Q™ =0.

Le polynéme P, est donc orthogonal & tout polyndme de ¢ de degré inférieur a n — 1.

(b) méthode
| On introduit une famille orthonormale totale.

La famille (P,)nen est une famille orthogonale car, pour tous m et n entiers naturels
vérifiant m < n, on a (P, | Pp) = 0 puisque P, est de degré inférieur a n — 1. Aucun
polyndéme P, n’est nul et 'on peut donc diviser chacun par sa norme afin de former une.
famille (@, )nen orthonormale. Enfin, cette famille (@, )nen est totale dans ’espace . En
effet, celle-ci est constituée de polyndmes de degrés étagés! et engendre donc I'espace P
des fonctions polynomiales sur [—1;1]. Par le théoréme de Weierstrass, P est une partie
dense? de E pour la norme uniforme et donc pour la norme euclidienne qu’elle domine.
On peut alors écrire (Th. 7 p. 247)

Z(lef)Qk=Z(Pk1f2)Pk > f
k=0

projeté de f sur R, {X]
la. convergence étant a comprendre au sens de la norme euclidienne.

| Exercu:e 25 Ak (Po “de :Tchebychev)
'cti,on.polynomla.le assomee sur [ -1; 1]

V.

T, _ Tn_ pour toutn 1.

(b) Soit n € N. Mantrer T (cos 9) cos(nﬂ):'pour tout reel 0
{c) Btablir que (Tn)neN %t ne fami hogonale totale de E.

1. Voir sujet 24 du chapitre 7 de 'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI.
2. Cette étude est déja détaillée dans le sujet 4 p. 251.
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Solution

(a} L'intégrale définissant {f, ¢) est généralisée en 1 et en —1. Commencons par jus-
tifier sa convergence.

méthode
La fonction ¢t — f{t)g(t) est bornée sur [—1;1] et t — 71—1_7 est intégrable
sur |—1;1[.

Soit f et g deux fonctions éléments de F. La fonction fg est continue sur ie seg-
ment [—1; 1] donc bornée par un certain réel M. On a alors, pour tout ¢ € ]-1; 1],

\f If(f (t)l M
1—t2 V1 — 12 s N

Or la fonction t — \/1—1:?7 est intégrable sur |—1; 1[ car positive et de primitive ¢ + arcsint
qui admet des limites finies en 1 et en —1. Par domination on peut affirmer 'intégrabilité

de t — l)g(t) sur ]—1;1[ et donc la convergence! de I'intégrale définissant (f, g).

Ainsi, application (-, -) est bien définie de F x F vers R. Vérifions ensuite qu'il s’agit
d’une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Pour f,g,h € E et A\, p € R, on vérifie aisément

(. [y =({f,g) et (f,Ag+ uh)= X, g)+ u(f h).

Aussi, pour f € FE

1 (t)z
el

De plus, si {f, f} = 0, on obtient une intégrale nulle d’une fonction continue et positive

qui est donc la fonction nulle. On en déduit que f est nulle sur |—1;1[ puis sur [—1;1]
par continuité en 1 et en —1.

Finalement, { -, -) est un produit scalaire sur F.

£,y = t=0.

{b) Soit & € R. On vérifie la propriété T, (cosf) = cos(nf) par récurrence double
sur n € N. '

Pour n = 0 et » = 1, la vérification est immédiate.
Supposons la propriété établie aux rangs n — 1 et n (avecn 2 1). On a

Tnt1(cos8) = 2cos(8)T,(cos ) — T,,_1{cos #).
Par hypothéses de récurrence, on poursuit le calcul

Try1(cosf) = 2cos(B) cos(nd) — cos((n — 1)8).

1. On peut aussi réaliser le changement de variable ¢ = cos § qui transforme 1'intégrale étudiée en une
intégrale faussement généralisée.
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On développe le terme cos((n — 1)) en cos(nd) cos(f) + sin(nd) sin(#) et l'on obtient
Th41(cos ) = cos(nf) cos(8) — sin{nd) sin(f) = cos((n + 1)8).
La récurrence est établie.

(c) Commengons par vérifier que la famille est orthogonale.

méthode

| On réalise le changement de variable ¢t = cos#.

Soit m et n € N distincts. Par le changement de variable proposé avec 8 € [0; 7]
(T, Trm) = ] cos(nf@) cos(m@) do.
0

On linéarise 'expression trigonométrique par la formule

cos(a) cos(b) = %(cos(a + b) + cos(a — b))

et ’on poursuit le calcul avec des divisions par m — n et m + n qui sont possibles car ces
entiers sont non nuls :

(T, Tn) = 1 /1r cos((n +m)d) df + % /7r cos((n — m)6) df
0 0

2
1 [Sin((n + m)@)]7r N {sin((n — m)ﬁ?)]7r Y

2 n+m

1

2 2
0

Montrons maintenant que la famille est totale, c’est-a-dire que I'espace qu’elle engendre

est dense dans E. Par récurrence double !, on vérifie que deg(7},) = n. La famille (T,)nen

est done une famille de polynémes de degrés étagés : elle engendre ’espace des fonctions

polynomiales sur [—1;1]. Par le théoréme de Weierstrass, ce dernier est dense dans £

pour la norme || - ||, et ’est aussi pour la norme associée au produit scalaire (-, -) car
celle-ci est dominée par || - || . En effet, pour toute fonction f de E,

1 2 1/2 1 2 1/2
=vn= ([ 2a) < ([ Mea) - ..

La famille (T}, )nen est donc totale.

1. On retrouvera celle-ci détaillée dans le sujet 28 du chapitre 5 de 'ouvrage Ezercices d’algébre el
de probabilités MPSI
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Exercice 26 **
Soit I un intervalle non vide de R et w: I — R une fonction continue & valeurs
strictement positives telle que t — t"™w(t) est intégrable sur I pour tout n € N.

On munit R[X] du produit scalaire?
(P,Q) = / P(t)Q(t)w(t) dt.
I .

(a) Etablir I'existence et 'unicité d’une suite (Py,)nen formée de polyndmes deux
a deux orthogonaux et ot chaque polyndéme P, est de degré n et de coefficient
dominant 1. ' ’

Soit n = 1. _ -

b) Montrer que le polynéme P, — X P, est orthogonal a tout polynéme de degré

+ g

inférieur & n — 2. _

(c) En déduire I’existence de réels a, et b, tels que P31 = (X —a,) P, — bnPr-1.

(d) Vérifier

(Xp'mpn) (XPniPn——l>
Qn = ———5— bn =5 -
[ | P li”

e TFTe T

Solution

(a) méthode

Par analyse-synthése, on montre I'existence et 'unicité de la famille (Pp)nen
en observant que P, est choisi dans l'orthogonal de R,,_; [X].

Analyse : Supposons la famille { P, },en convenable. Le polyndme Py est de degré 0 et
de coefficient dominant 1, ce ne peut étre que le polyndme constant égal & 1. Pour n > 1,
le polynome P, est de degré n et orthogonal aux polynémes Fy, ..., P,_1. Or ces derniers
constituent une famille de polynémes de degrés étagés qui est une base de R,_1[X]. Le
polynéme P, appartient donc a la droite normale de 'hyperplan R,_;[X] dans R,{X].
Sur cette droite il figure un seul polynéme de coeflicient dominant 1 ce qui détermine P,

de fagon unique 2.

Synthése : Considérons la famille (P, ),en déterminée par les conditions : Py = 1 et,
pour tout n = 1, P, est le polyndéme de coefficient dominant 1 figurant sur la droite nor-
male de I'hyperplan R,,_;[X| dans R,[X]. Ce polynéme P, est de degré n car appartient
a R,[X] sans appartenir a R, _1[X] puisqu’il est non nul. Au surplus, il est orthogonal
aux polynémes Fy, ..., P,_1 car ceux-ci appartiennent tous a R,,_;[X].

Finalement, la suite (P, ),cn ainsi définie est solution.

1. On vérifie aisément que cette application définit un produit scalaire notamment parce que la
fonction w est & valeurs strictement. positives sur I ce qui entraine (P, P} > 0 pour P # 0.
2. On retrouve ici une mise en place de 'algorithme de Schmidt.
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(b) méthode
Pour P et {Q deux polynémes réels, on remarque

(XP,Q) = [ tPIQU(Bd = (P.XQ).
I

Pour n = 1, un polynéme de degré inférieur & n — 2 est le polynéme nul et la propriété
est entendue. On suppose dans la suite n > 2. Soit @ un polyndme de R,,_2[X]. On écrit

<Pn+1 _Xme> = (Pn+1aQ> - (XPmQ) = (Pn+1:Q> - (PH’XQ>'

Lors de ’analyse de la question précédente on a vu que P, est orthogonal & tout polynéme
de R, [X]. Ici, XQ appartient & R,,_;[X] et donc {P,, X@) = 0. Un argument semblable
donne aussi {Pp41,Q) =0 et donc (P41 — X P,,Q) =0.

(c) Les polyndmes P4, et X P, sont tous deux de degré n + 1 et de coefficient
dominant 1. I y a donc simplification des termes de plus haut degré dans le calcul
de P,4+1 — X P, ce qui permet d’affirmer

Poi1 — X P, € Ry[X).

Le polynéme P, — X P, est donc combinaison linéaire des polyndémes Fy,..., P, qui
constituent une base orthogonale de R,[X]. Cependant, P,,4; — X P, est aussi ortho-
gonal aux polynémes Py, ..., P,_2 et est donc seulement combinaison linéaire des poly-
noémes P,,_; et P,. On peut donc écrire

P,y -XP,=—0,P, —b,FP,_1 avec a,,b, €R

ce qui donne, apres réorganisation des membres, la relation voulue.

(d) méthode
| Le polynéme P,,; est orthogonal aux polyndmes P, et P,_;.

D’une part, {Pn41, Pn) = 0 donne par linéarité

XP,, P,
—— ——— | 2]
=“Pn|lz =0
D’autre part, (P, 11, P,—1) = 0 fournit
XP,, P,
(XPna Pn—l) — Qn (Pnapn—1> — bn (P'n.—la Pn—l) donc b, = (_“__“—2—1>*
N —_— 1P|

=0 =} Pull?

On peut aussi remarquer (X P, P,_1) = (P, X Pp_1) = 1212

-
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6.5 Exercices d'approfondissement

Exercice 27 *
Soit £ un espace vectoriel euclidien.
Montrer que 'ensemble {(z,y) € E? | (z,y) libre} est un ouvert de £2.

Solution

méthode
Par I'étude du cas d’égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz on sait :

(z,y) est libre <= |(z]y)] < ||z Iy
Considérons 'application f: E? — R définie par
flz,y) = |zl Iyl = (z]w).

L’application f est continue sur E? car la norme || -{| est continue et le produit sca-
laire est continue! car bilinéaire au départ d’un espace de dimension finie. L’ensemble
{(z,y) € E*|(z,y) libre} est I'image réciproque de l'ouvert }0; +oo[ par cette applica-
tion continue, c’est donc un ouvert relatif & £?, c’est-a-dire un ouvert de E2.

Exercice 28 ** (Produit vectoriel)
Soit 7 et ¢ deux vecteurs d’un espace euclidien orienté E de dimension 3.

(a) Montrer qu’il existe un unique vecteur noté @ A ¥ dans F vérifiant *
(4,7, = (EAT|Z) pour tout Z € E.

Le vecteur @& A ¥ est appelé produit vectoriel de 4 par 7.
(b) Vérifier que % A ¥ est un vecteur orthogonal & 4 et 7.

(c) Montrer que la famille (@, 7') est libre si, et seulement si, % A ¥ est non nul.
Observer que la famille (%, ¥, 4 A 7) est alors une base directe.

{d) On introduit une base orthonormale directe B = (3, 7, E) telle que 4 € Vect(7)
et ¥ € Vect(7, 7). Exprimer le vecteur % A 7 et vérifier la formule 3

@l ?)? + lanal” = |a|* |5|° .

1. Plus généralement, le produit scalaire est continue pour la norme euclidienne associée.

2. |@,7, @] désigne le produit mixte des vecteurs @, # et @, c’est-a-dire le déterminant de la famille
(i, U, % ) dans une base orthonarmale directe de E.

3. D’autres propriétés classiques sur le produit vectoriel peuvent étre établies comme sa bilinéarité ou
la formule du double produit vectoriel A (FA W) = (¥|w)v — (|7 ). Notons que le produit vectoriel
n'est pas associatif et qu'il est anticommutatif TAT = —(T A T).
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Solution

{a) méthode

On introduit €A% par le théoréme de représentation des formes linéaires (Th. 1
p. 245). .

Le produit mixte est une forme multilinéaire sur £ Papplication ¢: £ — [11', U, % ] est
donc une forme linéaire sur 1’espace euclidien E. Il existe alors un unique vecteur 4 A v
vérifiant (%) = (€ A U|Z) pour tout Z € E.

(b) méthode

Le produit mixte d’une famille de vecteurs est nul si, et seulement si, cette
famille est liée.

On en déduit
(UATlE) = [11',17,11’] =0 et (GAT|T)= ['&',17,17] =0.

(c) Raisonnons par double implication.

(=) Si la famille (%, ) est liée, o(&) = [&,¥,&] = 0 pour tout Z € E et 'unique
vecteur représentant la forme linéaire nulle est le vecteur nul : €A% = 0.

( <= ) Supposons la famille (%, ¥) libre. On peut introduire un vecteur @ complétant
celle-ci en une base et alors [ﬁ', T, W ] # 0 ce qui entraine ¥ A v # 0.

Au surplus, si tel est le cas

[2,9,8AT] = (@AT|EAT) = [EAT|* >0

et la famille (4, ¥, 4 A 7') est une base directe.
(d) On introduit les coordonnées des vecteurs 4 et ¥ dans B
u=wu? et T=uvT+vey] avec up,v;,vs € R

Pour tout ¥ € E de coordonnées x4, 2, z3 dans e, on a alors

T v I .
['&',17,5:‘} =0 w2 2| =uivezs = {(u vk, T).
0 0 3

Par conséquent, ¢ A ¥ = u;v2k et donc

(@] F)2 + ZAT|° = (wmv1)? + (wve)? = ud (0?2 +03) = [@° 7]
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UAV

Les différentes propriétés obtenues permettent de \

positionner le vecteur % A ¥.
Lorsqu’il n’est pas nul :
—1il est orthogonal & @ et 7; ~

—la famille (i, 7, @ A7) est directe; v
—lEAd] = |lE]| |7]siné 0
avec 8 'angle géométrique ! formé par @ et ¥. -
U

Exercice 29 **

Soit £ un espace préhilbertien réel.

(a) Etablir inclusion F  (F1) pour tout sous-espace vectoriel F de E.

On se propose d’établir par un exemple que cette inclusion peut étre stricte. On
introduit pour cela ’espace £ = R[X]| muni du produit scalaire donné par

Pl = [ PO
(b) Montrer que .
H= {P € R[X]| / It P(¢) dt = 0}

est un hyperplan fermé de E.
(c) Soit Q € H*. Etablir que, pour tout P € R[X],

/_ 11 P)Q(E) dt = ( /; 11 It P(t) dt) ( /_ 11 Q) dt).

(d) Vérifier que H' = {0} et conclure.

Solution

(a) On sait F C (F4)" et 'on sait que (1) est fermée car Porthogonal d’une partie
est un fermé?. Les limites des suites convergentes d’éléments de F' appartiennent donc
a (FU1, cest-a-dire F C (FH)-.

(b) méthode
| On montre que H est le noyau d’une forme linéaire continue.

—

1. L’angle géométrique formé par deux vecteurs @ et ¢ est 'unique angle & de [0;n] pour lequel
on vérifie (i,¥) = ||| ||7]}cosf. Ce n’est pas un angle orienté mais seulement une mesure de I'écart
angulaire formé par deux vecteurs : un angle orienté ne peut étre défini qu’a U'intérieur d’un plan orienté
et correspond a une mesure modulo 27.

2. Voir sujet 7 p. 253.
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Par définition, H est le noyau de la forme linéaire non nulle

1
w: P / [¢| P(t) dt
—1

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout P de R[X

erl < ([ 11 t? dt)m ( f dt)w \f 1P

Ceci détermine un réel & pour lequel |cp P)| € k||P|| ce qui assure que lapplication
linéaire ¢ est continue. Son noyau, qui est 1'image réciproque du fermé {0}, est donc un
hyperplan qui est un fermé relatif & £ donc un fermé de F.

(c) méthode
On interpréte la différence des deux membres comme le produit scalaire de
avec un polyndme de H.

Soit P € R{X]. On étudie la différence des deux membres ol Pon considére P'intégrale
de t > |t| P(t) comme une constante réelle A

/_11 P@)Q(t)dt - ( / 11 1l P(t) dt) (/1 Q) d‘) B fjl(P(t) ~ Q) dt
y 4 N——

=X€eR =R(¢)

Le polyndme R introduit appartient a H car

1 1 1
flth(t)dt:/ |t|P{t)dt—/ Atldt =X - X =0.
—1 -1 -1

Le polyndéme () appartenant & 'orthogonal de H, on a (R|@Q) = 0 ce qui produit 1'égalité
voulue.

{d) En considérant cette fois 'intégrale de ¢} comme une constante réelle y, on obtient
pour tout P € R[X],

]_ 11 P(t)Q(t)dt — ( /_ 11 It| P(¢) dt) ( L 11 Q) dt) = L 11 P()(Q(t) — u|t]) dt = 0.
—

=u€eRk

Ceci entraine ! que la fonction # —» Q(#)—u |¢| est nulle sur [~1; 1]. Cependant, la fonction
valeur absolue n’est pas polynomiale sur [—1;1] et 'on a donc nécessairement u = 0
puis @ = 0. Ainsi, H* = {0}.

Finalement, on a (Hl)L — E alors que H = H # E : l'inclusion H C (Hl)l
stricte.

1. Voir sujet 4 p. 251.
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Exercice 30 ** (Quadrature par la méthode de Gauss)

Soit a < b deux réels. Dans ce sujet, on identifie polynéme et fonction polynomiale
associée sur [a;b]. On munit l'espace E = C([a;b], R) du produit scalaire

b
(flg) = [ F(®)g(t) dt.

Soit n un entier naturel.

(a) Montrer qu’il existe un polynéme G de degré n+ 1 orthogonal & tout polynéme
de R,[X]. '

(b) Montrer que le polynéme G admet exactement n 4 1 racines distinctes toutes
dans Pintervalle |a; b[.

On note zg,...,Z, les racines de G, wy,...,w, des réels et 'on pose, pour toute
fonction f de F, :

b n
&)= [ 10dt =Y wnflon)
a k=0

(c) Montrer qu'il est possible de choisir les réels wy, . .‘.‘,w,,, de sorte que E(P) = 0
pour tout polyndéme P de R, [X]. :

(d) Vérifier alors que £(P) est aussi nul pour tout polyndme P de degré inférieur
a2n+1. o ‘

(e) Justifier que les wy, sont tous positifs.

Solution
(a) R,[X] est un sous-espace vectoriel de dimension
finie de £, on peut donc introduire la projection ortho-
gonale sur celui-ci (Th. 3 p. 245). On considére alors le
projeté orthogonal P de X"*! et G = X™*! — P. Le po-
lynéme G convient car de degré n + 1 et orthogonal! 3
tout polyndme de R, [X].

(b) méthode
| On introduit un polynéme ayant le méme signe que G sur [a; b).

Notons z1,...,zp les racines de multiplicités impaires de G appartenant a |a;b[ et
considérons le polyndome
P = (X—.’L'l)(.X—iZ}p)

Le produit GG P détermine un polynéme de signe constant sur [a ; b] car ses racines sur |a ; b[
sont de multiplicités paires. La fonction ¢ — G(t)P(t) est alors continue sur [a;b], de
signe constant, sans étre la fonction nulle : son intégrale sur {a;b] ne peut étre nulle.

1. On peut aussi employer que R,{X] est un hyperplan de R,+1[X] : tout élément non nu!l de sa
droite normale convient.
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Le polyndme P est donc de degré au moins égal a n + 1 et G posseéde au moins n + 1
racines de multiplicités impaires dans |a;b[. Or le polynéme G est de degré n + 1 et
I'on peut donc affirmer que G possede exactement n + 1 racines, toutes simples et dans
I'intervalle |a; b[.

(c) méthode
|| On introduit les polynémes interpolateurs de Lagrange en les xg, ..., ;.

Pour k£ € [0;n], notons Ly le polynéme de degré n prenant la valeur 1 en zx et la
valeur 0 en z; pour tout j # k. Pour tout P polynéme de R,[X], on peut écrire

n
P=>" P(zy)Lx
k=0

car! les polyndmes dans les deux membres sont de degrés inférieurs & n et prennent les
mémes valeurs en les n + 1 points zg,...,Z,. On a alors par linéarité de 'intégrale

/: P(t)dt = :;)(P(:ck)/: Li(t) dt) = kz;wkp(ack) avec wg = /ab Le(t) dt.

Ainsi, pour ces valeurs wy indépendantes de P, on a £(P) = 0.

(d) Soit P un polynéme de degré inférieur a 2n + 1.

méthode
| On réalise la division euclidienne de P par G.

La division euclidienne de P par G s’écrit
P=GQ+ R avec deg(R)<n.

Puisque le polynome P est de degré inférieur a 2n + 1, le polyndéme quotient @) est de
degré inférieur a n et est donc orthogonal & G. Par conséquent,

b 1
/P(t)dt=(G|Q)+/ R(t) dt.
a T Q .

Or le polyndéme R est de degré inférieur a n et prend les mémes valeurs que P en les i
qui sont les racines de G

On en déduit . .
/ P(t)dt = S weP(zy) puis E(P) =0,
a k=0

1. La famille des polynémes de Lagrange en n + 1 points est une base de R, [X].

-
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(e) Soit j € [0;n]. Le polynome P = L? est de degré 2n et donc

n b
W; = Zka?(wk) = / Lj(t)z df P 0.
k=1 a

Exercice 31 **¥
Soit E un espace vectoriel réel et || - || une norme sur E.
Montrer que la norme || - || est euclidienne ! si, et seulement si,

lz +yll” + llz ~ 9ll” = 2(hall” + [lgll*)  pour tout (z,y) € B>

\ y |
Solution
Raisonnons par double implication.
( = ) Supposons la norme |} - || euclidienne et notons (- | -) le produit scalaire associé.
Par les identités remarquables
2 2 2
iz + o™ = =l + 2(z|y) + ||yl (1)

llz = yll* = Jall* — 2(2]y) + lyll* (2)

on obtient directement ’identité voulue 2.

( <= ) Supposons 'identité du sujet vérifiée. Une petite analyse est nécessaire pour
proposer un produit scalaire dont la norme serait issue. En exploitant ’identité remar-
quabie {1} on pourrait proposer

@ly) = 5 (= + 9l ~ el - ol

mais cette expression semble mal se préter & ’hypothése en cours. En considérant la
différence des relations (1) et (2), on propose plutét

1 2 2
@ly) = 7 (= + 9l = lle - ).
Considérons donc I'application ¢: £ x E — R définie par la formule
1 2 2
plz,y) = iz +yli” = llz = yll°).
L’application ¢ est symétrique et vérifie o(x,z) = ||lz||* > 0 pour tout z € E non
nul. La difficulté est d’établir qu’elle est bilinéaire. Compte tenu de la symétrie, il suffit

d’étudier la linéarité en la deuxiéme variable.
Soit z,y, z trois vecteurs de F.

1. C’est-a-dire que la norme || - || est la norme euclidienne associée & un produit scalaire sur E.
2. Celle-ci est I'identité du parallélogramme : la somme des carrés des diagonales d'un parallélogramme
est la somme des carrés de ses quatre cotés.
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meéthode
| On vérifie pour commencer ¢(2z,y + 2) = 2¢(z,y) + 2¢(z, 2).

On écrit
1 2 2
e2z,y+2) = 7(lle+y) + @+ = @ -9+ - 2)°).
Gréace a la propriété vérifiée par || - ||, on a
2 2 2 2
lz+y)+(z+2)| =2lz+yl" +2lz+ 21" — |y —2[° et
2 2
@ —y)+ (@ -2)||" =2z —ylI* +2llz - 2i* - |z - yl|”

Aprés simplification et organisation des termes
1 2 2 2 2\
02,y +2) = 5 (lz+ 9l = llz =yl + llz + 2 = llo — 2I%) = 20(z,3) + 20(z, 2)

En particularisant cette relation & z = O, il vient ©(2z,y) = 2p(z,y) car ¢(z,0g) = 0.
On en déduit que, pour tous z,y et z dans F,

o(z,y + 2) = p(z,y) + (z, 2).
Il reste & justifier 'identité ¢(z, Ay) = Ap(z,y) pour tout A réel.

méthode
On introduit la fonction f: A — @(z, Ay) définie sur R et I'on vérifie que
celle-ci est continue et additive.

Soit A et p deux réels. Par I’étude qui précede

FOAH )y = oz, A+ wy) = oz, Ay + py) = o(x, Ay) + oz, py) = F(A) + fw)

L’application f est donc additive. Elle est aussi continue par opérations sur les fonctions
car la norme || - || est continue. On sait! alors que f est une fonction linéaire. On peut

donc écrire
elz, Ay) = fF(A) = Af(1) = dp(z,y) pour tout A € R.

Finalement, ¢ est bien un produit scalaire sur F et la norme introduite est la norme
euclidienne associée.

1. Voir par exemple le sujet 22 du chapitre 7 de l'ouvrage Ezercices d’analyse MPSI.
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Endomorphismes des espaces euclidiens

E désigne un espace euclidien de produit scalaire! (- | -) et n un entier naturel non nul.

7.1 Isométries vectorielles

7.1.1 Deéfinition

Définition
On appelle isométrie vectorielle? de E tout endomorphisme u de E conservant la
norme euclidienne, c’est-a-dire vérifiant ||u(z}|| = ||z| pour tout z € E.

Les isométries vectorielles conservent aussi le produit scalaire et par conséquent I’ortho-
gonalité. Elles transforment une base orthonormale en uné base orthonormale et cette
propriété caractérise les isométries parmi les endomorphismes.

L’ensemble O(FE) des isométries de F est un groupe pour la composition des applications,
on l'appelle groupe orthogonal de K.

Théoréme 1
Si F est un sous-espace vectoriel stable par une isométrie vectorielle u, le supplé-
mentaire orthogonal F'* est aussi stable par .

1. On utilisera aussi indifféremment la notation (-, - ).
2. On parle aussi d'automorphisme orthogonal.
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7.1.2 Réduction d’une isométrie en base orthonormale

Les isométries vectorielles correspondent aux endomorphismes représentés par une ma-
trice orthogonale ’ en base orthonormale. En choisissant correctement cette base, on peut
proposer une représentation simplifiée :

Théoréme 2

Si u est une isométrie vectorielle de F, il existe une base orthonormale de F dans
laguelle la matrice de u est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme

cos@ —sin@

1), (1) ou (sme cosa) avec 8£0 [n].

Autrement dit, E est la somme directe orthogonale des espaces Ei (), E-1(u) et de
plans sur lesquels 1’endomorphisme induit par « est une rotation non triviale.

\ J

Toute matrice orthogonale est donc semblable? par une matrice de passage orthogonale
a une matrice diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme

(1), (=1) ou (‘3089 ‘Sing) avec 6% 0 [r].

sinf cosé

7.1.3 Isométries vectorielles positives en dimension 3

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. A cause de la nature géométrique de
ce qui suit, on adopte une notation fléchée des vecteurs.

Orientation induite

Soit P un plan de Vespace F et D = P sa droite normale. Il n’existe pas a priori
d’orientation préférentielle ni sur P, ni sur D.

On choisit arbitrairement une orientation sur IJ par l'introduction d’un vecteur unitaire ¢
déterminant le sens positif : on dit alors que la droite D est un aze.

On compléte & en une base orthonormale directe B = (@,7,%) de 'espace E. La fa-
mille (¥, @) est alors une base orthonormale du plan P. En choisissant celle-ci pour base
orientée de référence de P, on dit que 'on munit le plan P de 'orientation induite par
celle de D.

1. Une matrice orthogonale de taille n est une matrice A de M, (R) vérifiant ‘A4 = I,. L'en-
semble Oy, (R) de ces matrices est un groupe multipticatif que I’on appelle groupe orthogonal d’ordre n.

2. On dit aussi orthogonalement semblable pour signifier que la matrice de passage peut étre choisie
orthogonale.
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+1|D +1|D

P =D+

Si I'on renverse 'orientation de D, 'orientation induite sur P est elle aussi inversée.

g1

=1

Al

Rotation de I'espace

Une isométrie positive! f de E peut
étre représentée dans une base ortho- D
normale directe B = (4, v,w) par la
matrice

1 0 0
0 cosf —sinf
0 sinf cos@

On introduit alors la droite D dirigée
et orientée par le vecteur % et le plan
P = Vect{(¥,%w) muni de l'orienta-
tion induite. L’isométrie f agit comme
I'identité sur 'axe D = Vect(%) et
comme la rotation d’angle 8 sur le
plan P = D+,

Définition

On dit que [ est la rotation d’aze dirigé et orienté par u et d’angle 8. On la note
Rotz 6.

Les isométries positives de E se limitent aux rotations qui viennent d’étre décrites, on
dit que SO(E) est le groupe des rotations de E.

11 est facile de composer deux rotations de méme axe et celles-ci commutent :
V(O, 9’) € Rz, Rota,e o Rotz,e = Rotgzg+er = Rotz g oRotgzp.

L’inverse d’une rotation est une rotation de méme axe et d’angle opposé.
La composée de deux rotations d’axes différents est une rotation mais celle-ci n’est pas
immédiate & caractériser.

1. Les isométries de E se partitionnent en les isormétries positives de déterminant 1 et les négatives
de déterminant —1. Les isométries positives conservent l'orientation et 'on parle parfois d'isoméiries
directes.
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Classification

Soit f une isométrie de ’espace £ autre que 'identité. Par le théoréeme Th. 2 p. 288, on
peut affirmer :
— si I'espace Ker(f — Idg) est une droite vectorielle, ’endomorphisme f est de déter-
minant 1, c’est une rotation autour de cette droite® ;
-~ si I'espace Ker(f — Idg) est un plan vectoriel, f est la réflexion par rapport a ce
plan.
Le cas ou l'espace Ker(f — Idg) est réduit au vecteur nul sort du cadre du programme.
On peut cependant établir que f est alors la composée d’une réflexion et d’une rotation
autour de la droite normale au plan de réflexion.

7.2 Endomorphismes symétriques

7.2.1 Définition

Définition
Un endomorphisme u de E est dit symétrigue lorsque (w(z)|y) = (z|u(y)) pour tous
les vecteurs z et y de F.

Les projections orthogonales sont des endomorphismes symétriques et, inversement, une
projection qui est un endomorphisme symétrigue est orthogonale.

Théoréme 3 _ ¢

Soit w € L(F) et e = {e3,...,e,) une base orthonormale de F. On a équivalence
entre :

(i) w est symétrique;

(ii) la matrice de u dans e est symétrigue.

L 7/

L’ensemble S(F) des endomorphismes symétriques de F est un sous-espace vectoriel
de L(FE) isomorphe a I'espace S,(R) des matrices réelles de taille n. L’espace S(F) est
donc de dimension

n{n+1)

——

7.2.2 Réduction des endomorphismes symétriques

Théoreme 4

Si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par un endomorphisme symétrique u,
’espace F'* est aussi stable par .

Les endomorphismes induits par u sur F et F'1 sont encore symétriques.

1. On verra dans le sujet 2 p. 292 comment en déterminer ’angle.

-
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Théoréme 5 (Théoréme spectral)

Si © est un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E alors F est la somme
directe orthogonale des sous-espaces propres de u.

En conséquence, tout endomorphisme symétrique est diagonalisable dans une base or-
thonormale !.

Théoréme 6 (Théoréme spectral matriciet)

Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable par une matrice de passage or-
thogonale 2.

Ainsi, toute matrice A de S, (R) peut s’écrire A = PDP~}, ou encore A = PD'P, avec
P € O,(R) et D diagonale.

Une matrice symétrique complexe peut ne pas étre diagonalisable.

7.3 Exercices d’apprentissage

7.3.1 [Isométries vectorielles

[ Exercice 1 o | |

Soit % une isométrie vectorielle d’unespace euclidien E de produit scalaire (-, ).
(a) Quelles sont les valeurs propres réellos possibles de u?
(b) Vérifier que les espaces propres associés sont orthogonaux.

(c) On suppose que F et G sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de F.
Que dire des espaces images u(F) et w{G) 7

Solution

méthode
Une isométrie est un endomorphisme qui conserve le produit scalaire, la norme
et 'orthogonalité.

(a) Soit A € R une valeur propre de u et = un vecteur propre associé : x est un vecteur
non nul vérifiant u(z) = Az. En considérant la norme des deux membres de cette égalité
on obtient

lu@)|| = Azl = A =] -

Or |lu(z)|l = ||| car u conserve la norme et donc |A]||z|| = ||z||. En simplifiant par ||z
qui est non nul, on obtient |A| = 1. Ainsi, les seules valeurs propres réelles possibles d’une
isométrie vectorielle sont 1 et —1.

1. On dit que les endomorphismes symétriques sont orthogonalement diagonalisables.
2. On dit que les matrices symétriques réelles sont orthogonalement diagonalisables.
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(b) Soit z et y des vecteurs ' appartenant aux espaces E)(u) et E_;(u). Onau{z) = z
et u(y) = —y donc
(u(z),u(y)) = (z,—y) = —(z,y).

Cependant, (u(z),u(y)) = {x,y) car 'isométrie conserve le produit scalaire. On a donc
(xz,y) = 0 et I'on peut affirmer que les espaces E;(u) et E_,;(u) sont orthogonaux.

Soulignons que ces deux résultats sont des conséquences directes du théoréme de ré-
duction des isométries en base orthonormale (Th. 2 p. 288).

(c) Si F et G sont orthogonaux, on a F C Gt et donc u(F) C u(Gi) Cependant, on
sait aussi w(G*) = (w(G))" (Th. 1 p. 287) et donc u(F) C (u(G))" : les espaces u(F)
et u(G) sont orthogonaux.

Exercice 2 _

Smt E un espace vectoriel euclidien orienté muni d’une base orthonormale directe
= (2,7, k). Décrire les endomorphismes de E ﬁgures dans la base B par chacune

des matrices suivantes : : '

L1 2 2 e Vi o1
(a) A = 1 -2 (b) B=3 v2 0 V2
-2 1 | 1 V2 1
0 0 1\ L [-8 4 1
100 D==]4 7 4].
010 To9%\1 4 -8

Solution

(a) méthode
On observe que la matrice A est orthogonale en vérifiant que ses colonnes (ou
ses lignes) forment une famille orthonormale pour le produit scalaire usuel.

Notons (', Cy et C3 les colonnes de A. Le produit scalaire de deux colonnes de coeffi-
cients (z,y,2) et {z',y', 2’} se calcule par la formule zz’ + yy' + zz’. On obtient alors

(Cl|c2)z%(2+2—4)=0 ”01“2:é(l+4+4)“—-1
(C21Cs) = 5(4-2-2) =0 ICf? = §(4+1+4) =
(C3|Cl)=é(2—-4+2)=0 ||03!12=é(4+4+1)=1.

La matrice A est donc orthogonale. L’endomorphisme a figuré dans la base orthonor-
male BB par la matrice A est donc une isométrie.

1. Nous ne disons pas que T et y sont des vecteurs propres car ceux-ci peuvent étre nuls, les espaces
Ey(u) et E_1{(u) peuvent d’ailleurs étre réduits au vecteur nul.
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méthode
On détermine la nature de f en étudiant I’ensemble de ses vecteurs invariants :
lorsqu’il s’agit d’un plan c’est un réflexion, lorsqu’il s’agit d’une droite c’est
une rotation.

Soit @ = 7+ yj+ 2k un vecteur de E. On a a(t) = 4 si, et seulement si, AX = X
avec X la colonne de coeflicients z,y, 2. Ceci conduit a la résolution du systéme

T+2y+22=3z —2x4+2y+22=0
2¢+ y—2z=3y soit 20 -2y —22=0
2 —2y+ z=3z 2r — 2y — 22 =0.

L’ensemble solution est le plan P d’équation x — y — z = 0. On en déduit que a est la
réflexion par rapport & ce plan.

(b) On vérifie que les colonnes de B sont unitaires et deux & deux orthogonales.
L’endomorphisme b figuré par la matrice B dans la base orthonormale B est donc une
isométrie. Par la résolution de I’équation b(# ) = @ d’inconnue @ € F, on obtient que
’espace des vecteurs invariants par b est la droite D = Vect{7+ k } : Pisométrie b est une
rotation ! autour de la droite D.

méthode
| Pour introduire I’angle de la rotation b, on oriente la droite D.

Orientons 2 la droite D par le vecteur @ = 7+ k et notons ¢ 'angle de la rotation b
autour de 'axe D.

méthode 0

1 0
Dans une base adaptée, la rotation b est figurée par la matrice (8 0953 ~sing ) .
51N cOs
On a donc tr(b) = 1 + 2cos#.

La trace de ’endomorphisme b peut aussi étre calculée a partir de la matrice B ce qui
révele la valeur de cos@ :

1
1+ 2cos® =tr(B) = -;— +0+§ =1 donc cosé =0.

Il suffit ensuite de connaitre le signe de sin§ pour déterminer € a 27 pres.

méthode

Si 7 est un vecteur n’appartenant pas a l'axe D, la famille (@,7,b(7)) est
directe si sind > 0 et indirecte si sin@ < 0.

Le signe du produit mixte [t‘z’,i’,b(i’ )] détermine donc le signe de siné. Ce produit
mixte peut étre calculé a 1’aide des coordonnées dans la base B car celle-ci est une base

1. On peut aussi calculer le déterminant de B : observer det(B) = 1 assure que b est une rotation.
2. Ce choix est arbitraire, si 'on oriente la droite I par un vecteur opposé au précédent, la mesure
angulaire finale est opposée.
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orthonormale directe :

1 1 1/2
[€,0,6(T)] =10 0 v2/2 =§>0.
1 0 1/2

On a donc cos@ = 0 avec siné > 0 donc 6 = 7/2 [27].
On peut conclure que b est la rotation d’axe dirigé et orienté par 7+ k et d’angle w/2
(il s’agit d’un quart de tour direct autour de ’axe dirigé et orienté par 7'+ k).

(c) Les calculs sont semblables aux précédents. La matrice C est orthogonale car ses
colonnes sont unitaires et deux a deux orthogonales. L’endomorphisme ¢ figuré par C
dans la base orthonormale 13 est une isométrie. L’ensemble des vecteurs invariants est la
droite D dirigée par @ = 7+ 7+ k : ¢ est une rotation autour de cette droite. Orientons
la droite D par ce vecteur % et déterminons ’angle & de la rotation ¢. On a

2cos0+1=1tr(C) =0 et [&,7c{)] =

=
o B T 8

0
Il=1>0.
0

On conclut que ¢ est la rotation! d'axe dirigé et orienté par 7+ 7+ k et d’angle 27 /3.

(d) La matrice D est orthogonale et ’endomorphisme d figuré par D dans la base
orthonormale B est une isométrie. L’ensemble des vecteurs invariants est la droite A
dirigée par @ = 7+ 47+ k. Orientons celle-ci par le vecteur 7. L’angle ¢ de la rotation d
vérifie 2cos #+1 = tr(D) = —1 et donc cos § = —1. On en déduit directement § =« [27] :
la rotation d est une symétrie orthogonale ? par rapport & la droite A. On dit encore que d
est un retournement d’axe A.

7.3.2 Endomorphismes symétriques

Exercice 3
Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E. Montrer

Ker(u) ®* Im(u) = E.

Solution

méthode
On établit que les espaces Ker(u) et Im(u) sont orthogonaux par la propriété
de symétrie {u{z),y) = (z,u(y)) pour tous z,y de E.

1. Cette affirmation est conforme & laction de ¢ qui envoie 7 sur 7, 7 sur k et k sur 7 : la matrice C
est une matrice de permutation.

2. On peut anticiper que d est une symétrie orthogonale en observant que la matrice D est orthogonale
et symétrique : voir sujet 4 p. 295.
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Soit z € Ker(u) et y € Im(u). On peut introduire a € E tel que y = u(a) et écrire par
la propriété de symétrie

{z,y) = (z,u(a)) = (u(z),a) = {0g,a) = 0.

Ainsi, les espaces Ker(u) et Im(u) sont orthogonaux et donc en somme directe. De plus,
la formule du rang donne

dim £ = dim Ker(u) + dim Im(«)

donc les espaces Ker(u) et Im(u) sont supplémentaires et orthogonaux .

En particulier, on peut écrire Ker(u) = (Im(u))J’ et Im(u) = (Ker(u))i.

Exercice 4
Déterminer les isométries d’un espace euclidien qui sont aussi des endomorphismes
symétriques.

T AEEATOC e LG RO Ty

Solution
Soit # une isométrie qui est aussi un endomorphisme symétrique. Pour z et y vecteurs
de F, la conservation du produit scalaire donne

(u(z), uwl(y)) = (x,9)
tandis que la propriété de symétrie donne
(u(z), u(y)) = (u(u(z)),y) = (u*(2),9).

méthode
On peut montrer qu’un vecteur est nul en constatant qu’il est orthogonal &
tout vecteur de 'espace.

Par différence, les calculs précédents donnent
{(u*(x) —z,y) =0 pour tous z,y € E.

On en déduit que, pour tout z de F, le vecteur u?(z) — = est orthogonal & tout vecteur
de E et c’est donc le vecteur nul. Ainsi, u? = Idg : Pendomorphisme u est une symétrie 2.
Au surplus, celle-ci est une symétrie orthogonale car ses sous-espaces propres Ker(u—Idg)
et Ker(u + Idg) sont orthogonaux (Th. 5 p. 291).

Inversement, une symétrie orthogonale s est une isométrie mais aussi un endomor-
phisme symétrique car, pour tous z et y de F,

(s(z),9) ,= (s(z),s(s(w))) = _(x,s(y))-

T s2=Idg s€O(E)

1. Par le théoreme spectral, on sait que £ est la somme directe orthogonale des sous-espaces propres
de u. Ici, Im{u) correspond & la somme des sous-espaces propres associés aux valeurs propres non nulles.

2. On peut aussi obtenir le résultat matriciellement, si M figure 'endomorphisme u dans une base
orthonormale, celle-ci vérifie ‘MM =1, et M = M donc M2 = I,.

-
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Exercice 5
Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E non réduit au vecteur
nul. Montrer*

= Al.
gip bl = g, W

Solution

méthode
Par le théoréme spectral (Th. 5 p. 291), 'endomorphisme symétrique u est
diagonalisable dans une base orthonormale.

Soit e = (e1,...,e,) une base orthonormale de F formée de vecteurs propres de u.
Notons Ay, ..., A, les valeurs propres associées aux vecteurs propres ey, . . ., €, et posons p
la valeur maximale parmi [Aq],...,[As].

Soit £ un vecteur unitaire de F. On peut écrire == £,e1 + - - + Tpen avec Ty,...,2Txn
des réels tels que z7 + -+ + 22 = 1. On a alors u(z) = (A1x1)ey + - -+ + (AnTpn )€, puis

n
2.2 2.2
|u(x)“ Z’\ i ZP x; =

l)‘i =P 5

Ainsi, on peut affirmer I'inégalité qui suit avec existence? de la borne supérieure intro-
duite

sup [|u(z)]| < p-

lzll=1
Enfin, si 79 désigne un indice pour lequel |A;,| = p, on a ||u{e)}| = p et |lei, !l = 1 done

Sup [lut@)] = max [lu(z)]] = o

-~

Exercice 6
Soit A € M,(R).
(a) Justifier que la matrice “AA est diagonalisable.

(b) Montrer que les valeurs propres de ‘A4 sont toutes positives.

Sotution

(a) méthode
| Les matrices symétriques réelles sont diagonalisables (Th. 6 p. 291).

La transposée d’un produit est le prodmt des transposées en ordre inverse et donc
(A4) = A (") =

La matrice ‘A A est donc diagonalisable car symétrique et réelle.

1. Précisément, la borne supérieure porte sur les vecteurs de E de norme 1.

2. L'existence de la borne supérieure peut aussi étre acquise directement en appliquant le théoréme
des bornes atteintes & la fonction continue x — }|u(z)|| définie sur le compact non vide formé des vecteurs
de norme 1. Au surplus, on peut anticiper que cette borne supérieure est un max.
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(b) Soit A une valeur propre de ‘AA et X un vecteur propre associé. On a

'AAX = DX avec X #0.

méthode

On muitiplie & gauche par *X afin de faire apparaitre la norme euclidienne sur
les colonnes.

D’une part,
PXTAAX =X (MAAX) = MEXX = MX, X) = A X)°.

D’autre part,
EXAAX = HAX)AX = (AX, AX) = | AX].

Puisque la colonne X est non nulle, on conclut

2
Lo laxi
| X1l

7.4 Exercices d’entrainement

7.4.1 Isométries et matrices orthogonales

Exercice 7 *
(a) Trouver toutes les matrices de On(R) _diga;ggngli_sables sur R.

(b) Montrer que toutes les matrices de O,(R) sont diagonalisables sur C.

Solution

(a) méthode

Les valeurs propres réelles possibles d’une matrices orthogonales sont 1 et —1
(Th. 2 p. 288).

Analyse : Soit A € O,(R) diagonalisable. Les valeurs propres de A ne pouvant étre
que 1 et —1, la matrice A est semblable & une matrice diagonale IJ ou ne figurent sur la
diagonale que des 1 et/ou des —1. Le polynéme X? -1 = (X —1)(X + 1) annule D donc
aussi A et par conséquent A% =1,,.

Synthése : Soit A € O,(R) vérifiant A? = I,. La matrice A est diagonalisable car
annule le polyndme X2 — 1 qui est scindé sur R & racines simples.

En résumé, les matrices A de O, (R) diagonalisables sur R sont celles vérifiant ! A2 =1,
(ou, et c’est équivalent A = A).

1. Ces matrices figurent les symétries orthogonales en base orthonormale.
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(b) Soit A € O, (R).

méthode
La matrice A est semblable a une matrice diagonale par blocs de blocs diago-
naux (Th. 2 p. 288)

cosf —siné

(1}, (-1) ou (sin() cosO) avec 8 Z0 [n].

Soit § # 0 {n]. La matrice
cosf —sinf
Ry = (sin& cos @ )

a pour polyndme caractéristique X? — 2cos(§)X + 1 de racines complexes distinctes e
et e~'. La matrice Ry est donc diagonalisable! sur C semblable &

e? 0
0 e—i@ -

En raisonnant par blocs, on peut affirmer que la matrice A est aussi diagonalisable sur C.
Notons que les valeurs propres complexes de A sont toutes de module 1.

ig

Exercice 8 **
Soit n € N avec n > 2. Déterminer les matrices de O, (R) dont tous les coeflicients
sont positifs ou nuls. :

R e Lo o STy o vegar e Sorie Sae i < z B e E e e NIRRT

Solution
Soit A = (a;,;) € O,(R) dont tous les coefficients sont positifs ou nuls.

méthode
| On montre que les rangées de A comportent un et un seul coefficient non nul.

La matrice A étant orthogonale, ses colonnes forment une famille orthonormale pour
le produit scalaire canonique sur M,, ; (R} donné par

(X, Y)="'XY =) "z
=1

Par 'absurde, supposons que la j-éme colonne de A posséde au moins deux coefficients
non nuls situés en k-ieme et en ¢-ieme ligne. Puisque les colonnes de A sont orthogonales,
on a pour tout indice j' différent de 3

T
> aijai5 = 0.
=1

1. Voir aussi sujet 4 p. 134.
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Sachant que les coefficients sont tous positifs, on obtient a; ja, ;» = 0 pour tout ¢ € [1;n].
En particulier, ax j» = agj» = 0 car ag ; et ag; sont non nuls. Ainsi, les n — 1 colonnes
correspondant aux indices autres que j appartiennent a 'espace formé des colonnes dont
les k-iéme et ¢-ieéme coefficients sont nuls. Or cet espace est de dimension n — 2 car c’est
I'intersection de deux hyperplans distincts tandis que les n — 1 colonnes considérées sont
linéairement indépendantes : c'est absurde.

Ainsi, il figure au plus un coefficient non nul sur chaque colonne de A. Celui-ci est
forcément égal a 1 car les colonnes de A sont unitaires. Les colonnes de A sont donc
élémentaires. Cependant, elle sont aussi deux & deux orthogonales et a fortiori deux a
deux distinctes.

Finalement, la matrice A est constituée des colonnes de la matrice I,, dans un certain
ordre, il s’agit d’une matrice de permutation!.

Inversement, une telle matrice est effectivement orthogonale et a coefficients positifs.

-

Exercice 9 **¥
Soit F un espace euclidien de dimension n > 1. On appelle matrice de Gram d’une
famille u = (u1,...,up,) de vecteurs de F, la matrice G, € M,(R) de coefficient
général (u;,u;).

(a) Montrer que la famille u = (u,...u,) et la matrice G, ont le méme rang.

(b) Soit u = (u1,...,up) et v = (v1,...,vp) deux familles de vecteurs de E telles
que G, = G,. Montrer qu'il existe une isométrie f de E vérifiant f(u;) = f(v;) pour
tout indice ¢ € [1;p].

TN T

Solution

(a) Introduisons l'espace F' = Vect{ui,...,u,) engendré par la famille .

méthode
On étudie le rang? de ’application ¢ : FF — R? déterminée par

p(z) = ({z,u1), ..., {z,up)).

L’application ¢ est linéaire et injective. En effet, un vecteur z de son noyau est né-
cessairement nul car orthogonal a chaque vecteur u;, il appartient donc a la fois a F' et
a FL. Par conservation du rang par une application linéaire injective

rg(uy, .-, up) = 1g(p(ur), ..., o(up)).

Or les vecteurs @(u1),...,¢(up) constituent les colonnes de la matrice G, et 'on peut
donc affirmer

rg(uy, ..., up) = rg(Gy).

1. Voir sujet 22 p. 91.

2. En s'inspirant du sujet 27 p. 322, on peut aussi établir G, = A A avec A la matrice des coordonnées
des vecteurs u,; dans une base orthonormale de F. On conclut alors grace & Pégalité rg(*AA) = rg(A)
(voir sujet 21 p. 269).
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(b) méthode
| On commence par résoudre le cas ot la famille u est libre.
Cas : La famille u libre. On compléte celle-ci en une base u’ = (u1,...,u,) a 'aide de
vecteurs unitaires deux 4 deux orthogonaux choisis dans 'orthogonal de Vect{uy, ..., up).

La matrice de Gram de la famille v’ se déduit de celle de u :

Gy = (G“ 0 ) € M,(R).
0 L,

Par égalité des matrices G, et GG, la famille v est aussi libre et peut étre complétée en
une base v = (v1,...,v,) comme au-dessus de sorte que G» = G,.

Considérons alors 'endomorphisme f de E déterminé par f(ux) = vg pour tout k
de [[1;n]. Vérifions que celui-ci conserve la norme.

Soit z un vecteur de E. On peut écrire £ = Ajuj + - - + Apu, car la famille v’ est une
base de F. Par développement du calcul de la norme

n L) n kL]
2
el = (o, 2) = (37 Mwi D A ) = D0 3 Ak ).
i=1 j=1 i=1 j=1
Par définition de ’application linéaire f, on a f(xz) = Ajv1 + -+ 4+ AU et un calcul de
norme analogue au précédent donne

£ @) = D) N (v, v;).

i=1 =1

Or Gy = Gy et donc || f(z)|} = ||z : 'endomorphisme f est une isométrie qui résout le
probléme posé.

Cas général : Posons r le rang de la famille (v, ..., up). Quitte & permuter les vecteurs,
supposons que les r premiers vecteurs de la famille © sont indépendants. On permute de la
méme fagon les vecteurs (v1,...,v;p) afin de conserver 'hypothese G, = G,,. Par P'étude
qui précéde, on peut introduire une isométrie f de £ envoyant les r premiers vecteurs
de la famille u sur les vecteurs correspondants de la famille v. Etudions les images des
vecteurs restants Uy, ..., Up.

Soit k € [r + 1;p]. Le vecteur u; est combinaison linéaire des vecteurs uy,...,u, ce
qui permet d’écrire ur = Aju; + - - + Aru. On a alors, pour tout ¢ € [1;n],

<Uk - ()\1’11,1 +---+ )\ru,.),uz;) =0.

o

=0g

Sachant G,, = Gy, on a aussi
(vk — (Ao +- -+ /\rvr),vo = 0.

Le vecteur v — (A1vy + -+ + Arv,) est alors combinaison linéaire des v; tout en étant
orthogonal & chacun d’entre eux : c’est le vecteur nul. On en déduit

Uk = AU+ Ave = A flun) + o+ A f(ue) = flug)

Finalement, f est une isométrie solution.
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7.4.2 Rotations de V'espace

Exercice 10 *

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3, r une rotation de E et s une
symétrie orthogonale de E. Caractériser 'application sor o s.

Solution
Dans une base orthonormale directe B = (4, ¥,w ) adaptée & son axe, la matrice de la
rotation r est de la forme

1 0 0
0 cos@ —sinf avec # € R.
0 sinf® cosé

L’endomorphisme 7 se décrit alors comme la rotation d’axe dirigé et orienté par @ et
d’angle 6.

méthode
Si g est un automorphisme, la matrice d’'un endomorphisme f dans une base e
est aussi celle de go f o g~! dans la base g(e).

Pour tout € E, on remarque (sor0s)(s(Z)) = s{r(Z)). Dans la base orthonormale
s(B) = (s(@), s(¥), s(w)) la matrice de sor o s est donc

1 0 0
0 cos@® —sinf
0 sinf cosé@

méthode
| Avant de conclure, il faut connaitre 1'orientation de la base s(B).

Distinguons deux cas :

Cas : det{s) = 1. La base s(B3) est directe et s o r o s est la rotation d’axe dirigé et
orienté par s(i ) et d’angle 6.

Cas : det(s) = —1. La base s(B) est indirecte. Considérons alors la base orthonormale
directe (s(iZ),s(¥), —s(@)). La matrice de sor o s dans celle-ci est

1 0 0 i 0 0
0 cosf sinf| =[]0 cos(—8) -—sin(-8)
0 —sin@ cosd 0 sin(—6) cos(—8)

L’endomorphisme s o 7 o s est alors la rotation! d’axe dirigé et orienté par s(@) et
d’angle —#.

1. C’est aussi la rotation d’axe dirigé et orienté par —s{u) et d’angle # comme on peut le voir en
figurant I’endomorphisme dans la base orthonormale directe (—s(@), s(7), s( ).
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Exercice 11 **
Soit f une rotation d’un espace euclidien E orienté de dimension 3.

(a) On suppose qu'il existe & # 0 tel que f(Z) = —&. Montrer que f est un retour-
nement, c’est-a-dire une symétrie orthogonale par rapport a4 une droite.

(b) En déduire que toute rotation f peut s’écrire comme produit de deux retourne- §
ments. J-‘

Solution
(a) méthode
| On étudie les valeurs propres de la rotation f.

Dans une base orthonormale directe B = (@, ¥, &/ ) adaptée a son axe, la matrice de la
rotation f est de la forme

1 0 0
0 cosf —sind avec # ¢ R.
0 sinf cosf

Son polynéme caractéristique est donc x5 = (X —1){X? — 2cos(0) X + 1).

S'il existe © # 0 tel que f(Z) = —& alors —1 est valeur propre de f donc racine de Xf-
On en déduit cos@ = —1 et la matrice de f dans B est alors
1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

C’est la matrice d’une symétrie orthogonale par rapport a la droite D = Vect(# ).
Notons aussi que le vecteur propre & est orthogonal a D car il s’agit d’un vecteur
changé en son opposé donc d’un vecteur de Ker(f + Idg) = D+

{b) Soit f une rotation de E d’axe D = Vect{i).

méthode
| On compose f par un retournement g d’axe A orthogonal & D.

Par opération dans le groupe SO(FE) des rotations de E, 'endomorphisme A = go f
est une rotation de . De plus,

hid)=(go f)ld)=g(@)=—u car deDcCAL

La résolution de la question précédente assure que la rotation h est un retourncment et
alors f = g7l o h = goh est le produit de deux retournements. Au surplus, on peut
souligner que g et h sont d’axes orthogonaux a D.

Exercice 12 **
Soit f et g deux rotations d'un espace euclidien orienté E de dimension 3.
A quelle(s) condition(s) a-t-on go f = fog?
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Solution
Si I'un des endomorphismes f ou g est égal a I'identité, on a assurément go f = fog.
Supposons désormais les rotations f et ¢ distinctes de Idg.

méthode
I Si f et g commutent, les sous-espaces propres de 1'un sont stables par l'autre.

L’axe D = Vect(# ) de la rotation f est le sous-espace propre de f associé a la valeur
propre 1. Il est stable par g car

f(g(@)) = g(f(@)) = g(@).

Par conséquent, @ est vecteur propre® de g. Or g est une isométrie et ses seules valeurs
propres possibles sont 1 et —1. Distinguons alors deux cas

Cas : g(i) = 4. Les rotations f et g ont le méme axe. Inversement, on sait que deux
rotations de méme axe commutent.

Cas : g(#) = —1i. La rotation g est alors un retournement ? d’axe A = Vect(%) ortho-
gonal & 4. De plus, un raisonnement symétrique donne que ¥ est vecteur propre de f et,
comme celui-ci n’appartient pas a I’axe D, la valeur propre associée ne peut étre que —1.
Les rotations f et g sont alors des retournements d’axes orthogonaux. Inversement, de
telles rotations commutent car sont figurées par des matrices diagonales dans une base
orthonormale commencant par @ et .

En résumé, deux rotations autres que 1'identité commutent si, et seulement si, il s’agit
de deux rotations de méme axe ou de deux retournements d’axes orthogonaux.

’

Exercice 13 *** . |
Soit a, b et ¢ trois réels. On étudie la matrice

ot setlernent s, a, b, ¢
'k avec k € [054/27):

atrices correspondantes.

(2) Montrer que A est uné_- matrme
sont les trois racines d’un polj'rnémie"'dé' 14 ot

(b) Décrire la transformation geometnq

RAR A & ol T o

Solution

(a) A est une matrice orthogonale positive si, et seulement si, ses colonnes sont uni-
taires, deux a deux orthogonales et son déterminant vaut 1. Ces conditions sont réunies

1. Rappelons qu’un vecteur est vecteur propre d'un endomorphisme si, et seulement si, il engendre
une droite vectorielle stable par cet endomorphisme.

2. Voir le sujet précédent.

3. Autrement dit, A € SO3(R).
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dans le systéme suivant ! :
a?+b2+c =1

(2): ab+bc+ca =10
a® + b+ ¢ —3abe = 1.

méthode
Les réels a, b, ¢ sont les trois racines du polyndéme

(X —a)} (X =b)(X —e)=X? -1 X2+ 09X — 03

ou l'on introduit les expressions symétriques élémentaires

or=a+b+c, oa=ab+bc+ca et o3=abc

Supposons (a, b, ¢) solution réelle du systéme (L) et déterminons les valeurs de o et os.
Par la satisfaction de {(X), on sait déja oo =0 et 'on a

So=a?’+b+ct=1 et S3=a*++3=1+30;.
Par développement
o} = (a+b+c)® = S3 + 3t + 603

avec t = a?b + ab® + b%c + be? + ¢?a + ca?. Aussi
o100 = {(a+b+c)(ab+bc+ca)=t+ 303 =0.

On a donc ¢t = —303 puis 03 = S3 — 303 = 1. On en déduit o; = 1. Ainsi, a, b, ¢ sont les
trois racines réelles d’un polynéme de la forme X® — X2 + k avec k = —0o3.

Inversement, le polynéme X3 — X? + k admet trois racines complexes a,b,c pour
lesquelles ¢, = 1 et 0o = (. On vérifie alors

Sy =07 —20,=1

puis, en reprenant le calculs précédents en sens inverse, on obtient 53 — 303 = 1.
Ainsi, (a, b, ¢} est solution complexe du systéme ().

Il ne reste plus qu’a étudier & quelle condition sur k les trois racines de P sont réelles.
On étudie pour cela les variations du polynéme P. Pour z € R, on a P'(x) = 32? — 2z
et I'on peut dresser le tableau des variations de P :

T | —0 0 2/3 +o0
P'(z) + 0 - 0 +
P(0) +00
Pe | \P(2/3) _—

1. Le déterminant est calculé en développant directement selon une rangée.
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Une condition nécessaire et suffisante pour que le polyndme P posséde trois racines
réelles comptées avec multiplicité est ! que P(0) > 0 et P(2/3) < 0. Ceci conduit a la
condition k € [0;4/27].

(b) Soit f {’endomorphisme de R*® canoniquement associé & A. L’endomorphisme f
est une rotation de R?® muni de sa structure euclidienne orientée canonique. Déterminons
son axe. La symétrie dans la répartition des coefficients de A invite? & considérer le
vecteur @ = (1,1,1). On constate f(¥) = @ car a + b + ¢ = 1. L’endomorphisme f est
donc une rotation autour de la droite D = Vect(@ ). Orientons celle-ci par le vecteur @
et déterminons I'angle & de la rotation f. La trace de A donne 2cos@+1 = 3a et le signe
de sin @ est celui de

1 1
4,75, f@)] =01 0 =b—c avec 7= (1,0,0).
1 0

O o R

On peut conclure que f est la rotation d’axe dirigé et orienté par @ = (1,1,1) et d’angle

9={ arccos(321)  sibz e

—arccos(aaz_l) sib<ec.

7.4.3 Endomorphismes symétriques

-

Exercice 14 *
Soit F un espace euclidien de dimension n > 2, a un vecteur unitaire de ¥ et k un
réel.

(a) Montrer que ’on définit un endomorphisme symétrique f de E en posant

fl@)=z+k{a, x.)a pour tout z € E.

(b) Déterminer les éléments propres de f.

. ”

Solution

(a) L’application f est bien définie de F vers E. Vérifions qu’il s’agit d’une application
linéaire. Pour A\, u € R et z,y € F, on a par linéarité du produit scalaire en sa deuxiéme
variable

FOz + py) = Az + py + ka, Az + pyda
= Az + Mk{a, z)a + py + pkla, y)a = A f(z) + puf(y).

1. Si P(2/3) < 0 < P(0), les trois racines sont distinctes et figurent dans chacun des intervalles
]—00;0[, ]0;2/3[ et |2/3; +o0[. Si P{0) = 0, 0 est racine double et il existe une troisieme racine réelle
dans ]2/3; +oo[. 8i P(2/3) = 0, c’est analogue avec 2/3 racine double.

2. 1l s’agit d’une matrice magique dans le sens du sujet 54 p. 190.



m Chapitre 7. Endomorphismes des espaces euclidiens

L’application f est donc un endomorphisme de E.

méthode

On vérifie que 'endomorphisme f est symétrique! en observant

{(f(z),y) = {z, f(y)) pour tout (z,y) € E”.

Soit z et y deux vecteurs de E. Par linéarité du produit scalaire en la premiére variable

(f(x),y) = (z + k{a,2) a,y) = (z,y) + k{a,z){a,¥).
cR

Dans le dernier membre, les vecteurs z et y jouent des roles symétriques et 1’on obtient
donc par un calcul analogue (z, f(y)} = (f(x),y) : 'endomorphisme f est symétrique 2.

(b) Pour z € (Vect(a))l, on observe f(x) = z. On en déduit que 1 est valeur propre
de f et que le sous-espace propre associé contient I’hyperplan de vecteur normal a.

méthode

Un endomorphisme symétrique est diagonalisable et ses sous-espaces propres
sont deux & deux orthogonaux (Th. 5 p. 291).

La valeur propre « restante® » est donc associée au vecteur a. On a f(a) = (1+k)a et
I'on conclut en distinguant deux cas.

Cas : k = 0. L’endomorphisme f est l'identité, 1 est sa seule valeur propre, 1'espace
propre associé est F.

Cas : k # 0. L’endomorphisme f posséde deux valeurs propres distinctes 1 et 1 + k.
Les sous-espaces propres associés sont

E\(f)= (Vect(a))l et Epix(f) = Vect{a).

En effet, ce qui précéde donne les inclusions (Vect(a))l C Ei(f) et Vect(a) C Evyx(f)
et ces inclusions se transforment en égalité car la somme des dimensions des sous-espaces
propres est égale & la dimension n de ’espace F.

1. Cette propriété entraine que f est linéaire (voir sujet 5 p. 252) ce qui rend caduc le calcul de
linéarité qui précede. Notons que lorsque & = —1, 'endomorphisme f est une projection orthogonale
sur {a}* et, lorsque k = —2, c’est la symétrie orthogonale par rapport & {a}*.

2. Avec un peu d’intuition, on peut penser figurer f dans une base orthonormale dont le premier
vecteur est a : la représentation est diagonale donc symétrique et 'endomorphisme f est symétrique
(Th. 3 p. 290). L’étude des éléments propres de f devient aussi immédiate.

3. L'expression de ’endomorphisme f est de la forme f(z) = z + ¢(z)a avec ¢ une forme linéaire :
on peut former un polyndéme annulateur de f de degré 2 ce qui révéle les valeurs propres possibles de f.
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Exercice 15 **
Soit » un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien £ de dimension n 2> 1.

On pose

Amin = min A et Apax = max A
A€Splu) A€Sp(n)

Montrer que, pour tout vecteur z de F,

Amin ”xll2 < (u(x), z) < Amax “-’EHQ .

Solution

méthode
Par le théoréme spectral (Th. 5 p. 291), on sait que les endomorphismes sy-
métriques sont diagonalisables en base orthonormale.

Il existe une base orthonormale e = (e, ..., e,) dans laquelle la matrice de {’endomor-
phisme symétrique u est diagonale de la forme

M (0)
(0) A

Pour z € E, on peut écrire x = x1e7 + -+ - + Tpe, avec xy,...,Ty les coordonnées du
vecteur = dans e. On a alors

avec Ai,...,An les valeurs propres de u.

u(x) = zyuler) + - + zruley,)

= MZ1€1 + - + ApTnén.

Or la base e est orthonormale et ’on peut donc calculer norme et produit scalaire a I'aide
des coordonnées dans e. Ceci donne

n n
2
lzl* =) _a? et (u(z),z) =) Al
i=1 =1

T

puis en sommant

)‘min szz < ZAzxz < )‘max Zx?
=1 =1 1=1
—— N’ —_——
=iz} =(u(z),z) =||z||?

ce qui donne 'encadrement voulu.
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{ Y

Exercice 16 **
Soit {(e1,...,€e,) une base d’un espace euclidien E de dimension n > 1.

(a) Montrer que ’endomorphisme f défini par

n

(@) =3 (en2)ex

i=1
est symétrique & valeurs propres strictement positives.

(b) Montrer qu’il existe un endomorphisme symétrique g de E tel que g2 = f~1.

(c) Etablir que la famille (gle1),. .., g(en)) est une base orthonormale de E.

Solution

(a) Soit x et y dans E. Par linéarité du produit scalaire en la premiére variable

<f(m)1y> = <zn: (6,‘,.’13) 6,;,y> = i(ei)‘r}(ei} y) (*)
i:l‘gﬁ"’ i=1

Dans le dernier membre, x et y jouent des rdles identiques et donc ( flz),y) = (x, fy)) -
I’endomorphisme f est symétrique. Etudions ses valeurs propres.

Soit A € R une valeur propre de f et z un vecteur propre associé. On a f(z) = Az
avec £ non nul.

méthode
| On détermine le signe de A en calculant {f(z),z).

D’une part, (f(z),z) = (Mz,z) = X l|lzl|*. D’autre part, (x) donne
(f(@),z) =) (es,z)? 2 0.
1=1

De plus, si {f(z),z) = 0, on a {e;,z) = 0 pour tout indice ¢ € [1;n] et = appartient
a (Vect(el, ceey en))l = {0g} ce qui est exclu. On a donc (f{z),z) > 0 puis
(f(z),z)

A= __quz > 0.

(b) Notons que 'endomorphisme f est inversible puisque 0 n’en est pas valeur propre.

méthode

| On résout matriciellement le probleme posé.
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Par le théoréme spectral (Th. 5 p. 291), il existe une base orthonormale ¢ = (¢},...,¢e.)

de F dans laquelle la matrice de f est
M (0)

D= N
0) A,

Les A; pour i € [1;n] étant les valeurs propres de f, ce sont des réels strictement positifs
et on peut introduire les nombres 1/4/A;. Considérons alors 'endomorphisme g représenté
dans la base e’ par la matrice ci-dessous

YA ()
A=
(0) 1/

méthode

Un endomorphisme est symétrique si, et seulement si, sa représentation dans
une base orthonormale est une matrice symétrique (Th. 3 p. 290).

La matrice A est diagonale donc symétrique et figure I’endomorphisme g dans la base
orthonormale e, celui-ci est donc symétrique. De plus, A2 = D et donc g% = f~1.

{c) Pour tous les indices i et j de [1;n], on peut écrire par symétrie de ’endomor-
phisme ¢

<g(ei)7g(€j)> = <ei’gz(ej)> = <ei’f_1(ej)>‘
Or la relation f(f~!(e;)) = e; donne lidentité
= _ = 1 sii=j
;<ei,f (oo = ;&Jej e 9y = {0 sinon.

La famille (e, ...,e,) étant libre, on peut identifier! les scalaires des combinaisons li-
néaires des deux membres et écrire, pour tous i, 7 € [1;n],

(9(ei)s9(es)) = (ei f7(e3)) = by

La famille (g(e1),...,g(es)) est donc orthonormale. C’est alors une famille libre et puis-
qu’elle est de longueur n = dim E, ¢’est une base orthonormale de F.

1. Par différence de membres, on obtient une combinaison linéaire nulle donc des scalaires tous nuls.
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Exercice 17 *** (Théoréeme de Courant-Fischer)

Soit v un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien £ de dimension n > 1.

On note A1 2 Ay 2 --» 2 A, les valeurs propres de u comptées avec multiplicité, S
la sphere unité de E et, pour tout p € [[1;n], 5, ’ensemble de tous les sous-espaces
vectoriels de E dimension p.

Soit p € [1;n]. Etablir

Ap = Sup ( inf (u-(sr:),:c‘)) = inf ( sup(u(m),m)).

FeF, \zeFnsS ntl-p \ TEFNS

Solution

L’endomorphisme u étant symétrique, I’espace F est la somme directe orthogonale de
ses sous-espaces propres. Il existe donc une base orthonormale e = (eq, ..., e,) de E telle
que u(e;) = A;e; pour tout 7 € [1;n].

Pour x € E de coordonnées z1,...,Z, dans la base orthonormale e, on a par des calculs
identiques a ceux déja vus dans le sujet 15 p. 307

n n
lz)? = fo et (u(z),z)= Z Aiz?.
i=1 - i=1

Soit ' un sous-espace vectoriel de £ de dimension p.

méthode
| L’intersection de F' et G = Vect(ey,...,e,) n’est pas réduite au vecteur nul.

L’espace F' est de dimension p tandis que G est de dimension n+ 1 — p. Par la formule
de Grassmann

dim(FNG) =dimF +dimG — dim(F + G) 2 1.

N —r’
£n
Il existe donc un vecteur y appartenant & F NGNS de coordonnées y,...,y, dans la
base €. Ce vecteur appartenant a GG, les premiéres coordonnées y, .. ., Yp—1 sont nulles

et donc

n

p—1 n n
@), 1) =D Mgl +> A =D AF <>yl =X
i=1 "V(')" i=p i=p

i=p

Par conséquent,

inf {(u(z),z) < (w(y),y) < Ap
x€EFNS

Cette comparaison valant pour tout sous-espace vectoriel ' de F,, on a

sup ( inf <u(:1:),3;>) < Ap. (%)

FEF, \zeFNS
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Considérons ensuite le sous-espace vectoriel V = Vect{e;,...,e,) qui est de dimen-
sion p. Pour tout x € VNS de coordonnées xy,...,z, dans la base e
P n P
2 2 2 2
(u(z),z) = Z)\Z:z:, + Z AT = Z/\le > Aprz =Ap
i=1 z=p+1\?_’0'/ 3=1 =1
donc

inf (u(z),z) = Ap.
z€EVNS

Le sous-espace vectoriel V figurant parmi les sous-espaces vectoriels de J,,, on obtient

sup( inf (u(:r:),:c)) > inf (u(z),z) > Ap. (3%)

FeFp \zeFNS zeVnNSs

Les deux inégalités () et (+#) se complétent pour donner la premiére égalité

Ap = sup( inf (u(m),x)).

FeF, \ z€FNS

On peut obtenir la deuxieme égalité en adaptant le raisonnement précédent ou bien
en considérant ’endomorphisme v = —u dont les valeurs propres y,, ..., i, classées en
ordre décroissant sont données par ppy1—x = —Ag. On a alors

Ap = ~fni1-p=—  SUp ( inf (v(:c),:c))

FEFnt1—-p \ZEFNS
= inf -( inf <T)(:B),SL‘))
FeFan-p zeFNS
= inf ( sup —<v(:1:),:c>)
FEFn-{-l—p z€FNS
= inf ( sup (u(;r:),:r)).
FEFn-{-l—p IEFnS

Exercice 18 ***

Soit p et ¢ des projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien £ de dimension n 2 1.
(a) Montrer que p o g o p est diagonalisable.
(b) Déterminer (Im(p) + Ker(q))J‘.
(c) En déduire que p o ¢ est diagonalisable.

(d) Etablir que les valeurs propres de p o ¢ sont comprises entre 0 et 1.

BT TR

1. La borne supérieure est donc un max atteint en V = Vect(ey,...,ep). Au surplus, la borne infé-
rieure est un min en tant que minimum d'une fonction réelle continue définie sur un compact non vide :
ce « sup d’inf » est un « max de min ».
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Solution

(a) méthode
| Les projections orthogonales sont des endomorphismes symétriques.

Montrons que p o g o p est un endomorphisme symétrique. Soit z et y deux éléments
de E. En exploitant successivement les symétries des projections orthogonales p, ¢ et
encore p, il vient

(pogop(z),y) = {gop(),ply)) = (p(z),qop(y)) = (x,pogop(y)).

L’endomorphisme p o ¢ o p est symétrique donc diagonalisable.

(b) méthode
Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien, on sait !

(F+G)t =FtnGt et (FNG)Y =F+GL.
Par passage a I'orthogonal d’une somme

(Im(p) + Ker(q))l = (Im(p))i N (Ker(qr))l = Ker{p) N Im({q)

car image et noyau d’une projection orthogonale sont 'orthogonal 'un de 'autre.

(c) L’endomorphisme po g o p est diagonalisable et ’espace Im(p) est stable par celui-
ci. 1l existe donc une base (ej,...,e,) de Im(p)} diagonalisant I'endomorphisme induit
par po gop. On a alors, pour tout 7 € [1;7],

(pogop)(e;) = hie; avec X €R.

Or e; est un vecteur de I'image de la projection p, il est donc invariant par p et par
conséquent

(poq)(e:) = (pogop)(e;) = Aes.

Ainsi, la famille {(ey,...,e,) est constituée de vecteurs propres de p o q. Si besoin, on
compléte cette famille par des éléments (e,41,...,es) de Ker(g) afin de former une base
de I'espace F' = Im(p)+¥Ker(g). Les vecteurs ainsi introduits annulent ¢ et donc aussi pog :
ce sont des vecteurs propres associés a la valeur propre 0.

Enfin, on compléte cette derniere famille par des éléments (e541,...,en) de F1 afin
de former une base de E. Puisque F+ = (Im(p) + Ker(q))“L est I'intersection de Ker(p)

et Im(q), les vecteurs es4 1, . .., €, sont invariants par g et annulent p, ils annulent donc pog
et sont aussi des vecteurs propres associés a la valeur propre 0.

En résumé, les vecteurs e;,...,e, constituent une base de vecteurs propres de p o ¢
associés aux valeurs propres Aq, ..., A.,0,...,0. L’endomorphisme pogq est diagonalisable.

1. Voir sujet 6 du chapitre 11 de 'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI.
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(d) méthode
Si p est une projection orthogonale, on sait *

0 < (p(z),z) € lz||*> pour tout z € E.

Soit A une valeur propre de p o ¢ et & un vecteur propre associé : (po q)(z) = Az
avec ¢ # 0g. Si A est nul, c’est évidemment un élément de [0; 1]. Sinon, le vecteur z est
élément de 'image de p, il est donc invariant par p et 'on obtient par la propriété de
symétrie

(Az,z) = ((pog)(z),z) = (a(z),p(z)) = (¢(z), z).
—~—

=T

Puisque g est une projection orthogonale

(q ),z) < |l

-«\llxllz

et donc X € [0;1] car |z||* > 0.

7.4.4 Matrices symétriques réelles

£ ~ I R

Exercice 19 * .

On conszdefe la matnce .
(2 -1 2
A=1~-1 2 2
2 2 -1

Déterminer P ¢ O3(R) et D € M3(R) diagonale telle que A = PD*P.

Solution

méthode
Les matrices symétriques réelles sont diagonalisables par I'intermédiaire d'une
matrice de passage orthogonale (Th. 6 p. 291).

Afin de diagonaliser A, on détermine ses éléments propres. On commence par le calcul
du polyndme caractéristique? x4 = (X + 3)(X - 3)2.

La résolution de ’équation matricielle AX = 3X d'inconnue X € Mj ;(R) détermine
le sous-espace propre associé a la valeur propre 3 : on obtient le plan P: 2+ y — 2z = Q.

méthode
Les sous-espaces propres d’une matrice symétrique réelle sont deux & deux
orthogonaux.

1. Si e désigne le projeté orthogonal p(z) et251 b=z — p(z), les vecteurs a et b sont orthogonaux de
2 2
sorte que {p(z),z) = [lali* < llafl® + 1] = ll=||*.
2. On peut amorcer le calcul de x4(\) par 'opération C1 < C + C2 + C3 afin de faire apparaitre
un premier facteur A — 3.
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Sans calculs, on peut affirmer que le sous-espace propre associé a la valeur propre ~3
est la droite D normale! au plan P : D = Vect(1,1, -2).

La détermination de bases de ces deux sous-espaces propres suffit a produire une ma-
trice de passage diagonalisant A. Cependant, pour obtenir une matrice de passage ortho-
gonale, il faut choisir des bases orthonormales de ces deux espaces propres.

On obtient une base orthonormale du plan E3(A) = P en considérant les vecteurs

1
L a11) e —(1,-1,0).

V3 V2
On obtient une base orthonormale de la droite F_3(A4) = D avec le vecteur
1
(1,1, -2).
\/6( )

Ces vecteurs déterminent alors les colonnes d'une matrice de passage orthogonale P
convenable

1/vV3 1/v/2  1/v6 30 0
A=PD'P avec P=(1/V3 -1/v2 1/V6 et [0 3 O
1/v3 0 —2//6 00 -3

[ Exercice 20 * _
Soit A = {a; ;) € Su(R) de valeurs propres Ay, ..., A,. Etablir

n n n
2 2
E E az”j—g A
i=1

i=1 j=1

v b DA A G T

Solution

méthode
On introduit le produit scalaire canonique sur M, (R) défini par

(A, B> = ZZa,ﬁ,jbi,j = tr(tAB).
i=1 j=1
On remarque
Y > al; =(AA) = t('AA) = tr(4?).
i=1 j=1

La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable par une matrice de passage or-
thogonale et 'on peut écrire A = PD'P avec P € O,(R) et D € M, (R) diagonale de
coefficients diagonaux les valeurs propres Aq, ..., A,. On a alors

tr(4?) = tr(PD *PPD'P) = tr(PD*'P) = t1(PD*P~}).
S~

=1,

1. Pour le produit scalaire canonique, un vecteur normal a un plan d’équation ax + by + cz = 0
(avec a,b, ¢ non tous nuls) est (a, b, c).
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Deux matrices semblables ayant la méme trace, on conclut

i Zn:a?,j = tr(Az) = tr(DQ) = Zj: ,\?,

i=1 j=1

Exercice 21 **

Soit A € M,(R). On note « et 3 les plus petite et plus grande valeurs propres de la
matrice S déterminée par

8= %(AJJA).

(a) Soit X € M, ;(R). Comparer *XAX et *XSX.
(b) Montrer que pour toute colonne X € M,, 1(R),

XX <'XAX < B'XX.

(¢} En déduire que les valeurs propres de A sont comprises entre o et 3.

MSIIELTY

Solution

Notons que la matrice S est symétrique réelle. Elle est donc diagonalisable et par
conséquent admet des valeurs propres réelles. Celles-ci sont en nombre fini ce qui assure
Pexistence de

a= min A et (= max A.
AESP({S) AESP(S)

{a) méthode
| X AX désigne un nombre réel.

La matrice X étant une colonne, le produit de la ligne *X par la colonne AX détermine
un nombre réel. Celui-ci est inchangé par transposition et donc}

EXAX =(1XAX) =X 'AX.

Par conséquent,

‘XSX = %‘X(A +A)X = %(‘XAX +IXAX) =t XAX.

(b) méthode

On encadre? ‘X SX en diagonalisant S par une matrice de passage orthogo-
nale.

La matrice S est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable : on peut
écrire § = PD'P avec P € O,(R) et D € M,(R) diagonale de coefficients diagonaux
les valeurs propres Ay,..., A, de S.

1. Plus généralement, en introduisant le produit scalaire canonique sur Mn,1(R), on a pour toutes
colonnes X et Y la formule (X, AY) = ' X AY = {(!AX,Y).
2. On peut rapprocher cette étude de celle menée dans le sujet 15 p. 307.
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En introduisant la colonne Y = *PX de coefficients y;,...,yn, On a

‘XSX ='X(PD'P)X = ("XP)D(*PX)="YDY = ¥ _Ay?.

=1

Les valeurs propres A; étant comprises entre « et 3, on peut écrire ’encadrement
n n n n
¢
anygiXSX:Z)\iy?éﬁny avec ny: YY.
1=1 i=1 i=1

i=1

Or la matrice P est orthogonale et donc 'YY = *XP'PX = *X X. 1l suffit ensuite de
combiner ’ensemble des résultats précédents pour conclure

a’XX <'XAX < B'XX.

(c) Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. On a AX = A\ X
avec X une colonne non nulle. Par 'encadrement précédent, on obtient

a’XX <IXAX = NXX <BXX.

Sachant la colonne X non nulle, le réel X X est strictement positif car c’est le carré de
la norme euclidienne de X. Aprés simplification, on conclut A € [a; 8]

Exercice 22 ***
On note S;F(R) l'ensemble des matrices symétriques de M,,(R) dont les valeurs
propres sont toutes positives. Soit A € SF(R). On veut montrer qu’il existe une
unique matrice B € S} (R) telle que B? = A,

(a) Montrer P'existence d’une telle matrice.
(b} Soit B € S;F (R) vérifiant B% = A. Etablir que, pour tout A € Ry,

Ker(B — VL) = Ker(A4 — AL,).

(c) Justifier 'unicité d’une matrice solution.

TR R

Solution

(a) La matrice A est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable. On peut
alors écrire A = PDP~! avec P € O,(R) et

At (0)
D = oy
0)
ou les réels Ay, ..., A, désignent les valeurs propres de la matrice A. Celles-ci étant toutes
positives, on peut introduire
VAL (0)
A= :

0
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et considérer la matrice B = PAP™1,
Puisque A? = D, on a B? = A. De plus, la matrice B est symétrique car

‘B="(P"))A'P=PAP'=B car 'P=P"

Enfin, les valeurs propres de B sont les coefficients diagonaux de A, elles sont donc toutes
positives.
Finalement, B est une matrice de S (R) de carré égal a A.

(b) Soit A un réel positif.
méthode
| On exploite le lemme de décomposition des noyaux lorsque A > 0.
Cas : A > 0. On peut écrire la factorisation,

X2 2= (X -V (X+VA)
avec X — VA et X + v/ polyndmes premiers entre eux car VA # 0. Le lemme de
décomposition des noyaux donne alors
Ker(A — AL,) = Ker(B — VAL,) @ Ker(B + VAL,). (%)

Or le noyau de B 4+ VAL, est réduit & 1’élément nul car les valeurs propres de B sont
supposées positives. La relation () se simplifie donc en

Ker{A — AL,) = Ker(B — VAlL,).

Cas : A = 0. La matrice B étant diagonalisable, on sait ! Ker(B) = Ker(B?) et on a
donc Ker(B) = Ker(A).

(¢) Soit B et C deux matrices de S} (R) vérifiant B2 = A et C? = A.

méthode
| On résout? la question posée dans le cadre vectoriel.

Soit a, b et ¢ les endomorphismes de £ = R™ canoniquement associés aux matrices
respectives A, B et C. La matrice A étant diagonalisable, 'endomorphisme a ’est aussi
et 'on a la décomposition en somme directe

E= & Ker(a— Adg).
AESP(A)

Pour tout A € Sp(A) C Ry, la résolution de la question précédente permet d’affirmer
Ker(b — VAIdg) = Ker(a — Mldg) = Ker(c — VAIdg).

On a donc b(z) = VAz = c(z) pour tout z € Ker(a — AIdg).
Les applications linéaires b et ¢ sont alors égales sur chaque espace d’une décomposition
en somme directe, elles sont donc égales sur E. On peut conclure B = C.

1. Voir sujet 7 p. 136.
2. On peut aussi mener une démonstration assez analogue en restant dans le cadre matriciel : on
établit BX = CX pour toute colonne X en décomposant celle-ci sur les sous-espaces propres de 4.
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7.4.5 Matrices antisymétriques réelles

Exercice 23 **

Montrer que toute matrice antisymétrique réelle est de rang pair.

TR ¥ AN S

Solution
Soit A € M, (R) antisymétrique. Elle vérifie A = —A.
Cas : A est inversible. Le déterminant de A est non nul. Or

det(A) = det(‘A) = det(—A) = (—1)" det(A)

et donc (—1)" = 1. On en déduit que n = rg(A) est un entier pair.
Cas : A n’est pas inversible. On introduit 'endomorphisme a de R™ canoniquement
associé a la matrice A.

méthode
| On figure ’endomorphisme a dans une base orthonormale adaptée & son noyau.

Soit e = (ey, ..., e, ) une base orthonormale de R™ adaptée au noyau de a. Les premiéres
colonnes de la matrice A’ figurant 'endomorphisme ¢ dans la base e sont nulles et donc

A = (8 g) avec C € M,(R) et T =rg(A") = rg(A).
Vérifions ensuite que cette matrice A’ est antisymétrique. Introduisons P la matrice de
passage de la base canonique de R™ a la base e. La matrice P est orthogonale en tant
que matrice de passage entre deux bases orthonormales. La formule de changement de

base s’écrit alors
A = P 1AP avec P '='P

et I'on vérifie :
AT —tptgtp-l — P-—l(__A)P — _P—IAP = A’

La matrice A’ est antisymétrique. Le bloc B est donc nul! tandis que le bloc C est
antisymétrique. Puisque le bloc B est nul, le rang de A’ est égal au rang de C. La matrice
antisymétrique C est alors carrée de taille r et de rang r donc inversible. On est ramené
au cas précédent et l'on peut conclure que r est un entier pair.

Exercice 24 **
Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique.
(a) Quelles sont les valeurs propres réelles possibles de A?

(b) En déduire que le déterminant de A est un réel positif.

(¢) Montrer que les valeurs propres complexes de A sont imaginaires pures.

B BTy TN - TR

1. La nullité de ce bloc pouvait aussi étre acquise en observant que (Ker(a))J‘ est stable par a.
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Solution

(a) Soit A une valeur propre réelle de A et X € M, ;(R) un vecteur propre associé.
On a AX = AX avec X colonne non nulle.

méthode

| On étudie *XAX.

D’une part, on a directement * X AX = A'X X. D’autre part, on peut écrire en exploi-
tant A = —*4
PXAX = —'X'AX = —"AX)X = -2 XX.
Sachant XX = || X||* #£ 0 car X non nulle, on obtient A = —X et donc A = 0. Ainsi, la
seule valeur propre réelle possible d’une matrice antisymétrique est .

(b) Le déterminant de A est le produit des valeurs propres complexes de A comptées
avec multiplicité. Or ces derniéres sont deux a deux conjuguées et l'absence de valeurs
propres réelles non nulles entraine que le déterminant de A est un produit de facteurs AX
et d’éventuels 0. On en déduit que det(A) est un réel positif ! ‘

(c) Soit X une valeur propre complexe de Aet X € M,, ;(C) un vecteur propre associé.
On a AX = AX avec X colonne non nulle.

méthode
H On étudie "X AX.

D’une part, un calcul direct donne "XAX = \"XX. Dautre part, il est possible
d’écrire A = — A car la matrice A est antisymétrique et réelle. On a alors aussi

"KAX = -"X'AX = - "AX)X = -"0X)X = -2 XX.

. . i< N 7 .
Ainsi, on obtient A XX = —A X X. Or, en notant z,,...,z, les coefficients complexes
constituant la colonne non nulle X, on remarque

XX =Y |zl > 0.
k=1

On en déduit A = =X donc X € iR.

Exercice 25 ¥¥*

Soit A € M, (R) antisymétrique. Montrer que, par le biais d’'une matrice de passage
orthogonale, la matrice A est semblable ? & une matrice diagonale par blocs avec sur |
la diagonale des zéros et/ou différents blocs M, avec

0 —o "
Ma_(a 0) avec « € RJ.

TR s S e e T O M SR

1. On trouvera dans le sujet 29 p. 164 une démarche alternative.
2. Ce résultat de réduction des matrices antisymétriques résout aussi les deux sujets précédents.
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Solution

On raisonne par récurrence forte sur n > 1.

Pour n = 1, une matrice antisymétrique est nulle et la propriété est vérifiée.
Pour n = 2, une matrice antisymétrique de taille 2 est nulle ou de la forme

0 -«
(a 0) avec a # 0.

Si a > 0, la propriété est immédiatement vérifiée. Si o < 0, on emploie une matrice de

permutation :
(_Oa g) avec P = ((1) (1)) € O2(R).

-1 0 — X R
P (a 0 P=

Supposons ensuite la propriété établie jusqu'au rang n — 1 2> 2. Soit A € M,(R)
une matrice antisymétrique. Introduisons ’endomorphisme ¢ de R™ canoniquement as-
socié & la matrice A et notons { -, - ) le produit scalaire canonique sur R™. L’hypothése
d’antisymétrie de la matrice A se retraduit en écrivant

{a(z),y) = —{z,a(y)) pour tous z et y de R™. (%)
En effet, si X et Y désignent les colonnes formées des coefficients constituant z et Y,

(a(z),y) = (AX)Y =*X'AY = —'XAY = —{(z,a(y)).

méthode
Pour obtenir dans la représentation matricielle de @ un bloc M, on recherche
deux vecteurs e; et ex vérifiant a(e;) = aes et a(ez) = —ae;. Le vecteur ¢;

apparait alors comme un vecteur propre de a?.

Etudions P'endomorphisme a?. Celui-ci est symétrique car figuré par la matrice A2 dans
la base canonique qui est orthonormale avec

{47) = (4)° = (-4)° = A°

Discutons ensuite selon l'éventuelle nullité de a?.
Cas : a? = 0. L’endomorphisme a est alors nul car, pour tout z € R”,

||cz(m)||2 = (a(z),a(z)) = —(z,a(a(z))) = —(z,d%(z)) = 0.

La propriété voulue est alors immédiate.

Cas : a? # 0. L’endomorphisme a? est symétrique donc diagonalisable. Puisque ce n’est
pas I’endomorphisme nul, il posséde une valeur propre A non nulle. Soit e; un vecteur
propre unitaire associé. Le vecteur a(e;) ne peut pas &tre nul et est orthogonal & e;
car (*) donne

(a(cl),q) = —<el,a(el)) donc (a(el),el> = Q.
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Introduisons alors le vecteur unitaire
1
a(e)|

La famille (e;,e2) est orthonormale et, par construction, on peut écrire a{e;) = aes
avec @ = ||la(e)|| > 0. De plus, a®(e;) = Ae; donne

€y =

a(el).

alez) = éag((f]) = fle; avec fB=

Q_{)—-'

L’égalité {a(e1), e2) = —{e1,a(ez)) montre ensuite 8 = —a.
En résumé, on a déterminé un plan P = Vect(e;, es) stable par a tel que 'endomor-
phisme induit par a est représenté dans la base orthonormale (e, e2) par la matrice

0 —«a
M, = .
Considérons ensuite une matrice P orthogonale dont les deux premieres colonnes sont

formées ! par les vecteurs e; et ey. Puisque P~ = *P, on vérifie que la matrice P~1AP
est antisymétrique et, par construction, celle-ci est de lg forme

1y (M O
PAP_(O )

La matrice A’ de M, _2(R) cst antisymétrique et 1'on peut employer ’hypothése de
récurrence pour introduire une matrice P’ de O,,_2(R) telle que P'~1A’ P’ est de la forme
voulue. Enfin, en considérant la matrice

o=(o p)eo®

on obtient R™!AR de la forme souhaitée avec R = PQ € O, (R).
La récurrence est établie.

7.5 Exercices d’approfondissement

Exercice 26 * e |
Soit A et B deux matrices de MH(R) On netea et im plias pravdes valers pr
des matrices "AA et ' BB. Montrer que les valet ) 2

I

1. Il est possible de construire une telle matrice en complétant la famille orthonormale (e, e2) en une
base orthonormale de R™.
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Solution

Notons que les matrices “AA et ' BB sont symétriques réelles, elles admettent donc des
valeurs propres et celles-ci sont en nombre fini ce qui légitime 'introduction de « et 3.

Considérons le produit scalaire canonique sur M,, 1 (R) donné par (X,Y) = 'XY.

méthode

| On vérifie |AX|® < & IIXH pour toute colonne X de M, ;(R).
Soit X € M,,1(R). On a
JAX|? = (AX, AX) = {(AX)AX = "X 'AAX.

Or la matrice ‘AA est symétrique réelle. Par le théoréme spectral, on peut donc écrire
‘AA = PD'P avec P matrice orthogonale et D matrice diagonale de coefficients diago-

naux les valeurs propres A;,..., A, de *AA. On poursuit alors le calcul précédent
AX|[? ='XPD'PX ='YDY avec Y ='PX.
En notant y, ...,y les coefficients de la colonne Y, on observe

‘YDY = Z)\iy1L aZyt—a

i=1
avec
'YY ='XP'PX ='XX.
On a donc |AX|® € a HX||2 On montre de méme HBX“2 < BlIX|® pour toute co-
lonne X. Considérons alors A une valeur propre de AB et X un vecteur propre associé.
On a ABX = AX avec X colonne non nulle. En appliquant les inégalités qui précedent
successivement avec les matrices A et B, il vient

MIX|Z = IAX]* = |ABX|” < o |BX|* < aB | X |-

On simplifie alors par || X||* > 0 pour conclure A2 < a8.

Exercice 27 **

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1 et e = (e1,...,e,) une base |
orthonormale de E.
On appelle matrice de Gram! d’une famille (z1,...,z,) de vecteurs de E la matrice |
G(z1,...,2%a) € Mu(R) de coeficient général (z;, z;).

{(a) On note A la matrice figurant la famille (x4, ...,z,) dans la base e. Exprimer
G(z1,...,z,) en fonction des matrices A et *A.

(b)Soit M € M,(R). A quelle(s) condition(s) existe-t-il une famille (z1,...,z,) 3
de vecteurs de F telle que M = G(z1,...,2,)7

ET e S

(¢) Application : On suppose n > 2. Pour quelles valeurs de c réelles existe-t-il une
famille (zj,...,%,) de vecteurs unitaires de E vérifiant (x;,z;) = ¢ pour tous les
indices 1 et § distincts ?

Rl SN S SRR SR 2 s SRR T T T R T R R T

1. On trouvera une autre application classique des matrices de Gram dans le sujet 33 du chapitre 11
de Vouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI.
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Solution

(a) méthode
On sait exprimer le produit scalaire de deux vecteurs a partir de leurs coor-
données dans une base orthonormale.

Les coefficients de la matrice A définissent les coordonnées des vecteurs zy,...,Zn
dans la base orthonormale e. Pour ,j € [1;n], les coefficients a; ;,...,a,; d'une part,
et ay j,...,0, ; d’autre part, donnent les coordonnées des vecteurs z; et z; et donc

n n n

(@3, z5) = Zak,zak,j = Z[A]k,i[A]k,j = Z[tA] i,k[A}k,j = [tAA]@,j‘

k=1 k=1 k=1

Ainsil, G(z,...,z,) = 'AA.

(b) Par représentation d’une famille de vecteurs dans une base, 1'existence d’une fa-
mille de vecteurs (xy,...,z,) telle que M = G(z1,...,z,) équivaut & I'existence d’une
matrice A € M, (R) telle que M = ‘AA.

méthode

| Pour A € M,(R), ‘AA est une matrice symétrique & valeurs propres positives 2.

Analyse : il existe une matrice A € M,(R) telle que M = ‘AA, la matrice M est
nécessairement symétrique et a valeurs propres positives.

Synthése : Supposons la matrice M symétrique de valeurs propres Aj,. .., A, positives.
Par le théoréme spectral, on peut écrire M = PD'P avec P € O,(R) et

M (0)
D e -
©)
Puisque les valeurs propres Ay, ..., A, sont positives, on peut introduire
VAL (0)
A= .

0 i

La matrice® A = A ‘P vérifie alors ‘AA = M et la matrice M est donc la matrice de
Gram de la famille de vecteurs figurée par A dans la base e.

1. En conséquence, 1g{G{z1,...,zn)) = rg(*AA) = rg(A) = rg(z1, ..., zn) (voir sujet 21 p. 269).

2. Voir sujet 6 p. 296.

3. Plus généralement, A = QAP avec Q € On(R) convient aussi et ’on peut montrer qu’il n’y en a
pas d’autres, par exemple en exploitant le résultat du sujet 9 p. 299.
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(c) Il s’agit ici de déterminer pour quelles valeurs de ¢ € R la matrice symétrique

est a valeurs propres positives.
Les valeurs propres de M, sont! 1 —cet 1 + (n —~ 1)c. Celles-ci sont positives si, et
seulement si,
1
ce -1,

n—1’

[ Exercice 28 *** (Pseudo inverse)
Soit a une application linéaire d’un espace euclidien E vers un espace euclidien F’.
Montrer qu’il existe une unique application linéaire b de £’ vers E vérifiant :

(i) aobet boa sont des endomorphismes symétriques;
(i) aocboa=aetboaob="0.

L’application linéaire b est appelée pseudo-inverse? de a.

Solution
Analyse : Supposons b € L{E’, E) solution du probléme posé.

méthode
Les endomorphismes a o b et b o ¢ sont des projections orthogonales que 'on
peut préciser.

L’endomorphisme aob est symétrique et vérifie (aob)? = aob, il s’agit d’une projection
orthogonale. De plus, Im{a o b) C Im(a) et, inversement, Im{a) C Im{a o b) car on peut
écrire @ = (aob)oa. L’endomorphisme a ob est donc la projection orthogonale sur Im{a).

Aussi, b o a est symétrique et vérifie (boa)® = bo a, c’est une projection orthogonale.
De plus, Ker(a) C Ker(bo a) et aussi Ker(bo a) C Ker{a) car a = a o (boa). L'endo-
morphisme b o a est donc la projection orthogonale parallélement & Ker(a), c’est-a-dire

la projection orthogonale sur (Ker(a))“L

Par les études qui précédent, on peut affirmer que la composée a o b est parfaitement
déterminée puisqu'’il s’agit de la projection orthogonale p sur Im(a}. Pour en déduire b,
il suffit de savoir inverser a sur ’espace des valeurs prises par b.

méthode
Une application linéaire définit par restriction un isomorphisme de tout sup-
plémentaire de son noyau vers son image.

L’égalité b = bo a o b donne par double inclusion Im(b) = Im(b o a) et on en déduit
Im(b) = (Ker(a})'l" Or cet espace est un supplémentaire de Ker(a) et 'on peut donc

1. Voir sujet 25 p. 158.

2. Lorsque I'on veut résoudre ’équation linéaire a(x) = y, ni ’existence, ni 'unicité d’une solution ne
sont assurées. Introduire le pseudo-inverse b permet de déterminer le vecteur xg = b(y) qui est le vecteur
de norme minimale tel que a(xg) soit le plus proche possible de y.
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introduire la restriction de (Ker(a))L vers Im(a) qui est un isomorphisme. Notons o’ son
isomorphisme réciproque :
a': Im{a) — (Ker(a))i'

L'égalité a o b = p donne alors o’ caob = a’ o p avec a’ o a = Idjy, ;) donc b = a’ o p.
L’application linéaire b est ainsi déterminée de fagon unique.

Synthése : Soit b = a’ op avec @’ et p tels que définis au-dessus. L’application linéaire b
est bien définie de E’ vers F et 'on remarque

Im(b) = (Ker(a)) ™ et Ker(b) = (Im{a))™

car a’ est un isomorphisme. Vérifions que 'application b satisfait aux propriétés requises.
Onaaob=aoa’ op=pecar aoda est 'identité sur 'image de a. Ainsi, a o b est une
projection orthogonale et donc un endomorphisme symétrique.

Aussi, boa =a’opoa = o' oa car p se confond avec I’identité sur 'image de a. Or
l’application linaire a’oa est nulle sur Ker(a) et correspond a 1'identité sur son orthogonal.
L’application boa correspond donc 4 la projection orthogonale sur 'orthogonal de Ker(a)..
Il s’agit encore une fois d’'un endomorphisme symétrique.

Enfin, (a0 b)2 =aob donne (aoboa—a)ob =0 donc

(Ker(a)) =Im(b) C Ker(aoboa — a}.

Cependant, on a aussi Ker(a) C Ker(aoboa —a) et doncaoboa—a=0.
L’égalité {a 0 b)? = a o b donne encore ao (boaob —b) = 0 donc

Im(boacb—b) C Ker(a).

Cependant, Im(bo a o b — b} C Im(b) = (Ker(a) ) et doncboaob—b=0.

Finalement, ’application linéaire b est solution.

Exercice 29 *** (Decompasm _
Soit § € Mj, (R) telle: qu £ £2(:5) pour toute matrice U € O,(R).

(a) Soit A € M () e Moimer exp(4) € O, (R).

(b) En considérant. les ‘matrices rth gonales exp(tA) pour £ réel et A matrice an-
tslsymetrlqueL étabhr ) ne symétrique.

(c) Montrer que les valeurs propms de. § sont positives.

(d) Apphcatxon Montlzer que péw tﬁute mat}nce M € M.(R),ilexiste S € M,(R)
symétrique & valeurs propres positives. et e 0, (R) telles que M = S Q.
m

n polalre)

BT,

Solution

(a) L’application de transposition est linéaire au départ d’un espace de dimension
finie done continue. On obtient alors par passage a la limite des sommes partielles

"(exp(A4)) = exp(*A) = exp(—A).
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méthode

| Si A, B € M,(K) vérifient AB = BA, on a exp(A) exp(B) = exp(A + B).
Puisque les matrices A et — A commutent
“lexp A) exp(A) = exp(—A) exp(A) = exp(—~A4 + A) = exp Oy, = 1,,.

La matrice exp A est donc orthogonale.

(b) Soit A une matrice antisymétrique de M, (R). La fonction f qui & un rée} ¢
associe tr(S exp{tA)) admet par hypothése un maximum en 0.

méthode

Une fonction réelle dérivable admettant un extremum en un point de part et
d’autre duquel elle est définie, est de dérivée nulle en ce point.

Etudions la dérivabilité de la fonction ¢t — exp(tA4). Celle-ci est la somme de la série
de fonctions ) uy avec

ug(t) = tk A*.
Chacune de ces fonctions est de classe C! de R vers M,,(R) avec

1

k—1 4k
mt A®¥ pour k21

upg(t) =0 et up(t) =

La série y_ u converge simplement sur R. Montrons que la série >~ u} converge unifor-
mément sur tout segment [—7;r] de R. Pour k > lett € [—r;rJona

1

(“k—:f)—!fk_lﬂAkH

k()] <

avec | - || la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique sur M, (R). Or on
sait ! |AB|| < ||A|l||B]| pour toutes matrices A et B de M,(R). On en déduit

1
k — 1)1

La série ) oy est convergente car il s’agit de la série exponentielle en le réel r || A} et I'on
peut donc affirmer que la série >~ u} converge normalement, donc uniformément, sur tout
segment [—r;7] de R. Par théoréme, on sait alors que la fonction somme ¢ +— exp(tA4)
est de classe C! et

1

i@l < =3 7

- k
Al = ||Allax  avec o =

d +00
EE(GXP&AD - g Z (k _— (k=1 gk

1. La norme euclidienne sur M, (R) est sous-multiplicative, voir sujet 10 p. 257.

-
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Par continuité de I’application linéaire X — AX sur M,,(R), on peut factoriser A de la
somme infinie et poursuivre

+00 1

a(-ig(exp(tA)) = AZ (T:I—)!tk“lflk_l = Aexp(tA).
k=1

Par opérations sur les fonctions dérivables, la fonction f: ¢ — tr(Sexp(tA4)) est alors
dérivable sur R avec

F(t) = tr(SAexp(tA)).
Or cette fonction admet un maximum en 0 et donc f/(0) = 0 ce qui donne tr(SA) = 0.
Introduisons le produit scalaire canonique sur M,(R) défini par (M, N) = tr("MN).
Le résultat qui précede se relit (*S, A) = 0 pour toute matrice antisymétrique A. La

matrice ‘S appartient donc & Iorthogonal de I’espace des matrices antisymétriques qui
est 1’espace des matrices symétriques !. Finalement, la matrice S est symétrique.

(c¢) Par le théoréme spectral, on peut écrire S = PD*P avec P € O,(R) et D matrice,
diagonale de coefficients diagonaux Ay,...,A,. Considérons la matrice V diagonale de
coefficients diagonaux &1,...,&, avec £; = *+1 déterminé de sorte que £;A; = |A;]. La
matrice V est orthogonale, donc aussi I'est U = PV *P. Or

tr(SU) = tr(SPV 'P) = tr((SPV)‘P) = tr(* P(SPV)) = tr(*PSPV)
=tr(DV) = | M|+ + | Aq]
et
tr(S) = Ay + -+ + A

La propriété tr{SU) < tr(S) entraine A; > 0 pour tout ¢ € [1;n]. La matrice S est donc
a valeurs propres positives.

(d) Soit M € M, (R).

méthode
Toute fonction réelle définie et continue sur un compact non vide présente un
minimum et un maximum.

La fonction réelle : U — tr(MU) est définie et continue sur M, (R) car linéaire. Sa
restriction au départ du compact non vide O, (R) présente un maximum en une certaine
matrice Up de O,(R}. On a alors, pour toute matrice U de O,(R),

tr(MU) < tr(MUy).
Posons ensuite S = MUy. Pour toute matrice V de O,(R), on peut écrire
tr(SV) = tr(MUpV) < tr(MUp) = tr(S) car UpV € O, (R).

La matrice .S est alors symétrique & valeurs propres positives et 'on peut écrire M = S Q2
avec 2 = Uy ! une matrice orthogonale.

1. Voir sujet 18 du chapitre 11 de 'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI.
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Exercice 30 ***

Soit M € M,(R) vérifiant® ‘MM = M*M. Montrer que M est orthogonalement
semblable? 4 une matrice diagonale par blocs, dont les blocs diagonaux sont de
taille 1 et/ou de taille 2 de la forme?

Mypg= (Z _f) avec «o,fB €R.

T — T— T T T 5 7 NERUR R E TR T T 5 [ 4 XTI 2 T R eS|

Solution

Montrons la propriété en raisonnant par récurrence double sur la taille n > 1 de la
matrice M.

Pour n = 1, c’est immédiat. Pour n = 2, une matrice

-t Y

commute avec sa transposée si, et seulement si,

b? = ¢?
{ac+ bd = ab + cd.

Distinguons alors deux cas :

Cas : b = c. La matrice M est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable.

Cas:b#c. Ona b= —c (avec b # 0) et a = d. La matrice M est alors égale a M, ..

Supposons la propriété établie aux rangs n — 2 et n — 1 avec n > 3. Considérons une
matrice M de M, (R) commutant avec sa transposée et u I’endomorphisme de R™ qui
lui est canoniquement associé.

méthode
Un endomorphisme d’un espace réel de dimension finie non nulle admet au
moins une droite ou un plan stable 4.

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension 1 ou 2 stable par u et e une base orthonor-
male de F adaptée a ce sous-espace vectoriel. La matrice de « dans la base orthonormale e
est de la forme

A B
N = (0 C) avec A € Mgyim r(R).

méthode
On montre que le bloc B est nul et que les matrices carrées A et C' commutent
avec leurs transposées respectives.

1. On dit que M est une mairice normale.

2. C’est-a-dire semblable par I'intermédiaire d’une matrice de passage orthogonale.

3. La matrice M, g étant diagonalisable dans C, on peut affirmer que toute matrice commutant avec
sa transposée est diagonalisable sur C.

4. Voir sujet 33 p. 232.
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Les matrices M et N figurent le méme endomorphisme dans des bases orthonormales,
eiles sont donc orthogonalement semblables ce qui permet d’écrire

M=PNP'=PN'P avec P e O,(R).

L’identité MM = M *M entraine alors NN = NiN. Or

‘AA ‘AB A'A+B'B B'C
t _ ¢ —
EWV_@BA‘BB+%@) ot va‘( C'B (ﬂC)' *)

On en déduit en particulier
‘AA= A'A+ B'B.

En considérant la trace des deux membres, on obtient
tr(*AA) = tr(A'A) + tr(B'B) = tr("AA) + tr(*BB).

Aprés simplification, il vient! ||B||* = tr(! BB) = 0 ce qui entraine que la matrice B est
nulle.
Finalement, la matrice N est de la forme

v-(3 )

De plus, () donne "AA = A*A et 'CC = C*C.

Par 1’étude des cas n = 1 et n = 2, la matrice A est semblable & une matrice de la
forme voulue par une matrice de passage orthogonale )'. Par I'hypothése de récurrence,
la matrice C est aussi semblable a une matrice de la forme souhaitée par une matrice
orthogonale Q. Considérons alors la matrice ¢ définie par blocs

"0
Q= ¢ 73K
0 @
Celle-ci est orthogonale et I’on vérifie par produit par blocs que R~ MR est de la forme

attendue avec R = PQ € O,(R).
La récurrence est établie.

1. On considére ici la norme euclidienne associée au produit scalaire (A, B) = tr(*AB).

-



CHAPITRE 8

Probabilités

8.1 Ensembles dénombrables

8.1.1 Définition

Définition

| Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection avec N.
Lorsqu’un ensemble £ est dénombrable, on peut introduire une application ¢: N —» F
bijective. En posant z,, = ¢(n) pour tout n € N, la suite (x,) est constituée de tous les
éléments de E sans répétitions. On dit que la suite (z,,) constitue une énumération de E.

Les figures ci-dessous illustrent des énumérations des ensembles dénombrables Z et N? :

La droite réelle R n’est pas un ensemble dénombrable : I'infinité des éléments de R est
trop grande pour que l'on puisse énumérer tous les réels. Aussi, ni p(N), ni {0, I}N (qui
est facilement en bijection avec p(N)}) ne sont des ensembles dénombrables.
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8.1.2 Ensembles au plus dénombrables
Définition
| Un ensemble est dit au plus dénombrable lorsqu’il est fini ou dénombrable.
On peut énumérer les éléments d’un ensemble F au plus dénombrable, soit par une suite

finie (z&)ref1;n) avec n = Card{E), soit par une suite infinie (z,)nen.

Un ensemble est au plus dénombrable si, et seulement si, il est en bijection avec une
partie de N.

Théoréme 1 | |
Toute partie d'un ensemble dénombrable est au plus dénombrable.

8.1.3 Opérations

Théoréme 2 |
Un produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

On retrouve que N2 = N x N est dénombrable.

Théoréme 3 | | | |
Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

L’ensemble Q) des nombres rationnels est dénombrable car ¢’est une réunion dénombrable
d’ensembles dénombrables :

Q= U A, avec A, = {1—) |p € Z} dénombrable.
quvn q

8.2 Espaces probabilisables

8.2.1 Univers

Définition
L’ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire est appelé univers, il est
généralement noté (2.

Les éléments w de 2 constituent les issues (ou réalisations) de l'expérience aléatoire.
L’univers () peut étre un ensemble fini, dénombrable ou infini non dénombrable.
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8.2.2 Tribu

Définition
On appelle tribu sur un ensemble 2 toute partie 7 de p(2} vérifiant

1) QeT,;
2) VAT, AeT;
3) V(‘A"R)RGN S TN} U An S 7-

neN
La derniére propriété s’appelle la stabilité par réunion dénombrable.

Une tribu contient alors nécessairement ’ensemble @ et est stable par intersection dé-
nombrable

() An €T pour tout (An)nen € TH.

neN

Une tribu est aussi stable par union et intersection finie.

T = p(Q2) est un exemple de tribu sur €2, c’est la tribu discréte.

8.2.3 Evénements

Définition
On appelle espace probabilisable tout couple (£2,7) constitué d’un ensemble €2 et
d’une tribu 7 sur Q.

(2, p(€2)) est un espace probabilisable.

Définition

Si (2, T) est un espace probabilisable, les parties A de £ éléments de la tribu 7 sont
appelées événements de l'espace (2, T).

L’événement ) est appelé événement certain alors que 0 désigne 1’ événement tmpossible.
Lors de ’étude d’une expérience aléatoire, un événement s’exprime en langage naturel et
se comprend comme un ensemble élément de la tribu 7. Les opérations sur les événements
se traduisent par des opérations sur les ensembles. Par exemple, A désigne I’ événement
contraire de I'événement A.

Définition

On dit que deux événements A et B sont incompatibles lorsque leur intersection est
I’événement impossible, ¢’est-a-dire lorsque AN B = .

8.3 Probabilités

(Q, 7T} désigne un espace probabilisable.
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8.3.1 Définition

Définition
On appelle probabilité sur l'espace (2,7) toute application P: T — [0;1] vérifiant
P(Q) = 1 et, pour toute suite (A, }nen d’événements deux & deux incompatibles,

+oc
Z P(A,) converge et P(U An) = ZP(AR)
n=0

neN

Cette derniére propriété est 1'additivité par union dénombrable.

Cette notion étend aux univers infinis le concept de probabilité défini dans le cours de
premiere année limité aux univers finis. Il n’est cependant plus possible de calculer la
probabilité de n’importe quelle partie de {2 : on ne peut calculer la probabilité que d’'un
événement, c’est-a-dire d’un élément de la tribu 7.

Définition

On appelle espace probabilisé tout triplet (§2,7,P) formé d'un ensemble §2, d'une
tribu 7 sur §2 et d’une probabilité P sur (2, 7).

8.3.2 Probabilité sur un univers au plus dénombrable

Soit 2 un univers fini ou dénombrable muni de la tribu discréte 7 = p(2). Pour une
issue w € §2, on note p,, la probabilité de |’ événement élémentaire {w}. La famille (p,)wen
est une famille de réels positifs, sommable et de somme égale & 1. Inversement :

4

Théoréme 4

Si {pu)wen est une famille de réels positifs, somimable et de somme egale a 1, il existe
une unique probabilité P sur (Q, p(£2)) telle que p,, = P({w}) pour tout w € .

Celle-ci est déterminée par

= Z P pour tout A € p(2).
wEA

J

Lorsque 1'univers (2 n’est plus fini ou dénombrable, il est beaucoup plus difficile de définir
une probabilité sur {1 et la tribu des événements est rarement p(€2).
8.3.3 Propriétés

Soit (£2, 7, P) un espace probabilisé.
Les propriétés calculatoires déja vues en premiére année restent valides : lorsque A et B
sont deux événements

ANB=0 = P(AUB)=P(A) +P(B).
Plus généralement, on a 1’égalité

P(AUB) = P(4) + P(B) — P(AN B).
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On dispose aussi d'une propriété de croissance

AC B — P(A) < P(B).

Enfin, on a P'identité P(A4) = 1 — P(A) qui est utile, notamment pour calculer une
probabilité par considération de 'événement contraire.

Ces propriétés se completent des résultats de continuzté monotone qui suivent :

-

Théoreme 5 {Continuité croissante)
Si (A, )nen est une suite croissante d’événements (c’est-a-dire A,, C A, 4+ pour tout
entier n € N) alors la suite (P(A,,)) converge et

P(U An) = E;fwP(An).

neN

-

Ce résultat est utile pour calculer la probabilité d'une union dénombrable comme limite
des probabilités des unions partielles :

P(U An) = nngwP(U Ak).
neN k=0
En particulier, on peut généraliser I'inégalité de Boole :
+0co
P(U An) <Y _P(4n)
neN n=0

quitte a considérer le second membre égal a +00 si la série associée diverge.

4 N

Théoréme 6 (Continuité décroissante) _
Si {Ay)nen est une suite décroissante d’événements (c’est-a-dire 4,41 C A, pour
tout entier n € N) alors la suite (P(A,)) converge et.

o() ) = i peso

neN

..

Ce résultat permet de calculer la probabilité d’une intersection dénombrable par limite
des probabilités des intersections partielles :

neN
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8.3.4 Evénements négligeables, événements presque siirs

Soit (£2,7,P) un espace probabilisé.
Définition
| On dit qu'un événement A est négligeable si P(A) = 0.
L’événement impossible est négligeable. Un événement négligeable n’est pas pour autant
impaossible. '
Un événement inclus dans un événement négligeable est a fortiori négligeable.
Une réunion finie ou dénombrable d’événements négligeables est négligeable.
Définition '
On dit qu’un événement A est presque sir' si P(A4) = 1.
Ceci signifie encore que ’événement contraire A est négligeable.

L’événement certain est presque sir...
Un événement contenant un événement presque siir est presque siir. Une intersection finie
ou dénombrable d’événements presque siirs est presque siire.

Pour montrer qu'un événement A est presque sir, il est fréquent d'étudier A car celui
est souvent plus facile & décrire puisque « petit ».

8.4 Probabilités conditionnelles et indépendance

(©2,7,P) désigne un espace probabilisé.

8.4.1 Evénements indépendants

Définition

On dit que deux événements A et B de I'espace probabilisé (2, 7,P) sont indépen-
dants si P(AN B) = P(A) P(B).

Il ne faut pas confondre I'indépendance et 'incompatibilité : deux événements incom-
patibles sont rarement indépendants! L’indépendance permet de calculer la probabilité
d’une intersection tandis que 'incompatibilité sert au calcul de la probabilité d’une union.

Définition

Soit (A;)ies une famille d’événements de 'espace probabilisé (2, 7,P) avec / un
ensemble d’indexation quelconque. On dit que les événements de la famille (A;)ies
sont mutuellement indépendants si, pour tout m € N* et tous 21,...,tm € ] deux &

deux distincts,
P(ﬂ Aik) = [ P(4s,).
k=1 k=1

L’indépendance mutuelle d’une famille d’événements est souvent une conséquence de
la modélisation choisie de Pexpérience étudiée. On la rencontre lors de la répétition
d’expériences : lancers successifs d’une piece, tirage avec remise.

1. On parie parfois d’événement quasi certain.
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8.4.2 Probabilités conditionnelles

Soit A un événement de 2 vérifiant P(A) > 0.

Définition
Pour tout événement B de {2, on définit la probabilité conditionnelle de B sachant A
par
P(ANB
p(p|4) % PANBE)

P(A)
Si A et B sont indépendants, on remarque que P(B|A) = P(B).
Une probabilité conditionnelle P(B| A) est aussi notée P4(B) ce qui introduit ’applica-

tion
| 7T —-10;1]
PA .
B Pa(B)=P(B|A).
Celle-ci est une probabilité sur (£2, 7") ce qui autorise pour les probabilités conditionnelles

les propriétés calculatoires vues précédemment pour les probabilités.

Lorsque A est un événement tel que P(A) = 0, on ne peut pas définir la probabilité d’un
événement B sachant A par le quotient précédent. Il est usuel de poser P(B|A) = 0 dans
ce cas. L’application P4 ne désigne alors pas une probabilité.

8.4.3 Formule des probabilités composées

Théoréme 7 (Formule des: pmb’abi’l“ tés eompa‘sees)
Si A et B sont deux événemernts de 2,

P(ANB) = P“(A) P(B‘| A).

Lorsque deux événements A et B ne sont pas indépendants mais que 'un peut étre
mesuré lorsque ’autre est réalisé, la formule des probabilités composées permet le calcul
de P(A N B). Ceci est notamment utile pour les expériences présentant une succession
d’épreuves non indépendantes.

Plus généralement, si Ay,..., A, sont des événements de (2,

P(A N...NAy) = P(A]) P(Az| A1) ... P(An| A1 N ... N Apy).

8.4.4 Formule des probabilités totales

Soit {A;)icr une famille d’événements de ’espace probabilisé (€2, 7, P) avec I un ensemble
fini ou dénombrable.

Définition

On dit que la famille (A4;);cr est un systéme complet?® d’événements si les événe-
ments A; sont deux a deux incompatibles et de réunion 2.

1. La notation P(B|A) peut préter a confusion : (B|A) ne désigne pas un événement dont nous
calculons la probabilité par P!

-
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Théoréme 8 (Formule des probabilités totales)
Si (Ai)icr est un systéme complet® d’événements de ’espace probabilisé (2,7, P)
alors, pour tout événement B, la famille (P(B|A:) P(4;)), , est sommable et

P(B) = Y _P(B|A:)P(4:).

ief

y

La formule des probabilités totales permet les études exhaustives : les A; déterminent
tous les cas possibles et les probabilités conditionnelles estiment la réalisation de B
dans chaque cas. Cette formule est utile pour évaluer ia probabilité d’un événement qui
apparait sur plusieurs feuilles d’une expérience visualisée par un arbre.

8.4.5 Formule de Bayes

Théoreme 9 (Formule de Bayes)
Si A et B sont deux événements avec B de probabilité non nulle,

P(B|A) P(4)

P(A|B) = 203

\.

La formuie de Bayes est utile pour les raisonnements « rétroactifs » : lorsque ’on sait la
réalisation de B, elle permet d’estimer la probabilité que A en soit la cause.

8.5 [Exercices d’'apprentissage

f h'

Exercice 1 1
Soit © un ensemble. On introduit

T ={AC | Aou A est au plus dénombrable}.

IO ST

(a) Vérifier que 7 est une tribu sur 2. ;

(b} On suppose 2 infini non dénombrable.
Montrer que I'on définit une probabilité P sur (£2, 7"} en posant, pour tout A de 7,

P(A) = 0 si A au plus dénombrable
1 si A au plus dénombrable.

BT BRECREL it e D e T T e AT g T : BAACECACRL e Eo e E R

2. On parle aussi de systéme quasi complet d’événements Jorsque les A, sont deux A deux incompatibles
et que leur union est un événement presque siir.
3. Ou plus généralement, un systéme quasi cornplet d’événements.

-
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Solution

(a) méthode
On vérifie que 7 est une partie! de p(£2) contenant (2, stable par passage au
complémentaire et stable par union dénombrable.

Par définition 7 est formée de parties de €2 et donc 7 C p(2). La partie 2 appartient
a T car §} = 0 est une partie finie donc au plus dénombrable.

SiAeT,ona AouA au plus dénombrable donc A ou A est au plus dénombrable.
Ainsi, A € T et l'ensemble T est stable par passage au complémentaire. Il reste & vérifier
la stabilité par union dénombrable. Etudions

A= U A, avec (Apn)nen une suite d’éléments de 7.
neN

Cas : Tous les A, sont au plus dénombrables. La partie A est une union dénombrable
d’ensembles au plus dénombrables, c¢’est une partie au plus dénombrable (Th. 3 p. 332).

Cas : L'un des A, est infini non dénombrable. Notons ng l'indice correspondant. La
partie A,, étant élément de 7, on a nécessairement A, au plus dénombrable. Or

donc A est au plus dénombrable car inclus dans une partie qui 1’est (Th. 1 p. 332).
Dans les deux cas, on peut affirmer que 'union des A, cst élément de 7.

(b) méthode
On observe que P est une application de 7 vers [0;1] vérifiant P(Q2) = 1 et la
propriété d’additivité dénombrable.

Commencons par souligner que P’application P est bien définie & valeurs dans [0; 1] car
une partie A de  ne peut vérifier A au plus dénombrable et A au plus dénombrable
puisque 2 = A U A est infini non dénombrable. Ainsi, 'application P est définie sans
ambiguité.

On a immédiatement P(2) = 1 car (2 est infini non dénombrable.

Soit (A, )nen une suite d’éléments de 7 deux a deux disjoints. Vérifions

+o0 +oo
P(U An) =Y _P(4n) (%)
n=0 n=0
avec convergence de la série de terme général P(A,).

Cas : Tous les A, sont au plus dénombrables.
L’union des A, est alors au plus dénombrable et 1'égalité (%) se relit 0 = 0.

1. Une tribu est un ensemble d’ensembles.
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Cas : L'un des A, est infini non dénombrable. Notons ng l'indice correspondant. On
sait alors A,, au plus dénombrable. Puisque les A, sont deux & deux disjoints, on
a A, C A,, pour tout n distinct de ng et donc A, est au plus dénombrable. On en
déduit que seul A, est infini non dénombrable et ’égalité (%) se relit 1 = 1.

Finalement, P c¢st unc probabilité sur (2, 7).

Exercice 2

A quelles conditions sur la suite réelle (@, )nen existe-t-il une probabilité P sur les-
pace probabilisé (N, p(N)) vérifiant

P({n,n+1,...}) =a. pour tout n € N.

Solution
Posons 4, = {n,n+1,...} pour tout n € N.

méthode
Une probabilité sur un univers dénombrable {2 muni de la tribu p(Q) est
entiérement déterminée par la connaissance de la famille (P({w}))w cq Qui est
une famille de réels positifs sommable et de somme 1 (Th. 4 p. 334).

Analyse : Supposons 'existence de la probabilité P telle que voulue. Puisque Ag = N,
on a a9 = P(N) = 1. De plus, on détermine P({n}) pour n € N* en écrivant la réunion
disjointe* A, = {n} U A,41. On a donc par additivité

P(An) = P({n}) + P(Ans1)

ce qui donne P({n}) = a, — an+1- Une probabilité étant & valeurs positives, la suite {a, )
est nécessairement décroissante. Enfin, par continuité décroissante (Th. 6 p. 335)

P@) =P ( ﬂ An) = lim a, car Aj4; C A, pour tout n € N,

n—400
neEN

On en déduit que la suite (a,) est de limite nulle. Vérifions que ces conditions sont
suffisantes.

Synthése : Considérons (a,) une suite de réels décroissante de limite nulle et véri-
fiant ag = 1. Posons p, = a, — a,4+1 pour tout n € N. Les p, sont des réels positifs et
par calcul d’une somme télescopique

n n

Z_’pk = Z(ak ~ Qk41) =Gy = Qpy1 —— ag = 1.
k=0 k=0 noreo

La série ) p, est donc convergente de somme égale & 1. La famille (p, )nen est donc une
famille de réels positifs sommable et de somme 1 : il existe une probabilité P sur 'espace
probabilisable (N, p(N)) vérifiant P({n}) = p, pour tout n € N.

1. On dit d’une réunion qu’elle est disjointe lorsque les ensembles réunis sont deux & deux disjoints.
On utilise quelquefois les symboles IJ ou W pour écrire cette opération.
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Il reste a vérifier que cette probabilité convient ce qui se résout par un calcul télesco-
pique analogue au précédent. Pour tout n € N, les {k} avec k > n étant deux & deux
incompatibles, on a par additivité dénombrable

+o0 +oo 500
PO = (U () = 35 P04 = 3= 3o - ok = on
k2n k=n k=n k=n

Exercice 3

On lance indéfiniment un dé équilibré  six faces et I'on admet ! qu'il existe un espace
proba.bihse (2, 7,P) qui permet d’étudier la succession des valeurs obtenues.
(a)Détermmer la probabilité d’obtenir un ‘six’ pour la premiére fois lors du n-iéme .

{b) Montrer qu’il est presque sir d’obtenir un ‘six’

" (c) Montrer qu'il est presque séir d’obtenir une infinité de ‘six’.

Solution

(a) Pour tout n € N*, on introduit les événements :

An = « On obtient pour la premieére fois la valeur ‘six’ lors du n-iéme lancer »,
D,, = « On obtient la valeur ‘six’ lors du n-iéme lancer ».
Puisque le dé est supposé équilibré, on sait P(D,) = 1/6.
La question posée consiste & calculer la probabilité de A,, : on exprime? A, en fonction

des événements [,
An =D1 ﬂ...ﬁDn_l ﬂDn.

Sans que I’hypothése soit explicite, on suppose les lancers indépendants ce qui permet
d’affirmer I'indépendance mutuelle des événements D1, ..., D,_1 et D, et de terminer le
calcul

P(An) = P(D}) % -+ x P(Da_1) X P(Dy) = -;-(g)‘ -

(b) On étudie :
A = « On obtient au moins un ‘six’ lors de 'expérience ».

On peut exprimer A qui est de nature existentielle par une réunion dénombrable ce qui
assure qu’il s’agit d’un événement :
A= | ] Dn.

neN”

1. L'ensemble §2 des suites d’entiers compris entre 1 et 6 n'est pas dénombrable, il n'est alors pas
immédiat de définir une tribu et une probabilité permettant d'étudier ’expérience en cours : le Th. 13
p. 377 du chapitre suivant assure ’existence de l'univers introduit.

2. Sachant que les D, sont des événements, I’écriture qui suit assure que A, en est aussi un par
opérations dans la tribu 7. Lorsque n = 1, cette écriture se comprend A1 = D;.
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Les événements [J,, n’étant pas incompatibles, on ne peut calculer directement la proba-
bilité de cette union. On peut alors exprimer A comme la réunion disjointe des A, mais
il est plus commode d’étudier I'événement contraire :

A = « On n'obtient jamais de ‘six’ lors de I'expérience ».

Cet événement de nature universelle s’exprime par une intersection

i= () D.
neN*

méthode

On calcule la probabilité d’une intersection dénombrable par continuité mo-
notone (Th. 6 p. 335).

Par continuit¢ décroissante

n—+00

P(A)= lim P(()Dx
k=1

Les événements intersectés étant indépendants, la probabilité de l'intersection est le pro-
duit de leur probabilité

P(A) = lim P(Dy) = lim (g) = (.

n—400 k n—+400

L’événement A est négligeable et il est donc presque siir! d’obtenir un ‘six’ lors de la
succession de lancers.

{(c) On étudie 'expression contraire :
F = « On n’obtient qu’un nombre fini de ‘six’ lors de 'expérience ».

Ceci signifie encore que les lancers réalisés ne donnent plus de ‘six’ & partir d’un certain
rang,

méthode
| On exprime F par opérations ensembliste dans la tribu 7.

L’événement « On obtient plus de ‘six’ & partir du rang N » s’exprime par l'intersec-
tion dénombrable
() Dn

nzN

Comme au-dessus, on obtient par continuité décroissante que cette intersection est un
événement négligeable.

1. 1l existe des successions de lancers qui ne produisent jamais de ‘six’ mais on vient d’établir que
I'ensernble de celles-ci est de probabiiité nulle.
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F' traduisant l'existence d’un rang a partir duquel il n’y a plus de ‘six’ s'exprime par
une réunion dénombrable
F={J ) Dx
NeN*n2N

Cette écriture justifie que F' est bien un événement et qu’il est négligeable en tant que
réunion dénombrable d’événements qui le sont.

( -
Exercice 4

Une urne contient une boule blanche. Un joueur lance un dé équilibré a six faces.
S’il obtient un ‘six’, il tire une boule dans I'urne. Sinon, il rajoute une boule rouge
dans l'urne et répéte la manipulation. On admet l'existence d’un espace probabi-
lisé (2, T, P) permettant Pétude de cette expérience.
(a) Quelle est la probabilité que le joueur tire la bou]e blanche ?
On donne : SRS
=1 |
Z Hx” = —In{l —z) pout tout z € ]-1;1§.
n=1 ) .
(b} On suppose que le joueur a tiré la boule blanche. Quelle est la probabilité qu’il
n’y ait pas d’autres boules dans Purne 7

Solution
Soit n € N*. On introduit les événements suivants :

A, = « Le joueur obtient pour la premiere fois un ‘six’ lors du n-iéme lancer »,
A, = « Le joueur n’obtient jamais de ‘six’ »,
B = « La boule tirée est blanche ».

L’étude menée dans le sujet précédent a donné

5 n—1
PlA) ===} t P{Ax)=0.
) =3(3) @ Pla)

{(a} On veut déterminer la probabilité de B ce qui nécessite de connaitre la composition
de 'urne.

méthode
On utilise la formule des probabilités totales (Th. 8 p. 338) en identifiant un
systéme complet d’événements adapté a 1'étude.

Les événements A4,, (avec n € N*) et Ay, constituent un systéme complet d’événements.
Par la formule des probabilités totales

+oo
=Y P(B|An)P(A,) + P(B|Ax) P(Ax)-
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Exercice 6 ** (Inégalités de Fatou)
Soit (An)nen une suite d’événements de 'espace probabilisé (§2, T, P).

On introduit _
A*=U:ﬂAnetA*=ﬂ UA,,,.

peENnzp pENnzp

(a) Vérifier que A, et A* sont des événements. Conument mterpréter slmprlt
ceux-ci?

(b) Montrer A, C A*.
(c) Montrer les inégalités

P(4) < lim mfP*(A,,,)) e  lim upP(An)>

p—r+oo \ nlp

pﬂ++m \ 832p

(d) Déterniiner un exemple ol o

Solution
Pour p € N. Introduisons

szﬂAn et Cp=UAn.

nzp nzp

{a) Pour tout p € N, on peut affirmer que B, est un événement car intersection dénom-
brable d’événements. On en déduit que A, est un événement par réunion dénombrable
d’événements. L’argumentation est analogue pour A*.

méthode

Une réunion d’événements traduit une quantification existentielle, une inter-
section traduit une quantification universelle.

L’événement B, signifie la réalisation' de tous les A,, au deld du rang p. La réunion
définissant A, signifie donc P'existence d’un rang au dela duquel les événements A,, sont
tous réalisés. En résumé, A, signifie que les événements A, sont tous réalisés & partir
d’un certain rang. L’événement C, signifie 'existence d’au moins un A, réalisé parmi
ceux d’indices supérieurs & p. L’intersection définissant A* signifie que ceci a lieu pour
tout p.. L'événement contraire est cependant plus simple? 4 comprendre

-NUT
pENnzp

signifie que les A,, ne sont plus réalisés au dela d’un certain rang. L’événement A* signifie
alors qu’il y a une infinité de A, réalisés.

1. Dire qu’un événement est réalisé signifie que Vissue de 'expérience aléatoire en est élément. Etudier
la réalisation d’un événement est une fagon de décrire celui-ci.

2. Ce qui précéde peut néanmoins s’interpréter : il existe des rangs arbitrairement grands pour les-
quels A, est réalisé.
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(b) Si une issue w est élément de A,, il existe p € N tel que w est élément de tous
les A, d’indices supérieurs & p. Pour tout ¢ € N, I'issue w est alors élément de Aax(p.q)
et donc élément de la réunion des A,, pour m = ¢g. C'est par conséquent un élément
de A* ce qui justifie 'inclusion! A, C A*.

(c¢) Commencons par justifier I'existence des limites introduites en constatant que les
suites associées sont monotones et bornées. Pour tout p € N, on a

{P(An) [ nz2p+ 1} C {P(An) | n = p}.
Une borne inférieure du second ensemble est donc un minorant du premier ce qui entraine

inf P(A,) 2 inf P(4,).

n2p+1 n2p

La suite des bornes inférieures est donc croissante et puisqu’elle est majorée par 1, c’est
une suite convergente. De méme, on établit la convergence de la suite des bornes supé-
rieures qui est décroissante et minorée par 0.

méthode

Par continuité monotone (Th. 5 et Th. 6 p. 335) , la probabilité d’une union
croissante dénombrable (ou d’une intersection décroissante dénombrable) est
la limite des probabilités des événements considérés.

Soit p € N. Pour tout n > p,

P(B,) <P(A,) car Bp= () Am C Ay

mzp
Une borne inférieure étant le plus grand des minorants, on obtient

P(B,) < inf P(A,).

nzp

Enfin, les événements B, constituent une suite croissante car B, C B,4+1 et donc, par
continuité monotone,

P(A.)= lim P(B,) < lim (ian(An)).

p—r+oo _ p=r+oa \ n2p

La deuxieme inégalité se traite par une étude analogue. On commence par observer que C,
contient tous les A, d’indices supérieurs & p ce qui entraine

supP(4,) < P(C,).

nzp

On conclut a I'inégalité voulue par continuité monotone sachant que la suite (C,) est
décroissante.

1. Siles A, sont réalisés & partir d’un certain rang, il y a une infinité de A, réalisés.



8.6 Exercices d'entrainement 347

{d) On considere 'univers = {0,1} muni de la tribu discréte et de la probabilité
uniforme. Pour tout k& € N, on introduit les événements

Anp = {0} et Aapyr = {1}
On a P(A,) = 1/2 pour tout n € N donc
. . . 1
lim ( inf P(An)> = lim (supP(An)> = —
p—r+o0 \ nz2p p—+ooc \ nz2p 2

tandis que

P(A.,)=P@®) =0 et P(A")=P(Q)=1

Exercice 7 *** (Lemme de Borel-Cantelli)
Soit (An)nen une suite d’événements d’un espace probabilisé (€2, 7, P). On considére

I’événement
“NU4
PENRnZY
(2) On suppose la convergence de la série Y P(A,). Montrer P(A*) = 0.

(b) Inversement, on suppose la divergence de la série > P(Ay) ainsi que Pindépen-
dance mutuelle des A,,. Montrer P(4*) = 1.

\

Solution

(a) Pour p € N, introduisons

:UA

nzp

La suite d’événements (C,) est décroissante car Cpt1 C Cp. On a donc par continuité
monotone

P(A*) = lim P(Cp). (%)

p—+00

La probabilité de 'union dénombrable définissant C), est la limite des probabilités des

unions partielles
N
P(C,)= lim P A, .
(Cp) N—1>I-{r}oo (anjp n)

Or, I'inégalité de Boole donne

N N + 00
P(U An) < Z P(A,) et par passage a la limite P(C,) < 2 P(A,)
n=p n=p

n=py

Le majorant est ici le reste d'une série convergente, il est donc de limite nulle lorsque p
tend vers 'infini. Par théoréeme de convergence par encadrement, on conclut P(A"‘) ={.

-
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{b) méthode
| On étudie 'événement contraire.

En passant a I'événement contraire 'égalité (), on obtient

P{A*) = pETmP(C'_p) avec Cp = ﬂ A,.
nzp

On montre que Vévénement C, est négligeable en étudiant les probabilités des inter-
sections partielles. Par continuité monotone, on a

N
P(C) = Jim P ( N A,,) .
n=p
Soit N = p. On sait par indépendance mutuelle *

P(N7%) = I P = - pian)

n=p n=p

méthode
| On emploie I'inégalité de convexité 1 — z < e~* valable pour tout z € R.

On obtient

et donc, par théoréme de convergence par encadrement, P(C,) = 0. On peut alors
conchure P(A*) = () puis P(A*) = 1.

8.6.2 Tribus

Exercice 8 **
Soit B un événement d'un espace probabilisé (€2, 7,P). Montrer que P'ensemble des
événements indépendants de B forme une tribu sur Q.

1. I'indépendance mutuelle des événements entraine celle des événements contraires : voir sujet 13
du chapitre 12 de 'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI.
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Solution

Notons A 'ensemble des événements de §2 indépendants de B, c¢’est-a-dire I’ensemble
des A € T vérifiant P(AN B) = P(A) P(B).

méthode
On vérifie que A possede (2 et est stable par passage au complémentaire et par
réunion dénombrable.

L’événement certain {2 est indépendant de B car P(2N B) = P(B) = P(Q2) P(B).
Si A est un événement indépendant de B, on peut écrire par additivité puis indépen-
dance

P(B)=P((ANB)U (AN B))
=P(ANB)+P(ANB)
=P(A)P(B) + P(ANB)

On en déduit
P(ANB) =P(B) - P(A)P(B)
= (1-P(A4)) P(B).
= P(A)P(B).

Ainsi, 'événement contraire A appartient 3 A.
Enfin, soit (A,) une suite d’événements indépendants de B deux & deux incompatibles.
Par distributivité de 'intersection sur I'union

P (UNA,,> NB =P<UN(AnﬂB)).

Les événements A, N B sont deux a deux incompatibles et I’on a donc par additivité
dénombrable

o0
P ( U (A, N B)) = Z P(A, N B) avec convergence de Z P(A, N B).

neN n=0

Or P(A,, N B) = P(A,,) P(B) et donc

P ( (nLEJNAn) DB) = (gp(An)) P(B) = P(%An) P(B).

Ainsi, la réunion des A,, est élément de A et 'on peut conclure que A est une tribu sur 2.

-
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f— ™\

Exercice 9 ¥**
Soit §2 un univers.

(a) Soit (A;)ier une famille de tribus sur 2. Montrer que A = [].A; détermine une
tribu sur 2. i€l

(b) Soit S une partie de p(2). Montrer qu’il existe une unigue tribu contenant S
et incluse dans toutes les tribus contenant S. Celle-ci est notée ¢(S5).

On suppose 'univers 2 muni d’une probabilité P définie sur une tribu 7. On dit que
deux tribus A et B incluses dans 7 sont indépendantes lorsque

P(ANB) =P(A)P(B) pour tout (A, B) € A x B.

(c) Soit Sy et Sz deux ensembles constitués d’événements de (£2, 7). On suppose que
les événements de S; sont indépendants de ceux de S;. Montrer que les tribus o(S1)
et 0(S;z) sont indépendantes.

NN S

Solution

(a) L’univers €2 appartient ' & chaque tribu A, donc aussi & A.
Si A est un événement élément de A, celui-ci appartient & chaque tribu A; et son
événement contraire A aussi. Ainsi, A est élément de A.
Enfin, si (A, )nen est une suite d’éléments de A, c'est une suite d’éléments de chaque
tribu A; et la réunion des A,, est élément de chaque A; donc aussi de \A.

Finalement, A est une tribu sur €.

(b) méthode
| On considére Vintersection de toutes les tribus contenant S.

Existence : Introduisons l'intersection ¢(S) de toutes les tribus contenant S. Celle-ci
est une tribu en vertu de I’étude ci-dessus, elle contient S et est incluse dans toutes les
tribus contenant §. Ceci établit 1'existence.

Unicité : Soit A une tribu contenant S et incluse dans toutes les tribus contenant S.
La tribu A figure parmi les tribus intersectées pour définir ¢(S) et donc o(S) C A.
Aussi, 0(8) est une tribu contenant S et donc A C o(S) puis A = o(S5).

(c) Commencons par noter que les tribus o(S;) et o{S2) sont incluses dans 7 ce qui
autorise a parler de leur indépendance.
Si A est un événement de {Q,7,P), on a vu dans le sujet précédent que 1'ensemble
des événements de (2, 7, P) indépendants de A forme une tribu, notons celle-ci Z4. Par
intersection d'une famille de tribus

déf
L=

Is ﬂ Z4 est aussi une tribu.

AES,

1. Rappelons qu’une tribu est un ensemble d’ensembles : on dit donc que Pensemble §? appartient a
une tribu et non qu’il est inclus dans une tribu.
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Cette tribu contient par hypothese Sy et donc aussi ¢(S;). Ainsi, les éléments de &
sont indépendants de tous les éléments ¢(S»2). On peut alors mener un raisonnement
symétrique et affirmer

def
To(sy) = m Ts

Beo(82)

est une tribu contenant S; donc aussi ¢(Sy). Ainsi, les tribus o(S7) et o(S3) sont indé-
pendantes .

8.6.3 Calcul de probabilités

Dans chaque étude qui suit, on admet 'existence d’un espace probabilisé (2, 7, P) per-
mettant de modéliser I'expérience.

—

Exercice 10 *

Deux archers tirent & tour de réle sur une cible. Le premier qui touche a gagné.
Le joueur qui commence a la probabilité p; de toucher & chaque tir et le second la

probabilité p, (avec p1,p2 €]0;1]).
(a) Quelle est la probabilité que le premier archer gagne?
(b) Montrer qu’il est quasi certain que le tournoi se termine.

(¢} Pour quelles valeurs de p; existe-t-il une valeur de p; pour laquelle le tournoi
est équitable ? '

TR

Solution
(a) Pour n € N*, on introduit les événements -

A,, = « La cible est touchée lors de la n-ieme tentative »,
V.. = « La cible est touchée pour la premiere fois lors de la n-iéme tentative ».

L’événement J; = « Le premier archer gagne » est la réunion des événements deux 3
deux incompatibles Vok41 pour & parcourant N. Par additivité dénombrable, on a donc

+o0

P(J1) =Y P(Vakt1).

k=0

Or Voryr = Ay N ... 0 Ao N Agpyq et Pexpérience laisse supposer que les différentes
tentatives des archers sont indépendantes, donc

P(Vary1) = P(A7) x -+ x P(Age) x P{Aaksr) = p1 (1 — p1)(1 — o))~

1. Ce résultat est souvent utilisé sans étre explicitement signifié. Si 'on considére une suite d’expé-
riences aléatoires indépendantes, les événements qui s’expriment en fonction des résultats des premiéres
expériences sont indépendants de ceux qui s’expriment en fonction des résultats des suivantes.
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Par calcul d'une somme géométrique de raison strictement inférieure a 1, on conclut

+o00
):Zpl((l‘m)(lﬂpz))k: b
k=0

P14+ D2 —pipe

(b) méthode
| On calcule la somme ! des probabilités des victoires de chacun des archers.

L’événement .Jo traduisant la victoire du deuxiéme archer est la réunion des événe-
ments Vo pour k € N*. Par des calculs analogues aux précédents

P(Var) =P{A:; N...NAz_1 N Az} = p2(l — p1)((1 — p1)(1 "pz))k_l

On obtient alors

o0
k-1 P2 — P2
= pa(1 = p)((1 — p1)(1 — p2 = :
2 D ) ) p1+p2 — p1p2

On vérifie alors P(J1) + P{J2) = 1 ce qui signifie qu’il est presque siir que le tournoi se
termine.

(¢} Le tournoi est équitable lorsque P(J;) = 1/2, c’est-a-dire 2p; = p; + p2 — p1Pe-
Cette équation en I'inconnue p; posséde une solution ps = p1/(1 — py) lorsque p; < 1.
Cette solution est élément de ]0; 1] si, et seulement si, p; < 1/2.

' Exercice 11 *

Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On t;lre dans cette urne une
boule, on note sa couleur et on la remet dans 'urne a ‘j,_ ) ﬂ,;_‘ ""'de. deux atm’es ,
boules de la méme couleur. On répéte cette opération indéfiniment.” = -

(a) Quelle est la probabilité que les n premiéres boules tzress Solent rouges’?

(b) Justifier qu'il est presque sir que la boule blanche mztia.le sera i:lrée..

T— o

Solution

(a) On pose Ag = €2 et, pour n € N*| on introduit ’événement :
A, = « Les n premiéres boules tirées sont rouges ».

On a P(Ag) = 1 et, pour tout n > 1,

2n—1

An‘An—l) = om

1. On peut aussi étudier par continuité décroissante la limite de la probabilité de 1’événement :
« le tournoi dure au moins k& parties ».
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En effet, si I’événement A, _; est réalisé, I'urne est constituée d’une boule blanche et
de 2n — 1 boules rouges lors du n-iéme tirage. Sachant A, = AgNA; N---NA, la
formule des probabilités composées {Th. 7 p. 337) donne

n

P(An) = P(4o) [ [ P(Ax| A1 -1 Ay =H (A | Ak-1) =
k=1 k=1

Enfin, en exprimant, le produit des entiers pairs et des entiers impairs a 1’aide de nombres

factoriels !, on obtient
(2n)! 1 [2n -1
P(An) = 22n(p)2 ~ 4n\ n

(b) méthode
On étudie ’événement contraire en déterminant la limite de P(A,) par la
formule de Stirling.

Les événements A,, constituent une suite décroissante et ’on a par continuité monotone
p

(Th. 6 p. 335)
(1) -t

neN

A T'aide de la formule de Stirling, on obtient

n—r+oo T n—+co n— 400

P(A,) ~ ! »0 car nl ~ 27m(2>.

L’événement « Tirer indéfiniment des boules rouges » est donc négligeable. En considé-
rant ’événement contraire, il est presque siir que la boule blanche initiale sera tirée.

Exercice 12 ** .
'On effectue une suite de lancers 1ndependa.nts d’une plece ethbree et I’on desjgne
| par an la probabﬂlte de ne pas avoir obtenu trois cotés pﬂes consecut;,ﬁs.lors d% n
premiers la.ncers o '

(a) Calculer ay,az et a.
(b) Pour n24, exprimer a, en fonction de @51, @n-2 et an_s

(e) Deterrmner la limite de la suite (an)n>1

Solution
Pour n € N*, on introduit les événements

P, = « La pitce tombe coté ‘pile’ lors du n-iéme lancer », F, =P, et

A, = « On n'a pas obtenu trois ‘piles’ consécutifs lors des n premiers lancers ».

1. Voir sujet 5 du chapitre 2 de 'ouvrage Ezercices d’algébre et de probabilités MPSI.
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(a) Les événements A; et As sont certains et donc a; = ay = 1. L'événement Az est
I’événement contraire de! Py P, P;. Par indépendance,

1V 7
03:P(A3):1—P(P]P2P3):1— —_ :g

(b) méthode

On forme un systéme complet d’événements en discutant selon les résultats
des premiers lancers.

Soit n 2 4. Obtenir un coté ‘face’ lors des premiers lancers « réinitialise le décompte ».
Ceci invite & introduire le systéme complet constitué des événements suivants

Fl, P1F2, P1P2F3 et P1P2P3-
La formule des probabilités totales donne alors

p(An) = P(An lFl) P(Fl) + P(Anlple) P(PIFQ) (*)
+ P(An | PP F3) P(Py P F3) + P(An | PP P3) P(PL P2 Ps).

Si lors du premier lancer la piéce tombe coté ‘face’, ne pas obtenir trois ‘piles’ consé-
cutifs lors des n premiers lancers revient & ne pas obtenir trois ‘piles’ consécutifs lors
des n — 1 lancers qui suivent le premier. On a donc

P(An|Fy) = P(Ap_1).

On justifie de méme que P(A, | P F,) = P(A,_2) et P(A, | Py PoF3) = P(A,, -3) tandis
que P(A, | PP P3) = 0. L’égalité (%) donne alors

1 1
an = :?:a'n—l + Zan—Q + gan—S-

(¢} méthode

On vérifie que la suite (a,) converge avant de passer la relation de récurrence
précédente a la limite.

La suite (an)n>1 est décroissante car ’événement A, ., est inclus dans I’événement A,,.
La suite (a,)n>1 est de surcroit minorée par 0, elle est donc convergente. En notant £ sa
limite, la relation de récurrence précédente donne

1.1, 1
= 204 £+ =L
¢ 2+4+8€

On en déduit? ¢ = (.

1. Par soucis de légereté, on élude le symbole d’intersection en écrivant Py Py Ps au lieu de Py PN Ps.
2. L'étude de cette expérience est approfondie dans le sujet 20 p. 366.
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Exercice 13 ** :
Deux joueurs J; et Jo s’affrontent lors d’un tournoi constitué de parties indépen-
dantes. Initialement, les joueurs possédent & eux deux N jetons. A chaque tour, le
joueur Ji a la probabilité p € ]0; 1[ d’emporter la partie et le joueur J la probabilité
complémentaire ¢ = 1 — p. Le joueur perdant cede alors un jeton au vainqueur. La
succession de parties continue jusqu’a ce que 'un des deux joueurs ne posséde plus
de jetons, I'autre est alors déclaré vainqueur du tournoi.

Soit n € [0; N]. On note a, la probabxllte que le joueur J; gagne le tournoi lorsqu’il
possede initialement n jetons.

(a) Déterminer ag et ax et établir, pour tout n € [1; N — 1}, I'égalité
Qp = Plpy1 + GGn-1.

(b) Calculer a, en introduisant 4, = @, —an—1 pour n € [1;N].

(c} Montrer que le tournoi s’arréte presque sfirement.

Solution

(a) Les conditions de 'expérience menée entrainent ap = 0 car le joueur J; a immé-
diatement perdu le tournoi s’il ne possede pas de jetons. On a aussi ay = 1 car cette
fois-ci ¢’est le joueur Jo qui ne posséde pas de jetons.

méthode
On établit I’égalité par la formule des probabilités totales en discutant selon
le résultat de la premiére partie.

Pour n € [0; N], on introduit les événements

A, = « J) gagne le tournoi lorsque sa fortune initiale vaut n »,
Al = « J1 gagne le tournoi lorsque sa fortune aprés la premiére partie vaut n »,

V = « J; gagne la premiere partie ».

Soit n € [1; N —1]. Le couple {V, V) est un systéme complet d’événements et la formule
des probabilités totales (Th. 8 p. 338) donne

P(An) = P(4.|V)P(V) + P(4,|V) P(V). ()

Or si le joueur J; a gagné le premier tour de jeu, sa fortune aprés la premiere partie
vaut n + 1 et donc A, NV = A/ ., NV. Cependant, les événements A] ,; et V sont
indépendants! car il est supposé que les joueurs J; et Jy s’affrontent en des parties
indépendantes et donc

P(A,nV) P(A,,,NV) P(A4,.,)PV)
P(V) PV} P(V)

1. L’événement A/ | s’exprime en fonction des résultats des parties du tournoi sauf la premiére, sans
le dire on emploie ici le résultat du sujet 9 p. 350.

P(A,|V) = =P(AL 1)
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Enfin, P(A4;,, ) = P(Ap41) car la probabilité de victoire du joueur J; dépend du nombre
1

de jetons qu’il posséde et non du tour de jeu ou 'on dénombre ceux-ci. Ainsi”, on
obtient P(A,, | V) = P(A,4+1). On étudie de méme la probabilité de A, sachant V et
Véquation (x) devient a, = papi1 + qGn_1-

(b} Sachant p 4+ ¢ = 1, on peut écrire a,, = pa, + qa, et Pégalité précédente donne

p(an+1 - an) = Q(an — an_l).

c’est-a-dire pun,+) = qu, pour tout n € [1; N — 1]. La suite (un)1<ngn est donc géomé-
trique de raison ¢/p et 'on peut exprimer son terme général

n—1
Up = Uy (g) pour tout n € [1; N].
Par calcul de somme télescopique, on en déduit
n n q k-1 n—1 q £
an = ap + Y (ax —ax-1)= Uy (—) =u (—-) .
o Fea =T (s) - G

k=1

Pour poursuivre le calcul, on discute selon la valeur de la raison de la somme géométrique.
Cas : p = q. On obtient a, = nu; et puisque ay = 1, on conclut

On = % pour tout n € [0; NJ.

Cas : p # q. On obtient par somme géométrique de raison différente de 1

=)
Oy = -1

Uq.

Sachant ay = 1, on conclut 2

1 - (%)n " - " N-n
= 1_(%)N:pN_qu pour tout n € [0; N].

an

{c) Un calcul symétrique détermine la probabilité b, que le joueur Jy gagne le tournoi
lorsqu’il posséde initialement n jetons :

n__ .n
;JT:*ZWQN_“ sip#q et bn-——ﬁ— sinon,

N
Dans le cas p = g tout comme dans le cas p # ¢, on constate que a, + by_, = 1 ce qui
assure que presque strement l'un des deux joueurs gagne le tournoi.

bn =

1. L’égalité P(An |V) = P(An41) est de bon sens mais il peut étre intéressant de détailler...
2. La suite {ay,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 : on pouvait directement calculer son terme
général via I'introduction d’une équation caractéristique.
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Exercice 14 **

Trois joueurs Ji, J2 et J3 participent & un tournoi selon les regles qui suivent. A
chaque partie, deux joueurs-entrent en ¢oncurrence et chacun péut gagner laffronte-
ment avec la méme proba,blhte ‘Le gagnant d’une partie affronte & la partie suivante
le joueur n’aydnt pas participé. Le tournoi s’arréte lorsque l'un des _]oueurs ga.gne

deux parties consécutives: Celai-ci est: aélors déclaré vainqueur.

(a) Etablir que le tournoi s ‘arréte preSque slirement.

(b) Les joueurs J; et J s’aﬁrontent en premler Quelles sont les probablhtas de
gagner le tournoi de chaque Joueur'? o

Solution
Pour n € N*, introduisons les événements

A, = « Le tournoi dure au moins n affrontements »,

B,, = « Le tournoi s’arréte lors du n-iéme affrontement ».

L’événement A, est la réunion des événements incompatibles A, et B,,.

(a) La suite des événements A, est décroissante et I’événement « Le tournoi ne s’arréte

pas » se comprend comme (] A,. Par continuité décroissante
neN*

P( N An) = lim P(A,).

neN*

Or, pour n 2> 2, le tournoi s’arréte & la n-iéme confrontation si A, est réalisé et que le
joueur gagnant & la n-iéme confrontation est celui ayant gagné la précédente. Les deux
joueurs s’affrontant ayant la méme probabilité de gagner la partie, on a

P(Bn) = %P(An) et P(An41)= %P(An.)

Sachant P(A42) = 1 (il faut au moins deux affrontements pour déclarer un vainqueur), on
obtient

P(A,) = pour tout n > 2.

2n-2
On en déduit que le jeu s’arréte presque siirement :

1
()t

nEN.

(b) méthode
| Le vainqueur du tournoi se déduit du rang auquel celui-ci s’arréte.
Pour 7 = 1, 2,3, notons V; I'événement « le joueur J; gagne le tournoi ». Introduisons

aussi P; I’événement « J; remporte la premiére confrontation » et P, = P; traduisant la
victoire de Jy au premier affrontement.
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Lorsque |’on sait que P; est réalisé, I'alternance des vainqueurs lors des confrontations
jusqu’a 'arrét du tournoi entraine que :

—le joueur J; gagne le tournoi lorsque la partie s’arréte & un rang n = 2 [3];

— le joueur Ja gagne le tournoi lorsque la partie s’arréte a un rang n =1 (3];

— le joueur J3 gagne le tournoi lorsque la partie s’arréte a un rang n =0 [3].
Si P, est réalisé, on a un résultat analogue ou les rangs associés & J; et Jy sont échangés :
on observe que la probabilité de victoire du joueur 3 ne dépend pas du vainqueur de la
premiere partie et

+o0
P(V3) = > P(Bs)
k=1
avec
1
P(Bp) =P(Ans+1) = gn_7 Ppour tout n = 2.
On a donc
+00 +o0
1 1 1 1 2
P(VS):ZWZZW:g'l_% =

De plus, la symétrie de 'étude donne P(V}) = P(V%) et, puisque la somme des probabilités
des événements V; est égale a 1, on conclut :

P(Vi) = P(Vy) =

8.6.4 Ensembles dénombrables

e

Exercice 15 *

(a) Montrer que I’ensemble des parties finies de N est dénombrable.

{(b) Montrer que I’ensemble des parties de N n’est pas dénombrable. On pourra
raisonner par ’absurde et introduire {n €N | n ¢ <p(n)} lorsque ¢ désigne une
bijection de N vers p(N).

Solution

(a) méthode

On exprime ’ensemble des parties finies de N comme une réunion dénombrable
d’ensembles au plus dénombrables (Th. 3 p. 332).

Toute partie finie de N est majorée et est donc une partie de [0; N] pour N € N assez
grand. L’ensemble £ des parties finies de N peut donc s’écrire comme la réunion suivante

E= U Ex avec En = p([0;N]).
NeN
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Les ensembles E sont finis et la réunion porte sur une indexation dénombrable, on peut
donc affirmer que E est dénombrable! car c’est un ensemble infini égal & une réunion
dénombrable de parties au plus dénombrables.

(b) Par ’absurde, supposons qu’il existe une bijection ¢ de N vers g(N). Introduisons
I'ensemble A = {n € N|n ¢ ¢(n)}. Celui-ci est une partie de N et il existe donc ng € N
tel que A = p(ny). On s’interroge alors sur l'appartenance de ng & A.

Cas : ng € A. L’appartenance de ng a A signifie ng ¢ @(ng) et donc que ng n appartlent
pas & A puisque A = ¢{ng).

Cas : ng ¢ A. Puisque A = @(ng), on a donc ng ¢ (ng) ce qui entraine que ng
appartient a A.

Dans les deux cas, on conclut & une absurdité 2.

Exercice 16 **
Smt (un),,,em- une smte d’elements de [0;1]. Pour tout n € N*, on pose

L 1 1
n = [u"_z_nﬁ’ n+2n+1]

(a) Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, le segment [0;1] n’est pas mclus
dans 13, reumon I 1V U, :

On peut alors construire une sulte (Zn)nen- d’éléments de [0; 1] chmsxs tels que T,
‘n’appartienne pasd [1 U ... UI,. :
(b) Etablir que Vintervalle [0; 1] n’est pas dénombrable 3.
R ———— T T T T R TR P I T A S

Solution

(a) La somme des longueurs des intervalles réunis vaut
n +o00
1 1 1 1
L= _— S B
; ok Z 2%~ 2 1-1/2
La réunion des intervalles I; U...U I,, ne peut donc recouvrir # le segment {0;1].
(b) Par 'absurde, supposons 'intervalle {0; 1} dénombrable et introduisons (u,)nens

une énumération de ses éléments. On introduit alors la suite (z,)nen+ proposée par
P’énoncé.

1. On peut aussi proposer un dénombrement explicite : si A désigne une partie finie de N, on pose n{A4)
égal A la somme des 2% pour k parcourant A. L’existence et P'unicité de ’écriture d'un entier en somme
de puissances de 2 assure la bijectivité de cette association.

2. On retrouvera cette démonstration en situation générale dans le sujet 35 du chapitre 1 de I'ouvrage
Ezxercices d’algébre et de probabilités MPSI.

3. A fortiori la droite réelle n’est pas non plus dénombrable. On peut montrer que R est en bijection
avec p(N) mais cela n’a rien d’évident.

4. On peut traduire cet argument géométrigue par un calcul intégral : 'intégrale de la somme S des
fonctions indicatrices des intervalles Iy,..., I, est strictement inférieure & 1 et il existe donc dans [0;1]
un réel t tel que S(t) < 1, c’est-a~dire tel que S{z) = 0.
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méthode

| On étudie une valeur d’adhérence de la suite {(x,,).

La suite {z,,) est bornée et posséde donc une valeur d’adhérence £ qui appartient a [0 1].
La suite (u,) énumérant tous les éléments de [0; 1], il existe np > 1 tel que € = uy,,. Or
par la suite extraite de (z,) convergeant vers ¢, on peut affirmer I'existence d’une infinité
de termes de (z,) qui appartiennent a I'intervalle I,,, centré en £. C’est absurde car, a
partir du rang ng, aucun terme de la suite (z,) n’est élément de cet intervalle!

8.7 Exercices d’approfondissement

Exercice 17 **
Soit f: R — R croissante. Montrer que 1’ensembie des points de discontinuité de f
est au plus dénombrable.

Solution
Puisque la fonction f est croissante, elle admet une limite & droite et une limite a
gauche en tout point z de R. De plus, en notant f(z*) et f(z~) ces limites, on sait

flz7) < fl=) < fz7).

Par conséquent, la fonction f est continue en z si, et seulement si, f(27) = f(z™*). Les
points de discontinuité de f constituent donc l'ensemble

D={zeR|f(z") < f(z")}.

méthode
On montre que 'ensemble des points de discontinuité est la réunion des x pour
lesquels f(z) — f(z~) > £ avec n € N*.

Soit n € N* et k € Z. Considérons ’ensemble
| 1
En={z € lksk+1[|f(z*) - f(z") > = }.

Cet ensemble est fini car, en chaque point de celui-ci, la fonction f progresse d’au
moins 1/n mais ne peut varier en tout que de (k } & f(k + 1). Puisque D est la
réunion des ensembles E,, ; pour tous n € N* et k € Z, on peut affirmer que D est une
réunion dénombrable d’ensembles finis, c’est donc un ensemble au plus dénombrable *.

1. On peut aussi proposer une alternative « moins géométrique » : pour chaque z appartenant & D,
on peut déterminer un nombre rationnel 7 strictement compris entre f{z~) et f(z*). Ceci définit une
injection de D dans (Y ce gui assure que 'ensemble D est au plus dénombrable.

-
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~

Exercice 18 **
Soit s un réel strictement supérieur a 1.

(2) Pour quelle valeur de A € R, existe-t-il une probabilité P sur DPespace
(N*, p(N*)) telle que

P({n}) = —)-;- pour tout n € N7

Pour p € N* on introduit ’événement A, = {n € N~ | p divise 'n;} et 1011 note P
I’ensemble des nombres premiers

(b) Montrer que la famille des événements Ap pour p parcourant P est constituée
d’événements mutuellement md&pendaamts ' '
(c) BEn étudiant P({1}), établir

| N

Solution

(a) Analyse : Si P est une probabilité solution, on sait par additivité dénombrable

P(N") =P( U {n}) SO SES

nEN~ n=1
Ceci suffit 4 déterminer la valeur de A :
400 1 -1
- (%)

Synthése : Pour la valeur de A obtenue ci-dessus, on peut affirmer que la famille des p,,,
avec p, = A/n° pour tout n € N*  est une famille de réels positifs, sommable et de
somme égale 1. Il existe donc une unique probabilité P sur 'univers dénombrable N*
vérifiant P({n}) = pn pour tout n > 1. Au surplus, on sait que pour toute partie A

incluse dans N*
P(A) = _S_ ;pn
ncA

(b} Soit m € N* et p,..., Pm des nombres premiers deux & deux distincts.

méthode

On vérifie P(Ap, N...N A, ) = P(4,,) x --- x P(4,,,) en commengant par
décrire simplement ’événement A, N...NA,, .

Par définition d’une intersection

Ay, 0...NAp, ={neN"|Vke[l;m], pc | n}.
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Les pi étant des nombres premiers deux a deux distincts, on a la propriété arithmétique
(Vke [1;m], pr In) <> p1...pnln

et donc
API N...NAp, = Apl.--in

Il reste & calculer les probabilités des événements A,. Pour tout p € N*, les éléments
de A, sont les kp avec k parcourant N* et donc

XA AR 1
=2 = G T e

n€A, k=1

L’égalité (p1 ...pm)° = pf...p5, donne alors immédiatement

P(Apl M...N Apm) = P(‘APL-Hpm) = m—j-s" = P(API) X -+ X P(A'[)m)

On peut conclure que les événements A, pour p parcourant P sont mutuellement indé-
pendants.

(c)On a
=4

peEP

car tout entier naturel supérieur & 2 est divisible par un nombre premicr. Enumérons les
nombres premiers : p; = 2, ps = 3, p3 = 5, etc. On peut écrire par continuité décroissante
ct indépendance !

N N N 1
P({1}) = lim P|[|4, |= tlm [J[P(@,)= lim (1—7).
k=1

N—o+oc

Or P({1}) = A et donc
Al 1
A= lim H(l ——s>.
N-o+too et Dy
Aprés passage a l'inverse, ceci fournit la relation demandée sous réserve de comprendre ? :

N
1 ,
(- 2) % um T1(1 L)
p N—+o00 P D

pEP

1. L’indépendance des événements Ap,,...,Ap,  entraine celle des événements A, ,... A, voir
sujet 13 du chapitre 12 de 'ouvrage Frercices d’algébre et de probabilités MPSI.

2. Par analogie avec les familles sommables, on peut établir par passage au logarithme que le résultat
de ce produit de facteurs strictement positifs ne dépend pas de ’énumération choisie.

-
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Exercice 19 *** (Retour a I'origine)

Un individu se déplace sur 'axe des Z. 1l est initialement en 0 et a chaque instant
n € N, il a la probabilité d € ]0;1[ de se déplacer sur la droite et g = 1 ~ d de se
déplacer sur la gauche. Pour n € N, on pose p,, la probabilité que I'individu soit en 0
a linstant n. Pour n > 0, on pose ¢, la probabilité qu’il soit une premieére fois de
retour en 0 & 'instant n. Enfin, on introduit les fonctions ]

+o0 +o0 :
Pitr > put™ et Q:iter Y gnt™ a
n=0 n=1

(a) Montrer que la fonction P est définie sur [0; 1] et calculer P(¢) pour ¢ € [0;1]. .
On donne :

! Jio - (Qn)x“ tout z € ]—1;1]
= S5 pour tout z € |—1;1J.
Vi—zx 1r1':02"‘ n

(b) Montrer que la fonction Q est définie et continue sur [0;1].

(c) Vérifier que P(t) = 1+ P(¢)Q(t) pour tout £ € [0;1{.

(d) Calculer la probabilité de ’événement « L'individu repasse par 0 ».

(e) Calculer la probabilité de « L’individu repasse au moins deux fois par 0 ».

(f) On suppose d = g. Etablir que P'individu repasse presque siirement une infinité
de fois par 0.

Solution
Pour n € N*, introduisons les événements :

A,, = « L’'individu revient en 0 a l'instant n »,

B, = « L’individu revient une premiére fois en 0 a l'instant n ».

Par définition, p, = P(4,), ¢. = P(B,) et pp = 1.

(a) Soit t € [0;1[ Etudions la convergence de la série de terme général p,t". Pour
tout n € N, on a p, € {0;1] puisqu’il s’agit d'une probabilité et donc 0 € ppt™ < t*. On
sait que la série géométrique )  t™ converge et 'on en déduit la convergence de la série de
terme général p,t™ par comparaison de séries & termes positifs. Ceci assure la définition
de la fonction P sur! [0;1].

méthode

On calcule p, en dénombrant les successions de déplacements qui rameénent
en 0.

Soit n € N. Un retour en 0 a Vinstant n correspond & une succession de déplacements
comportant autant de déplacements sur la droite que de déplacements sur la gauche.

1. Plus rapidement, on peut aussi dire que la fonction P est la somme d’une série entiére et celle-ci
est de rayon de convergence au moins égal 4 1 car Ja suite de ses coeffictents est bornée.
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Cas : n est impair. Il est impossible qu'un retour en 0 ait lieu a Pinstant n : porr1 =0
pour tout k € N.

Cas : n est pair. On écrit n = 2k. Un retour en 0 & 'instant n est constitué de k dépla-

cements sur la gauche et d’autant de déplacements sur la droite. Il y a (2):“) combinaisons

possibles distinctes de ces déplacements et chacun a la méme probabilité d*g*. On en
déduit
2kN & k
Pn = P2k = i d*g® pour tout k£ € N.

On peut alors calculer P(t) pour tout t € [0;1[ par la formule proposée dans 1’énoncé
apres simplification des termes d’indices impairs

= I 2k 1
P(t) = nt™ = dFgF 1 =
() ,,_Z;;p 2 (ff) g V1= adge?

k=0

car 4dgt? = 4d(1 — d)t* € [0; 1] puisque I'inégalité d{1 — d) < 1/4 est bien connue.

(b) Pour tout n > 1, introduisons les fonctions u, : £ — ¢,z™ définies et continues sur
le segment [0; 1]. La fonction @) apparait comme la somme de la série de fonctions > u,,.
On a

sup |un{z)| = sup gnz™ = gn.
T€[0;1} z€[0;1]

Or la famille (B, )n>1 est une suite d’événements deux & deux incompatibles et la série
de terme général ¢, = P(B,) est donc convergente de somme au plus égale 4 1. On en
déduit que la série de fonctions Y | u,, converge normalement sur {0;1]. La fonction Q est
donc définie et continue sur [0;1].

(c) méthode
| On exprime A, en discutant selon le rang du premier retour 0.

Les événements By, ..., By, sont deux a deux incompatibles et A,, est inclus dans 'union
de ceux-ci. On peut donc décomposer A,, en la réunion qui suit

n
A, = U (A, N Bg) avec A, N By deux & deux incompatibles.
k=1

Par additivité

Pn =P(An) = Y P(A. N By).
k=1

Cependant, par la formule des probabilités composées,
P(A, N Bx) = P(An | Bx) P(Bx).

La probabilité d’un retour en 0 a 'instant n sachant que I’on est en 0 & Vinstant % s’iden-
tifie & la probabilité d’un retour en 0 & l'instant n — k car on peut faire se correspondre
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les successions de déplacements associées aux chemins considérés. Ainsi, on obtient !

n

Pn = an—ka

k=1

Enfin, pour ¢ € [0; 1], on obtient par produit de Cauchy de deux séries a termes positifs
convergentes

jtk=n
k=1

+oo +o0
= antn = antn —Po = P(t) -1
n=1 n=0

(d) L’événement R = « L’individu repasse par 0 » est la réunion dénombrable des
événements deux a deux incompatibles B,, pour n € N*. On a donc

: . P(t)—-1
- a0)- im aw - i 2951

Pour ¢ € {0; 1], on sait exprimer P(t) et ’on obtient

i) -1 =1—+/1—4dgt? —— 1 — /1 —4dg = P(R).
P(t) t—1-

(e) Introduisons 1’événement S = « L’individu repasse au moins deux fois par 0 » et,
pour tout n € N*, (C,, = « L’individu repasse une deuxiéme fois par 0 en l'instant n ».
On écrit

n n—1
Co=| J(CanBe)=| ](CanNBi) car CnNB,=40.
¢

En observant que P(C, | Bx) = P(B,-x), un étude analogue a celle de la question (c)
donne
n—1
P(Cn) = ) P(Cn|Be) P(Bx) = ZQn kGk-
k=1

On en déduit

+00
Y P(Ca)t™ = Q(t)*  pour tout ¢ € [0; 1.

1. On a ici reproduit la preuve de la formule des probabilités totales : la famille des By ne constitue
pas un systéme complet d’événements mais A, est inclus dans sa réunion.



Chapitre 8. Probabilités

Enfin, 'événement S est la réunion dénombrable des événements C,, deux a deux incom-
patibles et donc

P(S) = 3 P(Ch) = Q(1)% = (1 - /1~ adg)”.

n=0

(f} On peut généraliser ’étude ci-dessus et affirmer que, pour tout & € N*, la proba-
bilité de V'événement T} signifiant que I'individu repasse au moins k fois par 0 vaut

P(Te) = (1 — /1 4dg)".

En particulier, lorsque d = g, c’est-a-dire quand d = 1/2, cette probabilité est égale a 1.
Par continuité décroissante

P( N Tk) = Jim P(T})=1.
keN*

Il est donc presque sir que I'individu repasse une infinité ! de fois par 0 lorsque d = g.

™

e

Exercice 20 ¥** (Succes consécutifs)

On effectue une succession de lancers indépendants d’une piéce ayant la probabilité p
de tomber c6té ‘pile’ et 1 — p de tomber c6té ‘face’. Pour n € N*, on introduit les
événements P, = « La piéce tombe cété ‘pile’ au n-iéme tirage » et F,, = P,.

Soit r € N*. On s’intéresse 4 'obtention d’une série de r cbtés ‘piles’ consécutifs.
Pour n € N*, on introduit ’événement A, = « Au n-iéme tirage, on obtient pour la
premiére fois une série de r cotés ‘piles’ consécutifs » dont on note a,, la probabilité.
On convient que ag est nul.

(a) Calculer a1,...,a,_1 €t a.

(b) Soit n € N*. Exprimer ’événement A, a ’aide des événements A;,..., A3
et d’événements F} et P, d’indices bien choisis. En déduire

A n-1
anir = (1 —p)p” (1 -2 “k)-
k=0

On introduit la série entiére > a,z™ dont on note G la somme.
(c) Montrer que la fonction G est bien définie sur |—1; 1{ et vérifier

G(l‘) +00 n .
1,_3::2 Zak z" pour tout z € |-1;1[.

n=0 \k=0

_/

(d) Exprimer G(x).

T B N ST il T g L e e o T TR,

1. Lorsque d # g, le méme calcul assure qu’il est presque sir que l'individu ne passe qu’un nombre
fini de fois par 0.
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Solution

(a) Les premiéres valeurs aq, . .., a,_; sont nulles car il n'y a pas encore de successions
de r lancers. Puisque A, = Py N...N P,, on a par indépendance a, = p".

(b) méthode
On exprime par les opérations ensemblistes usuelles I'événement A, , comme
la réalisation d’une série de r cotés ‘piles’ consécutifs au rang n+7» non précédée
de la réalisation d'une série a un rang inférieur.

Pour que ’événement A,, ,, soit réalisé, il faut que ’on ait des lancers c6tés ‘piles’ aux
rangs 7+ 1,...,n + r mais pas au rang n. On a ainsi une premiére inclusion

Anir C Fa1Poyi N0 Prpr

Pour que 'événement A, ., soit réalisé, il faut aussi que les événements A;,..., Apq4r—1
ne le soient pas ce qui produit une seconde inclusion

An+r - A_ln N A'n+'r-1-
On en déduit
Ansr C(FNPoy1N...N Py )N (AN .. NApy21).

L’inclusion réciproque est immédiate et 1'on a donc 1’égalité.

Or, pour tout & € [0;r — 1], on remarque F,, C A, car ’événement A, ne peut
&étre réalisé lorsque 'on a obtenu un lancer c6té ‘face’ au rang n. On peut donc simplifier
le calcul qui précede pour écrire seulement

Appr = (Fa NP1 N NPy ) N (AN ... NALy).

Les différents lancers étant supposés indépendants, on a 'indépendance des événements
Fo, Pos1,...  Poyret B= A N...NA,_1 notamment car ce dernier ne se définit qu'a
partir des résultats des n — 1 premiers lancers. On a donc

Or, par passage a I'événement contraire et parce que les A;,..., A,_; sont deux a deux

incompatibles, on obtient

n—1
P(B)=1-P(AU...UA 1) =1-) a
k=1
Sachant de plus ag = 0, la relation {*) devient

antr = (1 —p)p” (1 - i ak).

k=0
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(c) Les ax constituent une suite de réels compris entre 0 et 1. La série entiére dé-
finissant G{x) est donc de rayon de convergence au moins égale a 1 et converge par

conséquent en tout ' point de ]—1;1[. Par produit de deux séries entiéres? on vérifie
Pidentité proposée.
(d) Pour tout n € N, on a obtenu
n
angrp1 =(1—ppp"[ 1 - Zak
k=0
méthode
| On multiple cette identité par 27+ +! et ’on somme pour n € N.
Soit z € ]-1;1[. On peut écrire avec convergence des séries introduites
+co
Z Cngry1 2™ T = (1 — p)pT™H! Z 1 — Za" " (%)
n=0 n=0
D’une part, le premier membre s’écrit
+ o0
Z Qnyrpr12 T = Z anz" Z anx" (z) —a,2” =G(z) —p'x'.
n=0 n=0

D’autre part, le second membre s’écrit
G
(1-p)p" rHZ I-Zak P (e (x) 2

1’égalité (x*) donne alors aprés résolution 2

"2 (1 — px)

Clo) = l—z+(1-pprztt’

1. Les événements A, étant deux & deux incompatibles, la série de terme général a, converge et la
série définissant G(x) converge aussi pour x =1 et z = —1.

2. Voir sujet 14 du chapitre 9 de 'ouvrage Ezercices d’analyse MP.

3. L’étude de la limite de G{z) quand x tend vers 1~ permet d’établir qu’il est presque sir qu’au
moins une série de r cotés ‘piles’ sera réalisée. La fonction G est en fait la fonction génératrice {(notion
qui est présentée au chapitre suivant) de la variable aléatoire qui détermine le premier rang en lequel
apparatt une succession de r cotés ‘piles’ conséeutifs. L'obtention de cette fonction génératrice permet
an caloul vapide de Vespérance et de la vanance de Ya vanable aleatoire associée.

-



CHAPITRE 9

Variables aléatoires

(2,7, P) désigne un espace probabilisé.

9.1 Variables aléatoires discretes

0.1.1 Définition

Définition
On appelle variable aléatoire discréte définie sur ’espace probabilisé (2,7 ,P) et &
valeurs dans un ensemble! E toute application X : ) — E vérifiant :

1) Pensemble X (£2) des valeurs prises par X est fini ou dénombrable;

2) pour tout? z € E, 'ensemble

(X =2) € X1 ({z})

des antécédents de la valeur z est élément de la tribu 7.

L’ensemble E peut se limiter & I’ensemble X (£2) des valeurs prises par X ou seulement le
contenir. Sans perte de généralité, on peut supposer si besoin que E est fini ou dénom-
brable.

Une fonction constante définie sur §2 est une variable aléatoire discréte.
Si A € T, la fonction indicatrice 14 est une variable aléatoire discréte.

1. Lorsque l'ensemble d’arrivée E est inclus dans R, on dit que X est une variable aléatoire réelle.
2. On peut limiter 1’étude aux = éléments de X(2) car pour tout = ¢ X(£2), 'ensemble X-1{{=z})
est vide donc élément de 7.
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Théoreme 1
Soit X : 2 — E une variable aléatoire discréte. Pour toute partie A de E, ’ensemble

X 1A)={we Q| X(w) € A}

désigne un événement de (2,7, P).

Définition
Pour toute partie A de E, 'événement X ~!(A) est noté (X € A) ou {X € A}. Ainsi,

(X € A)={we | X(w)e A}.

En particulier, si z est une valeur de E et si A désigne {z}, I'événement (X ¢ A)
correspond ! & (X = z).

9.1.2 Opérations sur les variables aléatoires

Soit X une variable aléatoire sur l’espace probabilisé ({2, 7,P) a valeurs dans un en-
semble F et f une application définie sur F et a valeurs dans un ensemble F.
Définition |

On appelle variable aléatoire composée de X par f, 'application ¥ = f(X): @ = F

déterminée par
Y(w) = f(X(w)) pour tout w € .

Théoreme 2
L’application Y = f(X) définit une variable aléatoire discréte sur (Q T,P).

Si la fonction f présente une notation usuelle, celle-ci est reprise pour la description de
la variable aléatoire Y = f(X). C’est ainsi que 'on peut écrire Y = X2, VX, |X{,...

Plus généralement, si X, ..., X, sont des variables aléatoires discrétes sur (2,7, P), on
peut donner un sens a la variable aléatoire composée Y = f(X,..., X,,)} sous réserve
que f soit définie sur I'ensemble des valeurs prises par w > (X1(w), ..., Xm(w)).

En considérant la fonction somme f: (z,y) — z + y définie sur R?, on peut parler de la
somme X + Y de deux variables al¢atoires réelles. On peut aussi parler du produit de
deux variables réelles et l'on a le résultat, :

Théoréme 3

L’ensemble des variables aléatoires réelles définies sur ’espace probabilisé (£2, T, Py
est une sous-algebre de lalgébre F(Q2, R)}.

1. Si X est une variable aléatoire réelle et x € R, on peut aussi introduire des événements (X < z),
etc.



9.1 Variables aléatoires discrétes 371

9.1.3 Loi d'une variable aléatoire discréte

‘Soit X une variable aléatoire sur 'espace probabilisé (€2, 7, P) ¢t E un ensemble ! conte-
nant I’ensemble X {(Q) des valeurs prises par X.

Pour toute partie A de E, on peut calculer la probabilité P(X € A} car (X € A) est un
événement.

Définition

On appelle {07 sur E de la variable aléatoire X 'application

définie par Px(A) L P(X € A) pour toute partie A de F.

Théoréme 4
La loi Px définit une probabilité sur 1'espace (E, p(E)).

Définition
On appelle probabilités élémentaires de la variable X les nombres

p: =Px{{z})=P(X =2) avec z€FE.

~

Théoréeme 5 |
Lorsque Eest.fini ou dénombrable, la loi Px est entiérement déterminée par les
probabilités élémentaires de X :

Px(A)=P(X € A) = Z pr pour toute partie A de E.
z€EA

-

Ces probabilités élémentaires constituent alors une famille de réels positifs (p;)zc g som-
mable et de somme égale & 1. On peut figurer la loi d'une variable aléatoire a I'aide d'un
diagramme en baton dont les hauteurs correspondent aux probabilités p,.

La loi de X suffit & déterminer la loi de toute variable composée Y = f(X).

0.1.4 Lois usuelles

Définition
Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes sur {2 a valeurs dans un ensemble F.
On dit que les variables X et Y suivent la méme loi lorsque Px = Py. On note
alors X ~ Y. S’il est usuel de désigner par £ une loi donnée, on écrit X — £ pour
signifier que la variable X suit la loi £.

1. E peut étre exactement '’ensemble X (€2) mais ce peut aussi étre un ensemble plus grand. Si besoin,
on peut supposer E au plus dénombrable.
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Définition
Soit p € [0;1]). On note B(p) la loi de Bernoulli de paramétre p. Une variable X suit
cette loi si X(Q2) C {0,1} et

P(X=0)=1-p et P(X=1)=p
Les lois des Bernoulli servent & modéliser les épreuves a deux issues : succes ou échec.
Définition
Soit n € N et p € [0;1]. On note B(n, p) la loi binomiale de parameétres n et p. Une
variable X suit la loi B(n,p) si X(Q) C [0;7] et

P(X =k) = (Z)pk(l —p)* ™% pour tout k € [0;n].

Les lois binomiales servent & modéliser le nombre de succes lors de la répétition d’épreuves
de Bernoulli indépendantes. En particulier, il a été vu en premier année que la somme
de n variables de Bernoulli indépendantes de méme parametre p suit une loi binomiale
de parametres n et p.

Loi binomiale n =8 et p = 0,5 Loi binomiale n =8 et p = 0,7

03
0.2

0.1

01 2 3 45 6 7 8

Définition
Soit A un réel strictement positif. On note P(A) la loi de Poisson de paramétre A.
Une variable X suit cette loi si X(§2) = N et

k

_ = A
P(X =k)=e ™7

Les lois de Poisson servent & modéliser ie nombre de succes lors d’une grande répétition
d’épreuves ayant une faible probabilité de réussite, on parle d’événements rares. Cette
interprétation s'explique par le résultat suivant, :

pour tout k € N.

-

Théoréeme 6

Sait (Xn)neN une suite de variables aléatoires. Si X, — B(n, pn) pour tout n € N
et sil np, +--w—> A alors, pour tout & € N,

Ak
A-———»—
P=h 0w
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Loi de Poisson A\ = 2 Loi de Poisson A = 4,2
— 0.3 —————

012345678

Définition
Soit p € ]0;1{. On note G(p) la loi géométrique de parametre p. Une variable X suit
cette loi si2 X () = N* et
P(X =k)=(1-p)* 'p pour tout k € N*.

Une loi géométrique permet de modéliser le temps d’attente du premier succeés dans la
répétition d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p.

Théoréme 7 (Processus sans mémolre) o
Si X < G(p), la variable X est sans mémoire dans le 'sens. ou'

P(X >n+k|X>n)=P(X >k) pour tout" O k)f‘f_'f"iﬁz

Inversement, une variable alea.tmre a valeurs dans N“ veriﬁan la propirlr ter precedente
suit une loi géométrique.

Loi géométrique p = 0,2 Loi géométrique p = 0,7

| H j i H
; ] T

1. La quantité np, correspond au nombre moyen de succés pour la variable X,,. L’hypothése npn
proche de A pour n grand, signifie que 1’expérience est répétée un grand nombre de fois avec une faible
probabilité de réussite mais produit en moyenne un total de A succes.

2. On peut autoriser X a prendre la valeur +00, ’événement correspondant étant alors nécessairement
négligeable.
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9.2 Vecteurs aléatoires

9.2.1 Loi conjointe

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (2, 7,P). On
note £ et ' des ensembles finis ou dénombrables contenant les valeurs prises par X et Y.

Définition
On appelle couple défini par les variables aléatoires X et Y la fonction Z = (X,Y)
de Q vers £ x F déterminée par '

Z{w) = (X (w),Y(w)) pour tout w € 2.
L’application Z est une variable aléatoire discréte sur (2, 7, P).
Définition
La loi du couple Z = (X,Y) est appelée loi conjointe des deux variables aléatoires X
et Y.

La loi conjointe Pz est entierement déterminée par la connaissance des probabilités élé-
mentaires

P(Z = (z,y)) =P(X =2z,Y =y) pour tout (z,y) € E x F.

Lorsque les ensembles & et F' sont finis, on peut visualiser une loi conjointe en figurant
ses probabilités élémentaires dans un tableau.

9.2.2 \lois marginales

Soit Z une variable aléatoire discréte sur I’espace probabilisé (£2, 7, P) a valeurs dans un
produit cartésien! E x F. Sans perte de généralité, on suppose E x F' fini ou dénombrable.

Pour chaque issue w de §2, Z{w) désigne un couple élément de £ x F. On note X(w) € E
et Y(w) € F les deux éléments de ce couple ce qui définit des variables aléatoires X et Y
sur (£2,7,P).

Définition

Les lois des variables aléatoires X et Y sont appelées les lois marginales du couple
de variables aléatoires Z = (X,Y).

Théoréme 8
La loi de Z détermine entiérement ses lois marginales puisque :

P(X =z)= Z P(Z =(z,y)) pourtoutz € E
yeF

P(Y =y) = Z P(Z = (z,y)) pour tout y € F.
z€E

1. On dit parfois que Z est un wvecteur aléatoire.



9.2 Vecteurs aléatoires 375

Dans un tablean visualisant la loi conjointe, les lois marginales s’obtiennent en sommant
sur les rangées.

9.2.3 Lois conditionnelles

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (Q2,7,P). On
note £ et F' des ensembles finis ou dénombrables contenant les valeurs prises par X et Y.
Définition

Soit z € E tel que P(X = z) > 0. On appelle loi conditionnelle de Y sachant (X = x)
la loi de la variable aléatoire Y pour la probabilité conditionnelle P(.| X = z).
Celle-ci est entiérement déterminée par les probabilités élémentaires

Pix=)(Y =9) =P =y|X =z) pourtoutyc F.

Lorsque (X = z) est un événement négligeable, on pose P(Y =y|X =z} = 0.

r 4 -
Théoréme 9

La loi de X et les lois conditionnelles de Y connaissant les valeurs prises par X
déterminent entierement la loi conjointe des variables X et Y et donc la loi de ¥ :

P(Y =9)= ZP(Y:y|X=:r)P(X=a:) pour tout y € F.
z€l

9.2.4 Vecteurs aléatoires

Soit X1,..., X, des variables aléatoires discrétes sur ’espace probabilisé (Q2, 7, P).
Définition
On appelle vecteur aléatoire discret défini & partir des variables aléatoires X, ..., X,

la variable aléatoire discrete Z donnée par
Z{w) = (X1(w),..., Xn(w)) pour tout w e Q.

La loi de la variable Z est appelée la loi conjointe des variables X, ..., X, tandis
que les lois de X,,..., X, sont les lois marginales de Z.
La loi conjointe détermine les lois marginales, mais l'inverse n'est pas vrai.

9.2.5 Couple de variables indépendantes

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes sur un espace probabilisé (£2,7,P) a

valeurs dans des ensembles F et F'.

Définition
On dit que les deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, pour toute
partie A de F et toute partie B de F, les événements (X € A) et (Y € B) sont
indépendants :

P((X,Y)e Ax B) =P(X € A)P(Y € B).
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Théoréeme 10
Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, et seulement si,

PX=2z,Y=y)=P(X =x)P(Y =y) pour tout (z,y) € X(2) x Y(£2).

Deux événements A et B sont indépendants si, et seulement si, les fonctions indica-
trices 14 et 1g définissent des variables aléatoires indépendantes.

Si X et Y sont deux variables indépendantes alors, pour toutes fonctions f et g définies
sur E et F, les variables aléatoires composées f(X) et g{Y') sont aussi indépendantes.

9.2.6 Famiille finie de variables mutuellement indépendantes

Soit (X;)ies une famille de variables aléatoires discretes sur I’espace probabilisé (2, 7, P).

On note F; ’ensemble d’arrivée de la variable X;.

Définition
On dit que la famille {(X;);c; est constituée de variables mutuellement indépendantes
si, pour toute famille (A;);er avec A; C F;, les événements (X; € A;) sont mutuelle-
ment indépendants.

Les sous-familles d’une telle famille sont aussi constituées de variables mutuellement
indépendantes.

Théoréme 11 _ L
Les variables aléatoires X1, . . ., X, sont mutuellement indépendantes si, et seulement”
si, :
P(Xl :xl,...,Xn::z:n) —_—P(X]_ :;1;1) X e X P(Xn =.‘17n)
pour tout (Z,...,Zn) € X1(2)} X --- x X,(Q).

Théoréme 12 {Indépendance par paquets ') )
Si Xi1,...,Xpet Xpy1,..., Xy sont des variables mutuellement indépendantes alors,
pour toutes fonctions f et g définies sur By X -+ X Ep et Epy1 X+ X By, les varigbles:

X=f(X11°”)Xp) et ng(XP+1:"')X;‘1) |

sont indépendantes.

9.2.7 Suites infinies d’épreuves

Afin d’assurer l'existence d’un cadre probabiliste permettant Pétude de la répétition
indépendante et infinie d’une méme expérience, nous disposons du résultat :

1. Aussi appelé lemme de regroupement.
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Théoréme 13

Si L désigne une loi d’'une variable aléatoire discréte, il existe un espace probabi-
lisé (2, 7, P) sur lequel existe une suite (X, )ncn de variables aléatoires mutuellement
indépendantes et suivant chacune la loi £.

Définition
On dit alors que (X, )nen €st une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées® selon la loi L.

En particulier, il existe un cadre probabiliste permettant de modéliser la répétition a
Pinfini d’épreuves de Bernoulli indépendantes.

9.3 Espérance d’une variable aléatoire réelle

Les variables aléatoires introduites ici sont toutes supposées discretes et définies sur un
méme espace probabilisé (2,7, P).

9.3.1 Définition

Soit X une variable aléatoire réelle.
On note E un ensemble fini ou dénombrable contenant les valeurs prises par X.

Définition
On dit que la variable X admet une espérance finie lorsque (z P(X = :z))x cp €St une
famille sommable ?. Sa somme définit alors 1'espérance de la variable X

E(X) = % Z zP(X = z).
zCcE

L’espérance de X définit la moyenne probabiliste de¢ la variable X, elie ne dépend que
de 1a loi de la variable X.

Les espérances des lois usuelles sont regroupées dans le tableau p. 383.

9.3.2 Propriétés

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles.

nsettent: des espérances finies alors, pour tout A € IR les
_ ﬁeﬂt ¢hacune une espérance finie avec

E()&X) AE(X) et E(X +Y)=E(X)+E®Y).

1. On utilise souvent 'abréviation « i.i.d. ».
2. Si la variable X est & valeurs positives et si la famille (z P{X = :c))IGE n'est pas sommable, on

pose E(X) = +oo.
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L’ensemble L' (€2) des variables aléatoires réelles discrétes définies sur (2, 7, P) admettant
une espérance finie est un sous-espace vectoriel de 'espace des fonctions de § vers R. De
plus, 'application espérance y définit une forme linéaire.

Théoréme 15
Si la variable X est a valeurs positives alors E(X) > 0.
Si de plus E(X) = 0 alors X = 0 presque sfirement *.

On en déduit la croissance de ’espérance : si X et Y sont d’espérances finics

X <Y = E(X) < E(Y).

Théoréme 16 (Domination)
Si |X| <Y et si Y admet une espérance finie alors X aussi.

Si une variable aléatoire X est bornée, elle est d’espérance finie.

0.3.3 Formule de transfert

Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans un ensemble? E au plus dénom-
brable.

s N\

Théoréme 17 (Formule de transfert)

Si f est une fonction a valeurs réelles au moins définie sur E, la variable f(X) admet
une espérance finie si, et seulement si, la famille (f(z) P(X = x))__, est sommable.
De plus, on a alors '

E(f(X)) =) _ f(#)P(X =z).

zeE

Ainsi, et sous réserve de sommabilité, on peut écrire pour une variable réelle X

E(X*) = szP(X = :v)., E(e®) = ZexP(X =1z),...

€l z€E

9.3.4 Variables indépendantes

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles.

Théoréme 18

Si les variables X et Y sont indépendantes et admettent chacune une espérarce finie
alors XY admet une espérance finie et E(XY) = E(X)E(Y).

La réciproque est fausse : on peut avoir E(XY) = E(X)E(Y) sans pour autant avoir
I'indépendance des variables X et Y.

1. Autrement dit, I'événement (X = 0) est quasi certain.
2. Ici, E n’est pas nécessairement une partie de R. Par exemple, ce peut étre une partie de R? ce qui
autorise 'usage de la formule de transfert avec un X vecteur aléatoire.
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9.4 Variance d'une variable aléatoire réelle

Les variables aléatoires introduites ici sont toutes supposées a valeurs réelles, discretes
et définies sur un méme espace probabilisé (2, T, P).

9.4.1 Moments

Définition
On dit gu’une variable aléatoire réelle X admet un moment d’ordre kK € N si la
variable X* admet une espérance finie. On peut alors introduire le moment d’ordre k
de la variable X :
my = E(X*).

Si la variable X admet un moment d’ordre n alors X admet ! un moment d’ordre & pour
tout & € [0;n]. En particulier, une variable admettant un moment d’ordre 2 admet une
espérance.

9.4.2 Espace des variables possédant un moment d’ordre 2

L’ensemble 1?(Q2) des variables admettant un moment d’ordre 2 est un sous-espace vec-
toriel de ’espace L' ({2) des variables admettant une espérance finie.

4

Théoréme 19 (Inégaliité de Cauchy-Schwarz)
Si X et Y sont des variables aléatoires réelles admettant chacune un moment
d’ordre 2 alors XY est d’espérance finie et

E(XY)? < E(X?)E(Y?).

9.4.3 Variance et écart-type

Définition
Si une variable aléatoire réelle X admet un moment d’ordre 2, on appelle varience

de la variable X le réel]
V(X) EE((X - (X)) e R,

On introduit aussi I'écart-type? de X par o(X) ¥ /V(X).

Variance et écart-type mesurent la dispersion de la variable X autour de sa moyenne.
Si V(X) = 0, la variable X est presque sfirement constante 3.

Les variances des lois usuelles sont regroupées dans le tableau p. 383.

1. Voir sujet 7 p. 390.

2. L’espérance et |’ écart-type s’expriment dans la méme unité que les valeurs de la variable X.

3. Autrement dit, il existe une constante C' telle que 'événement (X = C) est quasi certain : cette
constante C' est 'espérance de la variable X.
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Théoréme 20 (Formule de Huygens)
Si X admet un moment d’ordre 2,

V(X) =E(X?) - E(X)~.

0.4.4 Variable centrée réduite

Théoréeme 21
Si X admet un moment d’ordre 2 alors, pour tous a et b € R,

V(aX +b) = a® V(X).

Définition
Lorsqu’une variable X admet une espérance finie et que celle-ci est nulle, on dit que la
variable X est centrée. Si de plus celle-ci admet une variance égale a 1, on la qualifie
de réduste.

Si X est une variable admettant un moment d’ordre 2 alors, en introduisant son espé-

rance p et son écart-type o (que I'on suppose non nul), la variable

X —p

g

Y =

est centrée réduite.

9.4.5 Covariance
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles.
Définition
Si X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2, on introduit leur covariance :
Cov(X,Y) = B((X - B(X)) (Y - E(Y))) € R.
En particulier, V(X) = Cov(X, X} et l’ihégalité de Cauchy-Schwarz donne !
[Cov(X,Y)| < V(X) V(Y).

Théoréeme 22 (Formule de Huyﬁgjens):
Si les variables X et Y admettent chacune un moment d’ordre 2,

Con(X,¥) = PXY) ~ BOX) BQY)-

Si les variables X et Y sont indépendantes, on a Cov(X,Y) = 0. La réciproque est fausse.

1. Lorsque les variances des variables X et Y sont non nulles, on introduit leur coefficient de corré-
£ ( . . .y . .
lation : cor{X,Y) = def _Cov(X,Y) € [—1;1]. Si les variables sont indépendantes, celui-ci est nul. Si les

\/V(X)V(Y

variables évoluent « dans le méme seus », ce coeflicient est proche de 1. [l est proche de —1 lorsqu’elles
évoluent « en sens inverse ».
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0.4.6 Variance d’'une somme

La covariance définit une forme bilinéaire symétrique sur ’espace [?((2).
A P

Théoréme 23
Si X et Y sont des variables aléatoires admettant chacune un moment d’ordre 2,

V(X +¥) = V(X) +2Cov(X, Y) + V(Y).

Si les variables sont indépendantes, V(X +Y) = V(X) + V(Y). Plus généralement,

r Théoreme 24 L
Si Xq,..., X, sont des varlables aléatoires a.dmetta.nt cha,cune un moment d’ordre 2,
(Zx ) ZV(X )+ 22 cov(x,,X ).
i=1 i<

Si les variables Xjy,..., X, sont deux & deux indépendantes
n n
V(D) =3ovox
=1 i=1
Cette égalité est a fortiori vérifiée si les variables sont mutuellement indépendantes.

9.4.7 Inégalités de concentration

Théoréme 25 (Inégalité de Matkov) .
Si X est une variable & valeurs posmves admetta.nt ane’ espera.nce ﬁme,

aP(X > a) E(X) pour- tout @ € IR+

Théoréme 26 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) | ]
Si X est une variable aléatoire admettant un momnt:-_d’ordre 2,

(X —E(0)| > a) < (2) pour fout a > 0.

Cette inégalité permet de mesurer 1’écart entre « P’expérimentation et ’espérance ».
Cette inégalité explique aussi pourquoi la variance mesure la dispersion de la variable
aléatoire.

-
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9.4.8 Loi faible des grands nombres

Théoréme 27 (Loi faible des grands nombres)

Si (Xn)n>1 est une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes et suivant
une méme loi admettant une espérance u et un moment d’ordre 2,

n—-+00 J

1

1 n
P(|~Sn—ul>5>——>0 avec S, = Xi.
n k=1

Ce théoréme * montre que la moyenne expérimentale tend a se rapprocher de la moyenne
probabiliste {(c’est-a-dire de I’espérance).

9.5 Fonctions génératrices

Les variables aléatoires introduites ici sont toutes supposées définies sur un méme espace

probabilisé (2,7, P).

9.5.1 Définition

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.
Détinition
On appelle série génératrice de la variable X la série entiere

Z P(X = n)t".
Cette série entiere est de rayon de convergence supérieur ou égal & 1 et converge norma-
lement sur le segment [—1;1].
Définition
On appelle fonction génératrice de la variable X la somme de sa série génératrice

+oo
Gx() € Y P(X =a)t" = E(t¥).
n=0 GX (t)
Celle-ci est définie et continue au moins 2 sur [—1;1]. C’est
une fonction croissante sur {(;1] qui prend la valeur 1
en 1 et, plus généralement, c’est une fonction bornée par 1
sur [—1;1].
La fonction génératrice de X est entiérement déterminée :
par sa loi. Inversement, la fonction génératrice caractérise —
la loi de X puisque

1. Sous les mémes hypotheses, la loi forte des grands nombres affirme P{S,/n ———— u} = 1. Voir
sujet 35 p. 431. ASEEES

2. Si le rayon de convergence R de la série génératrice est strictement supérieur & 1, la fonction
génératrice peut étre définie sur |—R; R mais 'étudier sur [—1; 1], voire sur [0; 1], est souvent suffisant
en pratique.
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_GR0

nl

P(X =n) pour tout n € N.

Les expressions des fonctions génératrices des lois usuelles sont regroupées dans le tableau
a la fin de ces rappels de cours.

9.5.2 Calcul d’espérances et de variances

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.

-

Théoréme 28

La variable aléatoire X admet une espérance finie si, et seulement si, sa fonction
génératrice Gy est dérivable en 1 et alors

E(X) = G%(1).

La vari‘ablq_a.l_éatoi;fe{ X admet u'n. moment d’ordre 2 si, et seulement si, sa fonction
génératrice Gx est deux fois dérivable en 1 et alors

V) = G5 +G(1) — (G (V)"

-

Ce résultat peut notamment étre employé lorsque la série génératrice de X est de rayon
de convergence stricternent supérieur a 1.

9.5.3 Fonction génératrice d'une somme

Théoréme 29
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N,

Gxay(t) = Cx(t) x Gy(t) pour tout t € [~1;1].

Ce résultat se généralise & la somme de plusieurs variables aléatoires sous réserve que
celles-ci soient mutuellement indépendantes.

0.6 Lois usuelles

Loi Espérance | Variance | Fonction génératrice

B(p) p p(l—p) |t (1—p)+pt pE[0;1]
B(n,p) np np(l—p) | t— ((1-p)+pt)" | neN pe(0;l]

P(X) A A t s M) A>0

G(p) . =F t— A pelo;l]
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9.7 Exercices d’apprentissage

0.7.1 Variables aléatoires

| Exercice 1
Pour quels g € R, existe-t-il une variable aléatoire X a valeurs dans N* telle que

P(X =n)= pour tout n € N* 7

n{n + 1)

Solution

méthode
Les probabilités élémentaires d’une variable aléatoire forment une famille de
réels positifs sommable et de somme égale a 1.

Analyse : Soit X une variable aléatoire sur un univers (£2,7,P) a valeurs dans N* dont
les probabilités élémentaires sont celles pr